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Soient E = {y;, j = 1} un ensemble d’éléments de Z",
Ey = {xy; v, t .- 2V, 1 >Jj2> ... > 2 1},
Ef ={yj,+Vi,* - tVipdr >J2> ... > 2 1}

et Cg+(T™ lespace des fonctions continues sur T" a spectre dans E;, k > 1
k
entier. Nous montrons que si CEk+ (T™ ne contient pas c, pour k = 1 alors

I'ensemble E a une densit¢é harmonique nulle (théoréme 1). Lorsque E est
dissocié, nous montrons que E, a une densité harmonique nulle (théoréme 2).
Ces résultats avaient été annoncés dans [4].

1. Introduction. Soit G un groupe abélien compact, I' son dual et
EcT. On dit que E a densité harmonique nulle si pour toute partie
compacte K de G d’intérieur non vide il existe Cy tel que pour tout
polyndme trigonométrique P = ) a,y on ait

veE

sup|P(x)| < Cxsup|P(x)|.
xeG xeK

Si le groupe G est connexe et E est un ensemble de Sidon alors la densité
harmonique de E est nulle [3]. On rappelle que E est un ensemble de Sidon
s'il existe C tel que pour tout polynéme trigonométrique P = ) a,7,

yeE

Lla) < CsuplP (o).

Notons C;(G) I'espace des fonctions continues sur G et a spectre dans E,
C’est -a-dire, 'adhérence pour la norme uniforme du sous-espace de C(G)
engendré par {y, ye E}. Alors E est un ensemble de Sidon si et seulement si
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Cg(G) est isomorphe a I' [10]. Dans [3], les démonstrations ne sont pas
uniquement liées & cet aspect de la définition, elles utilisent la structure
arithmétique des ensembles de Sidon, et ne semblent pas pouvoir s’adapter a
d’autres classes d’ensembles lacunaires.

Dans [7], F. Piquard présente une autre approche pour obtenir des
ensembles de densité harmonique nulle lorsque G = T est le cercle unité: si
pour tout k> 1 l'espace C,z(T) ne contient pas de sous-espace fermé
isomorphe a c, alors E a densité harmonique nulle ([7], Théoréme 4, kE = E
+ ... +E k fois).

Ce résultat reste peu maniable: d’'une part la plupart des exemples
d’ensembles E = Z tels que Cg(T) ne contienne pas ¢, sont des ensembles de
densité harmonique nulle ([7] et [2]); d’autre part, méme si E = Z est un
ensemble de Sidon trés lacunaire, kE peut devenir “assez vite” égal 3 Z. Par
exemple, posons pour k = O:

)'4k = 44k_k, /14“_1 = __44k+1, A4k+2 =44k+2+k, '1'4k+3 = —4%k+3

Alors |4;44l/14l > 3 pour j >0 donc E =(4));5, est un ensemble de Sidon
dissocié et SE = Z.
Pour tout E = {y;,j =1} = I' et tout entier k > 1 notons

0y Ek={i7j,i)’jzi'---i)’jk,j1>jz>--->jk?1},
() Ef = {yj, +vj,+ -tV 1 >J2 > .. >j 2 1.

Le lemme 3.1 permet de remplacer kE par E; dans I'énoncé du
théoréme 4 de [7] rappelé ci-dessus (Proposition 5.1). La généralisation de
la Proposition 5.1 & d’autres groupes que le tore va rencontrer un obstacle
de dimension: pour étudier le cas des groupes G = T", n > 1, nous avons di
établir des lemmes topologiques (§ 4) qui ne sont pas valables en dimension
infinie. Ceci explique pourquoi notre premier théoréme n’a pas pu Etre
énoncé dans le cadre d’'un groupe abélien compact et connexe quelconque.

THEOREME 1. Soit E = {y;,j > 1} un ensemble déléments de Z". Pour
tout entier k = 1 notons

E:’ = {'yjl-}-yjz-l- +'}’jk,j1 >jp> .. > 2 1}

Si pour tout entier k > 1, Cg+(T") ne contient pas de sous-espace fermé
isomorphe a c, alors la densité harmonique de E est nulle.

Il reste alors & déterminer & quels ensembles E le théoréme 1 peut
s’appliquer. Revenons au cas d’un groupe G abélien compact et connexe, de
dual I'. Si la partie E de I' est dissociée (définition 2.3), Cg, (G), et a fortiori

‘C,,-: (G), est isomorphe a un sous-espace fermé du produit tensoriel injectif

I'®...®I' (k fois) et ne contient pas de sous-espace fermé isomorphe a c,,
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pour k>1 ([8] et §7). Le théoréme 1 permet donc de retrouver que si
E < Z" est dissocié, sa densité harmonique est nulle. Bien que le résultat soit
bien connu, cette approche utilise de fagon indirecte la structure arithmétique
de E et pourrait s’adapter a d’autres classes d’ensembles.

La premiére classe qu’il est naturel de considérer est la classe &, des
ensembles définis par (1), lorsque E = {y;, j > 1} est dissocié (k > 1 fixé). En
effet, ces classes constituent pratiquement les seuls exemples maniables des
différents types d’ensembles lacunaires définis par des conditions
fonctionnelles: ensembles A (p) ([6], Ch. 5), ensembles p-Sidon ([6], 10.6) et
ensembles stationnaires ([11], déf. 6.2).

L’application du théoréme 1 aux ensembles E, de &, va se heurter & un
obstacle, méme dans le cas du tore, li¢ a la nature méme des ensembles E,: si
p est un entier positif, l'ensemble (E,), n’est pas, en général, contenu dans
I'ensemble E,,. Par exemple, si k=p=2 (y,+7)+P3+71)=73+72
+2y,e(E,;), mais y;+7,+2y, n'appartient pas nécessairement a E,. Or,
nous ignorons si pour tout p = 1, C(Ek,p(T") ne contient pas de sous - espace

fermé isomorphe a ¢y, lorsque E est dissocié.
Signalons que lorsque I' = Z et que E a des propriétés arithmétiques
supplémentaires, par exemple si E = {¢, j > 1} ou 0 est un entier > 3, une

approche différente montre que Pensemble E'= () E a une densité
k21
harmonique nulle [9].

Dans le cas d’une partie dissociée quelconque E de Z" nous avons pu
contourner le dernier obstacle,-lorsque k = 2.

THEOREME 2. Soit E = {y;,j =1} un ensemble dissoci¢ de Z". Alors
E, = {%v;,t7j,,J1 >J2 = 1} a une densité harmonique nulle.

La démonstration du théoréme 2 se raméne a celle du théoréme 1 grace
au lemme 6.3. La partie fondamentale du § 6 est le lemme 6.2, qui fournit
une “bonne” mesure d’interpolation a support compact. En général les suites
dissociées permettent la construction de mesures explicites, mais nous avons
eu besoin de la méthode d’interpolation de S. Drury [5] pour établir le
lemme 6.2.

Ayant analys¢ le § 6, revenons aux paragraphes précédents. Les
notations et définitions utilisées sont groupées au § 2. Au § 3 se trouvent les
lemmes sur les compacts associés qui permettent de manier cette notion, le
résultat nouveau étant le lemme 34. Au § 4 nous établissons des lemmes
topologiques qui permettent d’arriver au résultat 4.4, essentiel dans la
démonstration du théoréme 1, qui se trouve au § 5.

2. Notations et définitions. Nous désignons par c, I'espace de Banach
des suites (c,),>; de nombres complexes telles que lim c, = 0. Nous disons

n—aw
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que lespace de Banach B contient ¢, si B a un sous -espace fermé isomorphe
a cy.

Si I est un ensemble compact, C(I) désigne I'espace de Banach des
fonctions continues a valeurs complexes définies sur I muni de la norme
uniforme, notée ||-||,. Si K est une partie compacte de I on note, pour
SeC(K),

I1f o, = suplf(x)]
xeK

(@insi [|“lle = I lle,-

Nous nous intéresserons surtout au cas ou I est un groupe abélien. Dans
toute la suite, G désigne un groupe abélien compact, I son dual et E une
partie de I'. Nos notations dans ce cadre sont celles de [12] et [3], nous
préciserons celles qui concernent directement non énoncés.

~ Notons M(G) I'espace des mesures sur G a valeurs complexes réguliéres
et bornées. Désignons par m la mesure de Haar de G, normalisée par m(G)
= 1. Pour ue M(G) notons ji la transformée de Fourier de p, définie sur I
par

AW = [(=x, y)du(x).
G

On pose B(I'N = FM(G) = {4, ne M(G)}.
Pour ue M (G), on appelle spectre de u I'ensemble

sp(w) = {yeT, ji(y) # 0}.

Si sp(u) est fini, on appelle 4 un polynéme trigonométrique (nous identifions
une fonction continue f sur G et la mesure sur G, df (x) = f(x)dm(x), qu’elle
deéfinit).

Notons £ l'espace des polyndmes définis sur G. Pour B =« M(G) et
E < I’ notons

Bg = {feB, sp(f) < E}.

Ainsi, 25 est I'ensemble des sommes finies ) a,7, ol a,e C pour yeE et a,
veE
= 0 sauf pour un nombre fini de y dans E.

Pour tout compact K de G et toute partic E de I' notons C(K)
ladhérence, pour la norme uniforme sur K, de I'espace ;.

Définition 2.1. Le compact K de G est associé & I'ensemble E de I
s'il existe une constante C telle que pour tout polyndme trigonométrique
Pe? E ’

(1) IPll o < CIIPl} k-

On dira alors que K est associé a E avec constante C.
Autrement dit, le compact K de G est associ¢ a E si lapplication
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canonique de restriction de Cg(G) dans C¢(K) est un isomorphisme d’espaces
de Banach.

Remarque 2.1. Notons que la notion de compact associ¢é est
invariante par translation dans G et dans I': si K est associ¢ & E, pour. tout
Xo dans G et tout y, dans I', xo+ K = {xo+x, xe K} est associ¢ a y,+E.

Remarque 22. S'il existe C > 0 tel que la condition (1) soit satisfaite
par les polyndmes Pe % a coefficients réels, on vérifie facilement que le
compact K u(—K) est associ¢ a E, avec constante 2C. Si en plus K est
symétrique (K = —K = {—x, xeK}) alors K est associ¢ a E.

Remarque 2.3. On vérifie facilement que K est associ€ a E si et
seulement si K est associé a toute partie dénombrable E’ de E. Or, le sous-
groupe I'" de I engendré par une partie E' dénombrable est dénombrable, et
son dual G’, qui est un groupe quotient de G, est métrisable ([12], p. 38). Il
est donc possible de se ramener au cas des groupes G métrisables pour
I'étude des compacts associés.

La derniére remarque justifie qu'on se limite au cas dénombrable dans
les définitions qui suivent.

Définition 2.2. Soit E = {y;, j > 1} une partie de I. Pour tout k > 1,
notons

E,={ty, v, - 2V.J1 >j2>... >jx = 1}
={Y &7, (€)>1€{=1,0, 1% ¥ |g] =k},

iz IE}!

E: = {yjl+‘y12+ ees +‘yjk’j1 >j2 >“‘>jk = 1}

L’ensemble kE est défini par récurrence par:
1-E=E, kE=(k—-1)E+E.

Remarque 24. En général, E, & kE et E,, & (E),, p=1 entier.

Définition 2.3. Soit E = {y;, j > 1} une partie de I'". Pour tout entier
s> 1 et tout y dans I' on note RZ(E, y) le nombre d’écritures distinctes de y
de la forme

2 Y=¢€1Yj, eV, t - HE&Vi, 1 >J2 > >
ge{—2,—-1,1,2}, 1<i<s, g=x1siy, est dordre 2, 1<i<s.

On dit que E est dissociée si RZ(E, 0) =0 pour s> 1.

Remarque 2.5. Une partie E dissociée est aussi appelée 2-indé-
pendante. L’avantage de considérer des parties E = {y;, j > 1} dissociées vient
de ce que dans ce cas le produit de Riesz R construit sur E interpole
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exactement une suite donnée b = (b));»,, |bll, =sup|b] < 1, sur E, C’est-a-

" j>1
dire R(y;) =b; pour j =1 ([6], Ch. 2).

Remarque 2.6. On peut montrer que si E = {y;, j > 1} est dissociée,
alors il existe B > 0 tel que pour tout yer,

(3) R}(E,y)< B, s=>1.

La démonstration est semblable a celle de D. Rider ([6], 2.16).

Remarque 2.7. Soit E = {y;, j > 1} une partie dissociée de I'. Si on
fixe so =1 et poeI', d’aprés (3) 7o ne peut s’ecrire sous la forme (2), avec
s < So, qu'un nombre fini de fois; il existe donc j, = jo (S, 7o) tel que si j
= jo, 7; N'apparait dans aucune expression de la forme (2) si 5 < s,.

3. Lemmes sur les compacts associés. Nous regroupons ici pour la
commodité du lecteur quelques énoncés dont les démonstrations sont
rédigées ailleurs, sauf celle du lemme 3.4, que nous explicitons. Les résultats
sont de plusieurs sortes, le premier concerne des sous -espaces invariants par
translation Cg(G).

LemMmE 3.1, [3]. Soit G un groupe abélien compact, métrisable et
connexe. Si le compact K de G est associé au sous - ensemble E du dual I de G,
pour tout voisinage de lorigine W dans G et pour tout y, dans I', K+ W est
associé a E U {y,}.

Autrement dit, si K est associé 3 A, quitte a “elargir” un peu K on peut
ajouter 3 A un nombre fini de points.

Le lemme suivant est un des outils fondamentaux pour montrer qu’un
espace de fonctions continues contient c,.

LEMME 3.2, [1]. Soit I un ensemble compact métrisable et (f),>, une
suite de fonctions continues sur I a valeurs réelles ou complexes telle que
inf [|fll s > O et
nz1

Y I <C<oo  (xel).

n=1

Alors C(I) contient c,.

Rappelons maintenant I'existence de compacts associés dans un cadre
non invariant.

LEMME 3.3, [7]. Soient I un ensemble compact métrisable et X un sous -
espace fermé de. C (I) ne contenant pas c,. Alors pour tout point daccumulation
Xo de I il existe un voisinage ouvert V de x, tel que les normes || fl|, ; et
|fll.r\v> Soient équivalentes sur X.

La démonstration découle facilement du lemme 3.2.
Revenons au cas invariant. Soit K un compact du groupe G, associ¢ a
un ensemble E du dual de G. Pour la démonstration du théoréme 1 nous
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aurons besoin de déterminer sous quelles conditions il est possible d’enlever a
K un voisinage d’un sous-groupe H de G.

LeMME 34. Soient G un groupe abélien compact et métrisable, I' son
dual et E c I'. Soient H un sous - groupe fermé de G, H # G, et K un voisinage
compact et symétrique de H, saturé par H. On suppose que K est associé a E
et que Cg(K) ne contient pas c,. Alors pour tout voisinage compact de lorigine
Vo, il existe un voisinage ouvert O de H tel que (K + V,) N CO soit associé a E
(CO = complément de 0).

Démonstration. On peut supposer V, symétrique et V, =V,
+ H < K. Soit (V,),>, une suite de voisinages ouverts et symétriques de H,
saturés par H, tels que V,,, €V, pour n>0 et () V,=H. Posons W,

nz0

= V,\V,., pour n > 1; alors les W, sont des ouverts non vides deux a deux
disjoints et W, < K pour n=>1; si x,eW,, W,—x,= (, est un voisinage
ouvert de Het (\ 0,=H.

nz1
Supposons qu’il n’existe pas de voisinage ouvert @ de H tel que
(K+V,) nCO soit associé & E. Alors en particulier (K + V) N C0, n’est pas
associé a E, pour n> 1. Il existe alors une suite (P,),»; de polynomes
trigonométriques a spectre dans E telle que pour n > 1:

||Pn||ao.x+vo =1 et ||Pn”w-(K+Vo)\c,, < ?

On pose Q,(x) = P,(x+x,); puisque K+ V,+x,< K on a, pour n > 1,

1
"Qn”w.l{ =1 et ”Qn”w,K\W. < ? .

Par conséquent, pour tout xeK, ) |Q,(x) <2.
nz1

D’aprés le lemme 3.2, C¢(K) contient alors ¢,, contre 'hypothése, ce qui
conclut la preuve. ‘

4. Lemmes topologiques.

LEMME 4.1. Soit G un groupe abélien compact et connexe. Soit U une
partie ouverte symétrique et connexe de G, @ # U # G. On note oU la
frontiére de U et

U-0U = {x—y, xeU, yedU}.
Soit H = {ge G, U+g = U} le sous -groupe fermé de G qui laisse U invariant.
Alors
U-0U =(U+U)\H.

Démonstration. Montrons que U— 90U < U+ U\ H. Soient xe U et
O un voisinage de x tel que x+ @ < U. Alors si yedU et ye(y+O)nU,
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X =x+('—y)ex+0 donc x—y=x'—y'eU+U. 1l est clair que x—y¢H,
car x—(x—y)=y¢U.

Montrons que (U+U)\H <« U-0U. Soit z=x—y, xeU, yeU et z¢H.
Dune part Un(U+2)# 0 car xeUn(U+z). Dautre part, on a
UnNnC(U+z) # 0 car z¢ H. Puisque U est connexe, U nd(U +z) # @, soit
x'eUnd(U+z), alors x’ =y +2z,0u y edU, donc z = x'—y'e U—0U, ce qui
conclut la preuve.

La famille (U-y),,y constitue donc un recouvrement ouvert de
(U+ U)\H. Par la suite, étant donné un compact K < U+ U nous voudrions
obtenir un sous-recouvrement fini de K\(K n H) (lemme 4.4). Ce dernier
ensemble n’étant pas compact, nous n’avons pu le faire que dans le cas fini-
dimensionnel, en utilisant des arguments ¢lémentaires de géométrie
euclidienne qui sont détaillés dans les deux lemmes qui suivent.

LemMME 4.2. Soient -y, ..., z, n vecteurs linéairement indépendants de R".
Soit By = {0} et B; (resp. B_;) la boule euclidienne de centre z; (resp. —z;) et
de rayon ||zj]|l, pour 1 <i<n. Alors |) B; est un voisinage de lorigine

-n<i<n
dans R".
Démonstration. Soit ze R", choisissons i, tel que
I<Z, zl'o>| = max l<z’ zi)l

1<is<n
(¢, > désigne le produit scalaire usuel). Soit ¢, le signe de (z, z; ). Alors, si
z= Z ®; Zi,

1<i<n
llz—¢o -"-'.'0”2 =) <z, zi>+”zi0”2_2|<z, Zig)l
(T lal=2)IK 2 izl < llz I

1<i<n
si ) |o;] <2, ce qui montre que le voisinage de I'origine dans R" défini par
fz= Y xz,) |l <2} est contenu dans () B;.

1<i<n —n<is<n

LEMME 4.3. On considére la distance euclidienne d usuelle sur R", d(x, y)
= ||x—y|l. Soit U un ouvert symétrique de R", @ # U # R", tel que {geR",
U+g = U} =(2nZ)". On pose

A={x—y,xeU, yedU,d(x,y)=d(x, 0U}.

Alors A nest contenu dans aucun demi-espace fermé de R".

Démonstration. Supposons qu’il existe zoeR", |[zoll =1 tel que
Ac{zeR"; {(z,2o> > 0}. Puisque A est symétrique on a Ac {zeR";
<z, 29> = 0}. Puisque z,¢(2nZ)", il existe xoe U tel que xo+2zo¢ U; comme
U est ouvert, xo+4zocU pour A assez petit, soit 4o = sup [4i; xo+4zoe U},
alors 1y < 1. Considérons la fonction f définie sur [0, 4,] par

f(A) = d?(xo + Az, OU).
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Pour A€ [0, 4,] soit y; € dU tel que d? (xo + Azq, ¥;) = d%(xo+ Azo, OU). Alors si
Ae[0, 4] et A+he[0, Aol,

SA+h) =d*(xo+(A+h)zg, yasa) < d*(x0+(A+h) 2o, y,)
= |Ixo+ (A4 h) 2o — (X0 + Azg) + (X0 + Azo) — yill* = A2 ||zolI* +f (2)

car (xo+A4zp)—y,eA, donc est orthogonal a z,. Analoguement, f(4)
< B2 ||zoll2 +f (A+h), d’ou |f(A+h) —f (1) < h?|zol|2. Alors la fonction f est
dérivableet f' (1) = Opour A€[0, 4], donc f(4) = f(4e) = Opour 1[0, 4o}, ce
qui est absurde.

LeMME 44. Soit U un ouvert symétrique connexede T", @ # U # T". Soit
H le sous - groupe fermé de T" qui laisse U invariant. Soit K < U+ U compact.
Alors il existe un nombre fini p de points y,, ..., y,dans U telsque |) (U-y;)

1<i<p
soit un recouvrement de K \(K n H).
Démonstration. Le groupe quotient T"/H est isomorphe a T",
1 < n’ < n,donc U s’envoie dans un ouvert U’ de R™ symétrique, @ # U’ # R"
tel que {geR", U'+g = U’} =(2rnZ)". D’aprés le lemme 4.3 on peut choisir n’
vecteurs linéairement indépendants z,, ..., z,- de R™ tels que pour 1 <i<n/,

n=x—y. xeU, yedl, |zl =d(x,av).

Prenons les notations du lemme 4.2, alors B;c U'—y, et (0Ju( U U'—y)
1<i<n
u( U U’+y))estunvoisinage de l'origine dans R*. On en déduit qu'il existe 2n’
1<is<n

points y;, ..., y2, dans U telsque Hu( () U+y,)contienne un voisinage

1<is2n
ouvert W de H.
Considérons le compact K nCW. D’aprés le lemme 4.1, (U —y),av est
un recouvrement ouvert de K nCW, donc on peut en extraire un sous-
recouvrement fini, ce qui conclut la preuve.

Remarque 4.1. Les lemmes 4.2 et 4.3 impliquent que si U est un
ouvert symétrique de R", @ # U # R", tel que {geR", U+g="U} = {0},
alors il existe un nombre fini de points y,, ..., y, dans oU tels que
10} u( U (U—yy)) soit un voisinage de I'origine dans R". On peut voir que

1<i<k
ce résultat ne subsiste pas en dimension infinie. En effet, soient

RY = {(x)a>1> X,€R, n = 1}ete, =(1, 0, 0,...). Pour k > 2entier, notons U, le

1
double cone ouvert de sommets i(l—;)el et base

B, = {(xn>1€RY; x; =0 et |x;| < 1/k, 1 <i < k}.

Posons U = (J U,. Alors U est un ouvert symétrique, @ # U # R" et {geR",
k=2
U+g = U} = {0]. Pour tout point ye U, on vérifie que CU contient un sous -

espace vectoriel affine de RY passant par y et de codimension finie. Alors il n’est
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pas possible de trouver un nombre fini de points y,, ..., y, dans dU tels que
{0}u U (U=-y)) soit un voisinage de l'origine, car ()| C(U —y;) contient

1<i<k 1€isk

encore un sous-espace vectoriel de codimension finie de RN.
Ce contre -exemple et les lemmes topologiques de ce paragraphe ont été
trouvés en collaboration avec A. Douady.

5. Démonstration du théoréme 1.

5.1. Le casn = 1. Nous allons refaire dans le cas n = 1 la démonstration
du théoréme 4 de [7], d’'une part pour montrer comment I'utilisation du lemme
3.1 permet de remplacer kE par E; (déf. 2.2), d’autre part pour donner les
motivations du raisonnement employé dans le cas n-dimensionnel.

ProposiTION 5.1.  Soit E = {y;, j > 1} une partie de Z. On suppose que pour
tout k > 1 lespace Cg > (T) ne contient pas cq. Alors la densité harmonique de E est

nulle.

Démonstration. lére étape. Soit 0 <a <n, montrons que si
[—a, a] est associ¢ a E; alors [0, a] est associé a Cg(T).

Appliquons le lemme 3.3 successivement aux points —a, 0 et a. On trouve
alors 0 <¢ <a tel que [—a+e, —e]u[e, a—¢] soit associe 3 E,. Posons

b =inf{l, [0, I] est associ¢ a E}.

Supposons que b >a. Soit n >0 tel que n < min(e/2, b—a, b/3). Alors
[ —n, b] est associé a E avec constante C(n) et [#/2, b] n’est pas associé¢ a E, donc
il existe une suite de polyndmes trigonométriques (P;);>, telle que:

1. sp(P) c E, ||Pjll, < C(n) pour j=1 et lim||Pjl,,s = 0.

j—wo

2. 11 existe x;e[—n, n] tel que |P;(x;)| =1 pour j > 1.

3. sp(P)nsp(P)=0@ pour j> 1,721, j#].
La condition 1 exprime que [n, b] n’est pas associé a E, la condition 2 que
[—n, b] l'est. La condition 3 découle du lemme 3.1. En effet, supposons choisis
Py, P,, ..., P, (k > 1) satisfaisant aux conditions 2, 3 et 4 la condition 1’
suivante:

| 1 :
I'.sp(P)) cE, |IPjllo S Cm) et IP4ll (514524 42-ip S ok I1<j<gk

Soit S, = (J sp(P). Si E\S, était associ¢ a

1sj<k
1 1
I:ﬂ (§+ +2—,‘+~1-), b]

alors d’aprés le lemme 3.1, E serait associé¢ a

1 1
I}I (§+ +?), b],
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contre 'hypothése. Il s’ensuit que 'on peut trouver P,,, satisfaisant aux
conditions 2, 3 et 1’ (pour j =k+1).

Posons g;(x) = Pj(x+x;) pour j=1. Alors |g(0)=1 et
lim ||gjlloo,(29,6-m = O-

J*a

Posons h;(x) = g,;(x)gzj-1(—x) pour j=>1. Alors |h;(0) =1 et
lim[|hflo; =0 ou I=[—=b+n, —=2n]Ju[2n,b—n]>[—a+e, —e]Jule, a
J—s]. Puisque sp(h)) = E; pour j > 1, ceci montre que I n’est pas associé a
E;, et a fortiori [ —a, a] n’est pas associé 4 E;, contre 'hypothése. On
conclut que b < a.

2¢me étape. La preuve de la proposition s’obtient par réitération de la
lére étape, quitte a préciser I'ensemble F, = () sp(h;). En effet, si on

j=1

applique la lére étape & F, les polynomes h,; otjatenus a la fin aurons leur
spectre non seulement dans (E;); mais méme dans EJ, grice a la condition
3. Dés lors , il devient facile & vérifier que 'on peut réitérer la 1ére étape avec
I'hypothése faite sur E;”, pour k > 1. En effet, supposons qu’il existe n > 1 tel
que [—2"m, 2"n] ne soit pas associ¢ 4 E. D’aprés la lére étape,
[—2""1x, 2" ! ] n’est pas associé & F, — E et ainsi de suite, on aura que

[—n, ] ne sera pas associé¢ & F,, E;,,, ce qui conclut la preuve.

Remarque 5.1. Le point fondamental pour I'obtention de 5.1 tient au
fait que le compact connexe “optimum” I associ¢ & E est un intervalle
(I =[0, b] dans 5.1); ensuite, pour toute suite (P;);, satisfaisant aux
conditions 1 et 3, on a pu trouver x; “proche” du point frontiére 0 de [0, b]
ou Pj(x;) “grand”; finalement, (I-0)u(I—b) =[—b, b] soit, en translatant
le compact connexe “optimum” par les points dans sa frontiére nous avons
trouvé lintervalle double.

Dans le cas n-dimensionnel, nous aurons d’abord un probléme de
géométrie du compact “optimum” associ¢é & E, ce qui nous aménera a
introduire un ouvert U “optimum”, pour lequel les étapes suivantes pourront
étre réalisées, grace aux lemmes topologiques du § 4.

5.2. Démonstration du théoréme 1. Soient o/, o/, o, et o,
des voisinages compacts, connexes et symétriques de I'origine dans T" tels
que

Adycd,cod|cd cod' cd.

Supposons que &/ ne soit pas associ¢ & E. Nous allons montrer qu’il existe
un entier p tel que 2.9/, ne soit pas associ¢ a E,.

&/ mnétant pas associé a E, il existe une suite (P);>, de polynomes
trigonométriques telle que:

() sp(P) < E, I[Pl <1 pour j>1 et lim [P}l ., =0.

Jj—owo

(i) sp(P)nsp(Py)=0O pour j=1,j>1,j#].
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pour j > 1.

N =

(iii) I1 existe xoe T" tel que |P;(xo)| >

(iv) P; est a coefficients réels pour j > 1.

Voyons comment réaliser ces conditions. Puisque &' < o, il existe
d’aprés le lemme 3.1 une suite (Q;);>, de polyndmes trigonométriques a
spectres dans E et deux & deux disjoints tels que

IQfllo =1 pourj=1 et lim|Qjl,, 4 =0.
J— o
Soit alors pour j > 1, x;e T" tel que |Q;(x;)| = 1. Quitte a se restreindre & une
sous -suite on peut supposer que lim x; = x,. Posons pour j>1, R;(x)

‘ Jj—o
= Q;(x+(x;—xo)), alors IR;(xo)l = 1; quitte a se restreindre a j > j,, on peut
supposer que &/, +(x;—Xo) = &', donc lim ||Rj|| 4, ., = 0. Posons alors pour

j=w
Rj(x)—R;(—x) S
2i >
spectre que R; et sont @ coefficients réels; ISill o, o, < IR0, a0, €t
I Tl o, er, < IR}llo, 0, €Ar o, est symétrique; puisque |S;(xo)l*+|T;(xo)|2 = 4

et T

; ont méme

iz 1, 80 =

R;(x)+R;(x)
= LI

+3IR;(—xo)l = %, on a soit |S;(xo)|® >, et dans ce cas on posera P; = S,
soit |Tj(xo)|> >} et alors on posera P; = T;. La suite (Py);», satisfera alors
aux conditions (i) & (iv).

Soit U la réunion de tous les ensembles ouverts et connexes V de T"
contenant .o/, et tels que pour tout x dans V,

lim P;(x) = 0.
j—oo
Dans le cas n = 1, U est un intervalle; pour n > 1 on ignore la forme de
U, mais tout ye oU est limite d’une suite (y;),>, de points de CU telle que
(P;(»));>1 ne converge pas vers zéro pour k > 1. Cette propriété va nous
permettre d’adapter la démonstration uni-dimensionnelle 3 T", i laide du
lemme 4.4. Remarquons que U est symétrique d’aprés la condition (iv) et que
U # T" d’aprés la condition (iii).
Soit H le sous-groupe de T" qui laisse U invariant, H = {ge T", U+g
= U} # T". Soit K un compact de T" saturé par H, et tel que ‘

2o, cRKcKcU+U.

D’aprés le lemme 4.4 il existe un nombre fini p de points y,, ..., y, dans oU
tels que (U —y;);<i<, soit un recouvrement de K\ H.

Soit @ un voisinage ouvert de H tel que KN C0O # 0. Alors 1l est
possible de trouver a > 0, des points yj, ..., y, assez voisins des points
Y1 ---» Yp €t p suites croissantes d’entiers (ji),»; tels que:

() (U—=y)1<i<p soit un recouvrement de K nC0;
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@) IP,-;"(J’{)IZO! pour 1<i<petk>=l;

Gi) fi # i si (i, k) # (@, k) pour 1 <i,i'<p, k, k> 1.
Posons alors G, (x) = P; (x+Y'1)---ij(x+J’}),

Hy(x) = (Gk (0))- ! G, (x).

Alors H (0) =1, ||H\||l, <a P pour k=1 et pour xe K nCO0,
lim Hk(x) = 0

k—a

Dans un espace de Banach, I'adhérence faible et I'adhérence pour la
norme d’une partie convexe sont confondues. On en déduit qu’il existe une
suite bornée (R});>, de polyndmes trigonomeétriques a spectre dans un sous -
ensemble propre E, de E,, valant 1 a l'origine et tendant uniformément vers
zéro sur K nC(@. Alors le compact KNC(@ n'est pas associ¢ a4 E,, et
puisque CE;,(T") ne contient pas ¢y, d’aprés le lemme 3.4, 2o/, n’est pas
associé a E,.

Remarquons que lorsqu’on multiplie g polynémes trigonométriques a
spectres disjoints dans E, on obtient un polyndme trigonométrique a spectre
dans un sous-ensemble E, de E,. Il est donc possible d’itérer la
démonstration précédente en remplagant o/ par 29/, et E par E, (le
raisonnement a é€té deétaillé dans 5.1). On peut en conclure qu’il existe un
entier k tel que E, ne soit pas associ€¢ a T", ce qui fournit une contradiction.
Par conséquent la densit¢ harmonique de E est nulle.

6. Lemmes sur les mesures d’interpolation a support compact et
démonstration du théoréme 2. Les lemmes 6.1 et 6.2 suivent de prés la
présentation de la méthode d’interpolation de S. Drury faite dans [3]. Le
lemme 6.1 est l'analogue du lemme 2.1 de [3] et nous donnons sa
démonstration pour la commodité du lecteur. Le lemme 6.2 est Pétape
fondamentale pour l'obtention du théoréeme 2.

LeMME 6.1. Soient G un groupe abélien compact, I' son dual et
E ={y,, ..., Ym} un ensemble fini dissocié de I". Supposons que le compact K
de G est associé a E, avec constante C (définition 1.1). Soit be B(I), ||b|| < 1.
Pour tout o =(w));<j<me{—1, 1}™ =Q, il existe a,e M(G) telle que

1. supp(o,) =« K+K et ||o,|| < 4C?;

2.6,y = w;, wjzb(}’) siy= i"}’jli)’jzeEz, 1 <jy, Jo < m, jy #ja;

3. supllg,llam < (4C)% oi g, est la fonction définie sur Q par w — 6,(7).

yel

Démonstration. Pour tout we le produit de Riesz

R,(x)= [] (1+w;Re(x,y,))

1<j<m

est tel que R, (), £7;,) =1w;, @), pour 1 <jy, j, <m, jy #j; et IR} = 1.
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Si be B(I) et |Ib]| < 1, b, = (4b(y) R, (»)),ere B(I) et ||b,|| < 4. Il existe alors
U, et u,, dans M(G), a support dans K, telles que ||y || < 4C, ||u,ll < 4C et
pour tout yeE,,

fo(?) =4R, (), Bu() =4bM) R, (.

Posons
Op = _.-”w’ * “‘:ow do'.
n

Alors supp(s,) = K+K et ||o,]|* < (4C)%. Pour tout yerl,

6, () = j(—xa ‘Y)daw(x) = j(j(—xs 7)d (Yo *uam’)(x))dw,
G 26

= { flo (7) oo () o).
(9]

Si y= tv;,+7,,€E;, on obtient 6,(y) = w; w;,b(y). Si yeTl, la fonction
g,: @ —6,(y) est le produit de convolution sur  de la fonction w — i, (y)
avec elle -méme, donc g, A(Q) et |lg,ll4q < [l () do < (4C)%.

2

LEMME 6.2. Soient E = {y,, j =1} un ensemble dissocié de Z" et r un
entier positif. Posons E" = {y;, j > r}. Supposons que le voisinage compact K de
Porigine dans T" soit associé a I'ensemble (E), = {+y;, +7j,,j1 >J, > r} avec
constante C. Alors il existe A= A(r, K, C) > 0 avec la propriété suivante:
pour tout ¢ > 0 il existe un entier q > r tel que si on note

F, = {i)’jl 1y, 01 >221, )1 2 q},
Fy={%y,%7,.J1 24 1<j,<r}
alors pour tout be B(I'), ||b|]| < 1, il existe ue M(T") telle que:

1. supp(p) < 3K, |lull < &2 4;
2. Y la)—-b@()l <e;

yeFy
3. supla(y) <e.
yeF 3
Démonstration. 1lére étape. Déterminons d’abord l'entier g. L'en-
semble F, est un ensemble de Sidon, car réunion des 2(r—1) ensembles de

Sidon {y;+7v;,,j = 4q}, 1 <j, <r—1. Alors I'ensemble
S={0}u{xy, 1<j<r=1}u{x2y,j=2rjuF,

est un ensemble de Sidon. Soit W un voisinage compact de l'origine tel que
W+ W < K, W est associé a S [3] et il existe v'e M(T"), a support dans W
telle que

V0 =1, V(=0 7yeS, y#0.
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Soit 4 une fonction “triangle” & support dans W, c’est-a-dire, 4 est
continue, 4>0, 4>0, 4(0)=1 et ) A(y) <oc. Alors v=1Vv'*4 est une
yeZ"®
fonction continue a support dans K et

@ Ivly <IVil = C', ¥(0) = 1, #(y) = 0 pour ye S\ {0}, } [¥(»)| < o (on

remarquera que C’ dépend de r et de W). yez"
Soit 0 <& <1 donné, il existe une partie finie F de Z" telle que
3
£
(i1) Z VO < ===
S ZMF 4(64C* ()

La remarque 2.7 s’applique a la partie dissociée E. Prenons alors s, = 4
et faisons y, parcourir la partie finie F. On en déduit:

(i11) I1 existe g = r tel que si ye F sécrit sous la forme
€17j, eV, e Vi3t eV, J1 >J2>js >js 8€{0, 1, £2},  [] &#0

1sis

alors j, <gq.

2¢éme étape. Passons a la construction de la mesure u. Quitte a effectuer
ensuite un passage a la limite, on peut se limiter 3 des ensembles finis, c’est -
a-dire, considérer {y;, 1 <j < m}. Soit be B(I), ||b|| < 1.

Appliquons le lemme 6.1 a I'ensemble {y,, ..., y,} et soit pour tout
o = (wj),<j<m€{—1,1}™ 06, la mesure correspondante. Soit 0 < f <1,
considérons le produit de Riesz

R,(x) = (1+w;BRe(x, y)).

r<j<m

Posons
W= [(o,*R,v)do.
0

Alors p'e M(T™), supp(p) < 3K et
X1l < [llo, * R, vlldo < (4C)% [( [ IR, (x) v(x)| dx)dw
Q

2 7

= (4C)? [y (f R, (x)dw)dx = 4C?|v|| < 4C>C'.
G Q

Soit y = +7;, +y;,€F,, alors

B () = [6u0)(R,Y) (do = b(y) | (—x, (@, @), R,(x)do)v(x) dx
Q ™ Q2

=bMGA? [ (—x, YK, ;) +(=x, 7)1 [(%, ;) +(—x, 7;,)]v(x)dx

™

= bGP (F(0)+9(2y)+9(£2y;,) + X+ 2,,))
=b(y)(EA*(1+7(2y)

6 — Colloquium Mathematicum 51
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grace a la condition (i). Or, si yeF, alors 2y¢ F grace a (iii), donc

zﬂ} (- b(v)} 7 L B@N<47 3 GO

eFy veZ"/F

Soit maintenant y = +y; +y;,,€F,. La condition 3 du lemme 6.1

permet d’écrire

G, =3 ak, N, 0, X la@, pl <@C).

XeN xXeN

Alors
Al = ” 6,(N(R,Y) (7) do| < (4C)? Z‘lbzl
N

XeN
ou
b, —f(w DR,V () do = [ (—x, y)([(@, 1) R, (x)dw)v(x)dx.
Q

T'l

Si x=1, b, =V(y) =0 par la condition (i). En général, (w, y)= [] «%

PSj<m
Notons n, le nombre d’indices j tels que ¢; = 1. Si n, > 3, alors |b,| < B3|Ivl.
Si n, =2, (0, Y) = 0 w;, 0U ji >j3=p, et

by =GB [ (=x, PI(x, v;)+ (=%, y) ][5 1) + (=X, y5,)] v(x) dx
™
=GP 0i(y— Viv = Vi) F V=V + i) FV G+ — Vi) F Vv )]

Si jj et j, sont distincts de j,, ' = ?—(Z 7y, 2 7j,) est une combinaison
linéaire a coefficients +1 de 4 éléments distincts de E, ou au moins une
lettre a indice j > q, donc y'¢ F d’aprés la condition (iii).

Si ji=Jj, ou j;=j, soit ¥ =y—(ty;,ty;,)eF, et ¥(y) =0 par la
condition (i); soit 7’ est une combinaison linéaire a coefficient linéaire +1 et
+2 de 3 éléments distincts de E, ou au moins une lettre a indice j, > g, donc
y'¢ F par la condition (iii).

On en déduit que |b)<B*supli(y). Si n,=1, (0, =0w; et

y'¢F

B . . . e .. )
=5[V(7“Y11)+V(}’+)’j1)]- Si jy #j1, vy, €F; sij; =Jy, soit y+v;, ¢F,
soit yty; =+v;, et ¥(xy;,) =0 d'aprés la condition (i). On a donc
b, < ﬁS}:gIV(v’)I.
Y
En considérant les différents cas on a
lb,] < max {ﬂS}i‘glﬁ(v’)I, B2 Ivil} .
Y
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Si on pose pu=4p"%y, on a suplﬁ(v)l<64C’maX(ﬂ"sggI\7(v)l,BC').
' ?

yeF 2y
Choisissons B = &(64C2C’)"!, la condition (ii) montre que sup|i(y) <e¢ et

. yel-'z
Y la(y)—b(y)l < e Dautre part ||l < 16C*>C' =2 = ¢? 4, ce qui conclut la
veF
pereluve.

Le lemme suivant est une conséquence facile de 6.2.

LEMME 6.3. Soient E = {y;, j = 1} une partie dissociée de Z" et r un entier
positif. Si K est un voisinage compact de Torigine dans T" associé a (E'),
= {iyjl-l_-yjz,jl > j,.2r) alors 4K est associé a E,.

Démonstration. L’ensemble V275, 25001 >J2s 1 <j2a <r—1} est
un ensemble de Sidon de constante C,, donc K lui est associé avec constante
B = B(r, K) [3]. Soit ¢ > 0 tel que ¢(1+ B)(1+5C,) < 1. Soit g I'entier donné
par le lemme 6.2, reprenons les notations de ce lemme. Soit Pe ¢, ,; soit
xp€ T" tel que |P(xo)| = ||P|| - Soit u; e M(T"), a support dans K, telle que
lmll < B et pour tout yeF,, ji;(y) =(xo, 7). Posons b(y) = (xo, y)— iy (y)
pour yeI. Alors b = (b(y)),.re B(I et ||bl]| < 1+ B. D’aprés le lemme 6.2, il
existe u,e M(T") a support dans 3K et telle que:

luall Se"2A(1+B), Y 1B(0)-b() <e(1+B), supli, () <e(1+B).
yeF yeF 5

Posons u = u, + u,, alors
IPll o, 3k lill = [(P)| = |P(xo)+ Y a2 P+ Y (A2()—b() P()|

veF o veFy
> |P(x)|—&(1+B) Y, |P(y)|—e(1+B)||Pll.
XeF o

Posons R(x) =4[] (1+Re(x, y;). Alors

jzr

YIPMI<C| Y PMYo=CIIP-RxPl, <5C| P,
yeF 2 yeF o

d’ou
1Pl o,3x = (1 —&(1+B)(1+5C,))e*(A(1+B))™ " ||Pll,

ce qui montre que 3K est associé 3 F, U F,. Comme E,\(F, U F,) est fini,
on conclut que 4K est associé a E, (lemme 3.1).

64. Démonstration du théoréme 2. Soit &/, o/, et o/, des
voisinages compacts, connexes et symétriques de l'origine dans T" tels que

4ﬂ1CJJ et dzcvdl-

Si on suppose que ./ n'est pas associé a E, il existe une suite (P));>, de
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polyndmes trigonométriques satisfaisant aux conditions (ii), (iii) et (iv) de la
démonstration du théoréme 1, et & la condition:
(l’) Sp(Pj) < EZs ”Pj“cn < 1 pour ] < 1, lim ”Pj"cn,dl = 0’ et

Jj—= o
max {j;, +y;, £7,,€5p Pj, j1 >j,} <min{jy, +y;, +y;,€5p Pjyy, iy > 2}

pour j > 1. :

La condition (i) peut &tre réalisée grice au lemme 6.3. Dés lors la
démonstration rejoint la démonstration du théoréme 1: on démontre que
24/, n’'est pas associé a un sous -ensemble E, de E,, et que 'on peut réitérer
le résultat, ce qui permet de conclure.
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