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Einleitung. F. Klein hat in seinem beriihmten Erlanger Programm [1]
folgende Definition der Geometrie aufgestellt:

Definition 1. Es sei eine Mannigfaltigkeit und in derselben eine
Transformationsgruppe gegeben; man soll die der Mannigfaltigkeit an-
gehorigen Gebilde hinsichtlich solcher Eigenschaften untersuchen, die
durch die Transformationen der Gruppe nicht geindert werden, m. a. W.
man soll die Invariantentheorie in bezug anf diese Gruppe entwickeln.

Hier moéchten wir diese Definition etwas ausfiihrlicher erkliren.
Insbesondere werden die geometrischen Begriffe durch Bergiffe der Theorie
der geometrischen [2], [3] bzw. algebraischen Objekte ausgedriickt. Es
zeigt sich, daBl zwischen diesen zwei Theorien ein enger Zusammenhang
besteht. Man kann also die Begriffe und Ergebnisse der Theorie der
geometrischen Objekte in der Kleinschen Geometrie interpretieren bzw.
anwenden.

Um MiBverstindnisse zu vermeiden, werden wir alle hier auftretenden
Begriffe moglichst genau definieren. Manche von ihnen sind schon frither
und sogar auf verschiedene Weise definiert worden. Darum ist es not-
wendig festzulegen in welchem Sinne sie hier zu verstehen sind.

Im Abschnitt 1 wird die Transformationsgruppe und die Kleinsche
Geometrie definiert. Objekte dieser Geometrie definieren wir im Abschnitt
2. Komitanten und Aquivalenz dieser Objekte werden im Abschnitt 3
und Aquivalenz der Geometrien im Abschnitt 4 erklirt. In den Abschnitten
5 und 6 beschiftigen wir uns mit speziellen Arten der Geometrie (Untergeo-
metrie, Teilgeometrie und Faktorgeometrie) und im Abschnitt 7 werden
gewisse Zusammenhinge zwischen Komitanten und den vertriglichen
Aquivalenzrelationen betrachtet.

1. Transformationsgruppe und Kleinsche Geometrie. Aus der Defini-
tion 1 folgt, daBl Geometrie im Sinne von Klein ein Paar (M, G) ist, wo M
eine Menge und G eine Transformationsgruppe bedeutet. Um also die
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Definition der Geometrie genau zu formulieren, miissen wir zuerst bestim-

men, was wir unter einer Transformationsgruppe G der Menge M auf

sich verstehen.

Es sei G eine beliebige Gruppe. Die Gruppe G wirkt auf M als Trans-
formationsgruppe, wenn jedem Element der Gruppe G eine eindeutige
Abbildung der Menge M auf sich zugeordnet ist, d.h., wenn es eine
Funktion

(1.1) f: MxG—~ M,

gibt, welche folgende Bedingungen erfiillt, wo e das neutrale Element
von G ist und ¢,-g, das Produkt der Elemente g, und g, bedeutet:

(1.2) Ng<G f(M,g) = M,
(1.3) NgeG, \N@y, Tre M © # 5 > f(T1, 9) # [(22y 9),
(1.4) N1, 92€G, Nxe M f(f(z,91), o) = f(, g2-91),
(1.5) Nxe M f(x,e) = x.

Die Bedingung (1.4) heilt Fundamentalgleichung und (1.3) heillt
Identititsbedingunyg. 3 "

Da die Transformationsgruppe G der Menge 1M auf sich durch f
und G eindeutig bestimmt ist, kann man eine Geometrie folgendermafen
definieren:

Definition 1.2. Geometrie im Sinne von F. Klein ist ein Tripel
(M, G,f), wo M beliebige Menge, G beliebige Gruppe und f die Wirkung

der Gruppe G auf M ist.
Die Menge M heillt geometrischer Raum und seine Elemente werden

Punkte genannt.
Uberdies werden wir immer voraussetzen, da8 die Gruppe G auf M
effektiv wirkt, d.h. die Implikation

(1.6) Nee M f(x,9) =x=g =e,

gilt.

Wenn (1.6) nicht erfiillt ist, kann G durch eine andere Gruppe G,
ersetzt werden, welche dieser Bedingung bereits geniigt. Als G, nehmen
wir die Faktorgruppe G, = G/H, an, wo

H = {g: g<G, \we M f(z,9) = 2)

eine invariante Untergruppe (Normalteiler) von G ist.
Wenn die Gruppe G auf M transitiv wirkt, d.h. wenn sie die Relation

(1.7) ANz, ye M, \/!IGG y = fl(z,9),
erfiillt, so heilt der Raum M homogen.
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Manche Autoren verstehen unter Geometrie die Menge aller In-

varianten hinsichtlich der Transformationsgruppe G. Wir glauben, daf
die Definition 1.2 bequemer ist.

Aus der Definition 1.1 folgt, daB jede Geometrie ein algebraisches
Objekt im Sinne von Zajtz [7] ist und daB jedes abstrakte geometrische
Objekt, in dem die Gruppe G effektiv wirkt, eine Geometrie darstellt

(vgl. [2], [3])-
2. Objekte der angegebenen Geometrie. Es sei
(2.1) (M, &,f)

eine Geometrie im oben definierten Sinne. Wir bezeichnen mit I eine
beliebige Menge und mit ¥ die Wirkung der Gruppe G auf M, d.h. F':
Mx G —M ist eine Funktion, die der Fundamentalgleichung (1.4) und
der Identitidtsbedingung (1.5) geniigt.

Definition 2.1. Das Tripel (IR, G, F') heillt ein abstraktes geometri-
sches Objekt der Geometrie (2.1) mit der Faser It und mit der Transfor-
mationsformel
(2.2) o =Flw,g), weM, geG.

Jedes Element w von IR wird Objekt der Geometrie (2.1) genannt.

Es ist zu bemerken, daB das abstrakte geometrische Objekt (It, G, F)
eine neue Geometrie darstellt, wenn nur G auf I effektiv wirkt.

Um alle abstrakten Objekte zu bestimmen, mufl man alle Lésungen
der Funktionalgleichung

(2.3) F(F(w,.‘h)agz) = F(w, ¢:°91) weM, g1, 9:¢G,
mit der Bedingung
(2.4) ) F(w,e) = w,

finden. Die Bestimmung der abstrakten Objekte ist das erste Problem
jeder Geometrie.

Jetzt fiihren wir zwei wichtige abstrakte Objekte X ein, die in jeder
Geometrie auftreten. Es sei eine Geometrie (2.1) und eine beliebige Menge M
gegeben. Die Funktion

qd 1
(2.5) Foow,9) =0, weM, geG@

erfiilllt offensichtlich die Gleichung (2.3) und die Bedingung (2.4). Das
Tripel (M, G, F,) bestimmt also ein abstraktes Objekt. Dieses wird In-
variant bzw. Skalar genannt. Es hat die Transformationsformel

(2.6) ©=ow,

die zeigt, dal » bei den Transformationen der Gruppe G unverindert
bleibt.

18 — Colloquium Mathematicum XXVI



274 E. J. JASINSKA UND M. KUCHARZEWSKI

Aus der Definition (2.1) folgt noch, daBl die Geometrie (2.1) ein
abstraktes Objekt fiir sich selbst darstellt. Es geniigt das entsprechende
Tripel (M,, G, F,) durch IR, = M und F, = f zu definieren. Jeder Punkt
von M ist also ein Objekt der Geometrie (2.1).

Das letzte Beispiel zeigt, dall man sich auf die Untersuchung geometri-
scher Objekte beschrinken kann, weil man jedes fiir ein Objekt geltende
Ergebnis auf die entsprechende Geometrie bzw. ihre Punkte anwenden
darf.

3. Komitanten und Aquivalenz der abstrakten Objekte. Wir wollen
jetzt zwei wichtige Relationen betrachten, die zwischen den geometri-
schen Objekten derselben Geometrie bestehen koénnen.

Es seien
(3.1) (M,, G, F,)
und
(3.2) (M,, G, F,)

zwei abstrakte Objekte der Geometrie (2.1). Mit o bzw. o werden die
Elemente von M, bzw. I, bezeichnet.

Definition 3.1. Das Objekt (3.2) heilt Komitante von (3.1), wenn
es eine Surjektion h gibt, welche die Menge IR, auf M, abbildet und bei
allen Transformationen feG erhalten bleibt, d.h. die Implikation

(3.3) ¢ = h(w) = o = h(w),

erfiillt.

Werden in (3.3) ¢ und o durch ihre Werte ersetzt, die sich aus den
Transformationsformeln ergeben, so erhalten wir die Funktionalgleichung

(3.4) Fy(h(w), g) = h(F1(w, g))

welche jede Komitante erfiilllen muf.

Auf diese Weise wird die Bestimmung aller Komitanten auf die
Bestimmung aller Losungen der Gleichung (3.4) zuriickgefiihrt. Die
Bestimmung aller Komitanten ist das zweite Problem jeder Geometrie.

Definition 3.2. Bildet die Funktion & die Menge I, auf M, einein-
deutig ab, d.h. ist h eine Bijektion, so sagen wir, dal (3.1) met (3.2) dqui-
valent 1st.

In diesem Falle kann (3.4) auf die Form

(3.5) Fy(o,g) = h(Fi(h7'(0), g)),

gebracht werden.
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Aquivalenz der geometrischen Objekte ist reflexiv, symmetrisch und
transitiv. Alle Objekte konnen also in Aquivalenzklassen eingeteillt wer-
den. Die Bestimmung dieser Klassen heiflt Klassifikation. Das ist das
dritte Problem der Geometrie.

Es seien abstrakte Objekte

(3-6) (%7G’Fi)’ ":=1)27---7p’

der Geometrie (2.1) gegeben. Aus diesen konnen wir ein neues abstraktes
Objekt (M, G, F) bilden, wenn wir M =MW, X ... XM, und F = (F,,
F,, ..., F,) setzen. Das Objekt (N, G, F) heilt Produktobjekt der Objekte
(3.6).

Unter den Komitanten jeder Geometrie sind diejenigen von Pro-
dukten von Punkten besonders wichtig. Die skalaren Komitanten (In-
varianten) spielen hier eine grundlegende Rolle.

4. Aquivalenz zweier Geometrien. Zuerst betrachten wir zwei Geo-
metrien

(4.1) (My, G, f1)
und
(4.2) (M2, G, f,)

mit derselben Gruppe. Aus der Definition 2.1 folgt, daB die Geometrie
(4.2) ein abstraktes Objekt von (4.1) und umgekehrt ist. Darum kann
man naturgemifl folgende Definition einfiihren: ,

Definition 4.1. Die Geometrie (4.2) und (4.1) sind dquivalent, wenn
die entsprechenden abstrakten Objekte dquivalent sind.

Die Aquiva,lenz der Geometrien (4.1) und (4.2) bedeutet also, dafl

es eine Bijektion h gibt, welche die Menge M, auf M, abbildet und die
Gleichung

(4.3) 5,9 = (A7 ®), g),
erfiillt.

Um die Aquivalenz zweier Geometrien, die mit Hilfe verschiedener
Gruppen G, und @, gebildet sind, zu definieren, bemerken wir zuerst
Folgendes: |

-Jeder Monomorphismus ¢: G, -G gestattet aus (2.1) eine neue
Geometrie

(4.4) (M, Gy, f1)

zu gewinnen, wo f, durch f,(z, a) d——gf(m, zp(a)), ae@,,xe M definiert ist.
Wenn insbesondere ¢ ein Isomorphismus ist, so nennen wir die Geome-
trien (2.1) und (4.6) isomorph und wir betrachten sie dann als identisch.



276 E. J. JASINSKA UND M. KUCHARZEWSKI

Nach dieser Bemerkung ist die folgende Definition der Aquivalenz
zweier Geometrien selbstverstindlich:

Definition 4.1. Zwei Geometrien (M,, G,, f;) und (M,, G,, f,) sind
dquivalent, wenn es einen Isomorphismus ¢: G; - G, und eine Bijektion
h: M, - M, gibt, welche die Relation

f2(Y, 92) = h(fl(h_l(y)7 ‘P_l(gz)))7 Ye My, goeGs,
erfiillen.

5. Untergeometrie und Teilgeometrie. Es sei eine Geometrie (2.1)
gegeben. Mit @, bezeichnen wir eine Untergruppe von G und mit f, die
eingeschrankte Funktion flg :

(5.1) filz, 9) = f(®,9), zeM, geG,.

Es ist leicht zu priifen, dal f, die Fundamentalgleichung (1.4) und
die Identititsbedingung (1.5) erfiillt. Das Tripel (M, G, f,) definiert eine
neue Geometrie. Diese wird Untergeometrie von (5.1) genannt, die durch
die Untergruppe G, bestimmt ist.

Um die Teilgeometrie zu definieren, fithren wir zuerst den Begriff
einer zuldssigen Teilmenge ein.

Definition 5.2. Eine Teilmenge M, von M heilt zulissig, wenn
sie die Implikation
(5.2) xe My= f(x,9)e My, xe M,, ge@

fir jedes Element geG erfiillt.
Mit f, bezeichnen wir jetzt die eingeschriankte Funktion

Sy fol@, 9) S fl@,9), we My, geb.

Die Funktion f, erfiilllt im Produkt M, x G die Fundamentalgleichung
(1.4) und Identititsbedingung (1.5). Das Tripel (M,, G, f,) bestimmt also
eine neue Geometrie, wenn f, auf M, effektiv wirkt.

Definition 5.3. Die Geometrie (M,, G, f,) heit Teilgeometrie von
(2.1).

Ganz analog kann man ein abstraktes Teilobjekt fiir ein abstraktes
Objekt der Geometrie (2.1) definieren.

6. Faktorobjekte und Faktorgeometrie. Es sei ein abstraktes Objekt
(6.1) (M, G, F)

der Geometrie (2.1) gegeben. Es sei r eine in It definierte Relation.

Definition 6.1. Die Relation r heillt mit dem Objekt (6.1) vertriglich,
wenn sie die Implikation

(6.2) cloe‘.m, ?esm, q)rr;mF(clo,g)rF(g),y),
erfillt (vgl. [5]).
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SATZ 6.1. Eine Aquivalenzrelation v ist dann und nur dann mit dem
Objekt (6.1) vertraglich, wenn die Funktion F jede Aquivalenzklasse von t
wieder auf eine solche tiberfiihri.

Mit Hilfe dieses Satzes kann jetzt ein neues geometrisches Objekt
gebildet werden. Zu diesem Zwecke bezeichnen wir mit [w] die Aqui-’
valenzklasse der Relation v, die w enthdlt und mit M/r die Menge der
Aquivalenzklassen. Dann definieren wir eine Funktion F,: M/r x @ — M/x
durch

ar
(6.3) . F([w], 9) = [F(w, g)].

Also erfiillt 7', die Fundamentalgleichung (2.3) und die Identitits-
bedingung (2.4). Das Tripel (M/r, G, F,) bestimmt daher ein neues ab-
straktes Objekt der Geometrie (2.1). Es wird Faktorobjekt von (6.1) hin-
sichtlich der Relation r genannt (vgl. [6] und [6], Pseudoobjekt).

Im Abschnitt 2 haben wir gesehen, dal das Tripel (M, @G, f) ein
abstraktes Objekt der Geometrie (M, G, f) ist. Man kann also alle obigen
Ergebnisse auf Punkte des Raumes M anwenden. Insbesondere bestimmt
eine mit der Funktion # = f(x, a) vertragliche Relation v in der Menge M
eine neue Geometrie

(6.4) (M, G, f1),

wo M, = M[r und f([»], 9) = [f(=, 9)].
Definition 6.2. Die Geometrie (6.4) nennen wir Faktorgeomeirie,
die durch (2.1) und die Aquivalenzrelation r bestimmt ist.

Fir jedes abstrakte Objekt (6.1) gibt es wenigstens die folgenden
vetriglichen Aquivalenzrelationen:

(6.5) WIW <> 0 = w,
1 2 1 2

und

(6.6) A @, c;)e‘Jﬁ Wrw.

Wir werden sie triviale Aquivalenzrelationen nennen. Das Objekt (6.1)
heit, primitiv, wenn es keine nichttriviale mit ihm vertrigliche Aquiva-
lenzrelation gibt. Andernfalls wird es imprimitiv genannt (vgl. [4], S. 30).
Ganz analog kann man den Begriff der primitiven und imprimitiven
Geometrie einfiihren.

Als Beispiele von Faktorobjekten konnen Richtung, Richtung mit
einem Sinn, Orientierung u.s.w. dienen, (vgl. 2, S. 68-73). Sie spielen
in jeder Geometrie eine wichtige Rolle.
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7. Komitanten und vertriigliche Aquivalenzrelationen. Das Problem
alle Faktorobjekte fiir ein angegebenes Objekt zu bestimmen ist mit
der Bestimmung aller vertriglichen Aquivalenzrelationen équivalent. Der
nachstehende Satz zeigt, da man das letzte Problem durch die Bestim-
mung aller Komitanten ersetzen kann.

Satz 7.1. Jede Komitante des abstrakten Objektes bestimmi eine mit
thm vertrigliche Aquivalenzrelation und umgekehrt.

Der Beweis ist in [6] enthalten.

Wir erwihnen einen Satz, der den Zusammenhang zwischen den
vertriglichen Aquivalenzrelationen und den Untergruppen von G zeigt.
Zuerst miissen wir aber den Begriff einer stationiren Untergruppe und
eines transitiven Objektes einfiihren.

Das Objekt (6.1) heilt transitiv, wenn die Gruppe G auf I transitiv
wirkt, d.h. wenn es keine von It verschiedene zulissige Teilmenge der
Faser IN gibt.

- Mit % wird eine Teilmenge von I bezeichnet. Die Menge aller Ele-

mente der Gruppe G, die A durch die Transformationsformel F auf sich
abbilden, ist eine Untergruppe von @. Sie heillt stationdre Uniergruppe
fiir die Teilmenge A, G(w, A).

SATZ 7.2. In der Faser M eines transitiven abstrakten Objektes (6.1)
gibt es dann und nur dann eine mit demselben vertrigliche Aquivalenzrelation,
wenn es eine Untergruppe H von G gibt, welche die stationdre Untergruppe
G(w, w,) fir einen Punkt wy,eM enthdlt (vgl. [6]).

Aus dem Satz 7.1 folgt, daB jede vertrigliche Aquivalenzrelation,
also auch jedes Faktorobjekt, durch entsprechende Komitante bestimmt
werden kann. Komitanteist deswegen der wichtigste Begriff jeder Geometrie.

8. Schluflbemerkungen. Die oben dargestellten Betrachtungen be-
treffen offenbar die Geometrie im Sinne von F. Klein, die nur ein Teil
der allgemeinen Geometrie ist. Als Beispiele solcher Geometrien konnen
die von B. A. Rozenfeld und (E.J. Jasinska) untersuchten Riume mit
projektiver Metrik (,,halbnichteuklidische Raume”) dienen. Diese wurden
verhaltismafig tiefgehend jedoch mit anderen Mitteln erforscht. Ihrer
Beschreibung vermoge der hier erérterten Begriffe wollen wir uns an einer
anderen Stelle zuwenden.
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