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Introduction. Soit (R, o/, y) un espace de probabilité. Nous nous
intéressons a une nouvelle classe d’opérateurs linéaires continus sur
L'(R, o/, p), a valeurs dans un espace de Banach E: les N - opérateurs. Cette
classe est intermédiaire entre celle des opérateurs représentables et celle des
opérateurs de Dunford-Pettis. Elle a été définie dans [7], par le premier
auteur de ce travail, motivé par un résultat de Mokobodzki [14]:

Un opérateur T: L1(Q, o, y)— L' (2, o', i) est représentable si et
seulement s’il transforme les suites de L®(£2, of, ) bornées en norme L™ et
convergeant vers 0 pour o(L®, L') en suites latticiellement bornées
convergeant vers 0 u'-presque siirement.

Une telle suite définit exactement un élément de L! (i, ¢c,) ou encore de
CO®L1 ().

Un N-opérateur T sera donc, par définition, un opérateur de
L'(R2, o, p) dans E, transformant les suites (¢,),>, bornées en norme dans
L*(R, o/, p) et convergeant vers 0 pour o(L®, L') en suites (T(9,))u>:
définissant un élément de c,®E.

Nous étudierons ces N -opérateurs, ainsi que les espaces de Banach pour
lesquels la classe des N -opérateurs coincide avec celle des opérateurs
représentables (espaces ayant la propriété (P)) ou avec celle des opérateurs de
Dunford—Pettis. Nous considérerons le cas particulier des N -convoluteurs
lorsque 2 est un groupe compact abélien, et u sa mesure de Haar. Nous
présentons les principaux résultats de [7], sous une forme parfois différente,
ainsi que des résultats nouveaux. En particulier nous définissons et
caractérisons la classe auxiliaire des M -opérateurs: F'— E, dont les N-
opérateurs sont des cas particuliers.

Ce travail est divisé en quatre parties:

I. Notations, rappels, définitions.

II. Caractérisation des M -opérateurs, des N -opérateurs, de la

propriété (P).
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III. N -opérateurs a valeurs dans des espaces particuliers. Espaces ayant
la propriété (P).

IV. N-convoluteurs: (A) Convoluteurs dans un espace de la classe
#(A). (B) Le cas E= L' (G)/L;c. (C) N -convoluteurs et enveloppes incon-
ditionnelles.

Les principaux résultats sont les suivants:

CorOLLAIRE 1 DU THEOREME 1. Soit T: L'(u)— E. Les assertions
suivantes sont équivalentes:

(i) T est un N -opérateur; ,

(i) ‘T est limite en norme =, (E', L' (u)) dopérateurs de rang fini;

(i) 'T se factorise en un opérateur 1-sommant: E' —» L et un opérateur
compact: L— L' (y);

(iv) T se factorise en un opérateur compact: L®(u)— J continu pour
(L™, L) et la norme de J, et un opérateur: J — E semi-intégral a gauche.

THEOREME 3. Si E' a la propriété de Grothendieck (C'est-a-dire
Z(E, L*) =n,(E, L?), tout opérateur de Dunford—Pettis: L' (u) — E est un
N -opérateur. Alors E a la propriété (P) si et seulement s'il a la propriété de
Radon-Nikodym.

TutoreME 4. Si E a la propriété (P), L' (W)®E Pa aussi.

THEOREME §. L‘(T)/H_}, n’a pas la propriété (P). Plus précisément, il
existe un N -convoluteur: L'(T)— L' (T)/H} qui n'est pas représentable.

~ 1. Notations, rappels et définitioms. Soit E un espace de Banach;

notons B, (E) sa boule unité, E' son dual.-Si (2, o/, u) est un espace de
-probabilité, L!'(u, E) est Iespace des classes de fonctions fortement
mesurables a valeurs dans E, de norme u-intégrable. L*(u, E) est I'espace
des classes de fonctions fortement mesurables a valeurs dans E, u-presque
slirement bornées. -

Si K est un espace localement compact, cy(K) est I'espace des fonctions
continues sur K tendant vers 0 & l'infini, M(K) est son dual.

Si K = N nous notons ¢y = co(N) et I' son dual.

Si K est fini de cardinal p, nous notons I? = ¢y (K) et [, son dual

Si G est un groupe compact abélien muni de sa mesure de Haar dg, si 4
est une partie du groupe dual I, C,, L%, L',, M, désignent respectivement
les sous-espaces fermés de C(G), L*(G), L'(G), M(G) engendrés par les
éléments a spectre dans A. La dualité entre L'(G) et L*(G) est définie par

feL'(G), heL®(G)m [f(g)h(—g)dg.
G

Nous notons T le groupe R/2nZ.
Si E et F sont deux espaces de Banach, #(E, F) est l'espace des
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opérateurs linéaires continus de E dans F. Si T est un tel opérateur, nous
notons ‘T son transposé. R

Nous notons EQF le produit tensoriel projectif de E et F, EQF le
produit injectif. Pour leurs définitions et pour la démonstration des résultats
rappelés ci-dessous nous renvoyons au livre de Diestel et Uhl: “Vector
Measures” [8].

Un espace de Banach E a la propriété dapproximation bornée s’il existe
une constante M et une famille filtrante (U,),., d’endomorphismes de E de
rang fini telle que ||U,|| < M et pour tout ecE, ||U,(e)—e|| = O suivant A.

Lorsque E est séparable on peut supposer que cette famille est une suite.

Un espace de Banach E est WCG s’il est engendré par une partie
o(E, E') compacte de E. Un espace séparable est évidemment WCG. Un
espace E qui est WCG conserve certaines propriétés des espaces séparables
[1]: la boule unité de E’ est séquentiellement compacte pour a(E’, E); tout
sous -espace séparable de E est inclus dans un sous-espace séparable et
complémenté de E. Un espace qui posséde cette derniére propriété est dit
CSP.

Si E est WCG et posséde la propriété d’approximation bornée, tout
sous -espace E, séparable et complémenté de E la posséde aussi: en effet, soit
P une projection de E sur E;. Il existe une suite (V,),>, extraite de (U,),4
telle que ||V, (e)—ell[g = 0 si n— + 0o pour tout ec E,. Alors ||PoV,(e)—ellg,

—0 si n— +00, pour tout ecE,, et ||PoV,)| < M|P|. De plus si U,
= PoV,oP, ||U,(e)—P(e)llg— 0 si n— + oo pour tout ecE, ce dont nous
aurons besoin par la suite. ,
Nous rappelons maintenant la définition de quelques idéaux
d’opérateurs d’'un espace de Banach E dans un espace de Banach F.

Opérateurs intégraux. Un opérateur T: E — F est intégral si la forme
bilinéaire définie sur E x F’ par (e, f')» (T(e),f’) se prolonge en forme
linéaire continue sur EQF’. On note I(E, F) l'espace de ces opérateurs, il est
muni de la norme de cette forme linéaire. Si T: E — F est intégral, ‘T:
E' « F' Test aussi.

Si u est une mesure de probabilité, I'injection canonique L®(u)— L' (y)
est intégrale.

Opérateurs nucléaires. Un opérateur T: E — F est nucléaire s’il existe
ucE'®F tel que (T(e),f') = {u, e®f') pour ecE, f'eF. (Alors 'T: F'
— E' est aussi nucleaire.) L'espace N(E, F) des opérateurs nuckéaires de E
dans F est muni de la norme quotient. Tout opérateur nucléaire est intégral.
Si E ou F a la propriété d’approximation bornée, E'®F coincide avec
N(E, F), ou encore avec le sous-espace fermé de I(E, F) engendré par les
opérateurs de rang fini.

Suites nucléairement convergentes vers 0. Une suite (e,) dans un espace
de Banach E converge en norme vers O si et seulement si elle est dans
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co(N, E), qui s’identifie 3 coéE par lapplication
(e-)-;n s Z ln®eu
n21
ou (1,),>, désigne la base canonique de c,.
La suite (e,),>, converge nucléairement vers O si elle définit un opérateur
nucléaire de E' dans ¢, et de I' dans E, ou encore un élément de c,®E,

Cest-a-dire si la norme de ) 1,®e, dans ¢,®E est finie. Nous dirons
as1
abusivement que (eQ.»; est dans c,&E et nous noterons [|(e,),» 1llcg@E au lieu

de |5 1u@edyte:

L'espace co®E est fermé dans I°®E (puisque [® est le bidual de c,),
Iui - méme fermé dans I (I*, E). c,®E est donc le sous - espace fermé de I*®QE
engendré par les suites finies. Une suite (e,),»; est dans c,®E si et seulement
si pour tout ¢ > 0 il existe N tel que

Vel ledzNitleer <e.

La norme de (e)p=Ni{ dans [P ®E ou dans IP®E” est la méme, donc une
suite (e,),>, d’¢léments de E est dans c,®E dés qu’elle est dans co®E".

Opérateurs 1-sommant et semi-intégraux a gauche. Notons =, (E, F)
I'espace des opérateurs 1-sommant de E dans F. Si S est un tel opérateur, sa
norme 1-sommante est la plus petite constante C telle que, pour tout entier
p et toute suite (e,),-§ dans E

SISl <C_sup ¥ Iew .
n=1 lle'llgr <1 n=1
En d’autres termes, pour tout p, S se prolonge en un opérateur de norme C
d®S: I} ®E —» LQF
donc S se prolonge en un opérateur de norme C
4®S: 'QE — 'QF

cest-a-dire S transforme les séries inconditionnellement convergentes de E
en séries normalement convergentes de F.
Par dualité 'S: E’ « F' se ‘prolonge en un opérateur de norme C

d®'S: I*RF « I*QF’,

c0®E’<—co®F’.
Notons SIG (E, F) I'espace des opérateurs semi - intégraux a gauche de E
dans F. Un opérateur T de E dans F est semi-intégral a gauche s’il

transforme les suites de E convergentes en norme vers 0 en suites de F
nucléairement convergentes vers 0. La norme semi -intégrale de T est C si T
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se prolonge en un opérateur de norme C
d®T: co®E — c,®F

ou encore si, pour tout p, T se prolonge en un opérateur de norme C
dQT: I°QE — I°®F.

Si Sen, (E', F) et si 'S envoie F’' dans E, 'S est semi -intégral & gauche de F’
dans E, et ||'Sllsige ey = lISlle,@.;m: €n effet 'S transforme les suites de F’

convergentes en norme vers O en suites de E convergeant nucléairement vers
0 dans E”, donc dans E.

Réciproquement si T est semi-intégral a gauche de F' dans E, ‘T se
prolonge en opérateur

dQ'T: P @ F" « NQE'.

Si en outre ‘T envoie E’' dans F, 'T est 1-sommant de E' dans F.

Rappelons le théoréme de factorisation de Pietsch pour les opérateurs 1 -
sommant: Ten, (E, F) si et seulement s’il existe une mesure de probabilité u
sur B, (E’) telle que T se factorise

ESELErLF

ou E, est I'adhérence de E dans L*(u), E* son adhérence dans L' (u), i et j les

applications canoniques, avec ||T]| SERF) =||Tllz,.r- Enfin un opérateur

intégral est 1-sommant et semi-intégral 4 gauche, et un opérateur 1-
sommant défini sur un espace C(K) est intégral.

Définition 1. Soient E, F des espaces de Banach. Un opérateur
T: F'> E est un M -opérateur si

() ‘T: E' > F,

(i) T transforme les suites bornées de F’ convergeant vers 0 pour
o(F', F) en suites nucléairement convergentes vers 0 dans E.

Un M -opérateur est évidemment semi -intégral a3 gauche de F’ dans E;
il est compact si F est séparable ou WCG.

Une partie des difficultés viendra du fait que méme s’il prend ses valeurs
dans un sous -espace fermé E, — E, ce n’est plus en général un M -opérateur
dans E,.

Définition 2. Un opérateur T: L'(Q, o, u) — E est un N -opérateur
si sa restriction 3 L®(u) est un M -opérateur de L®(u) dans E.

Un N-opérateur est intégral de L®(u) dans E. Réciproquement nous
verrons qu’a tout M -opérateur intégral de L®(u) dans E est associé un N -
opérateur de L!(hu) dans E ou he L'(u) (proposition 2).

Il résulte immédiatement des définitions que tout N -opérateur est un
opérateur de Dunford-Pettis:
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Opérateurs de Dunford-Pettis. Un opérateur T: L'(y)— E est de
Dunford—Pettis s’il transforme les suites bornées de L™ (u) convergeant vers 0
pour o(L®, L') en suites convergeant vers 0 en norme dans E.

Un opérateur T: L!(u) — E est donc de Dunford—Pettis si et seulement
si sa restriction & L®(u) est compacte, ou encore si et seulement si ‘T est
limite d’opérateurs de rang fini pour la norme d’opérateur #(E’, L'). Nous
obtiendrons une caractérisation analogue pour les N - opérateurs (corollaire 1
du théoréme 1). Il est bien connu que T: L'(u)— E est de Dunford—Pettis si
et seulement si T transforme les suites de L'(u) convergeant vers O pour
o(L!, L®) en suites convergeant vers 0 en norme dans E. Nous obtiendrons
une caractérisation analogue pour les N -opérateurs (théoréme 2).

Opérateurs représentables. Un opérateur T: L!(u) — E est représentable
(dans E) s’il existe Fe L®(u, E) tel que

Vo'eLl'() T(p)=[oFdpu.

Pour que T: L'(u)— E soit représentable, il suffit méme qu'il existe
FeL!'(u, E) tel que

Voel®(w) T(p)=[@Fdpu.

Comme L!(u, E) = L' (4)®E, un opérateur T: L' (uj — E est représentable si
et seulement si ‘T: E’'— L®(y) est limite en norme I(E’, L' (1)) d’opérateurs
de rang fini.

Si E, est un sous-espace fermé de E, si T: L'(u)— E, est représentable
dans E, il est aussi représentable dans E,.

L’espace E a, par définition, la propriété de Radon-Nikodym si tout
opérateur de L'(u) dans E est représentable.

Définition 3 [7]. Un espace de Banach E a la propriété (P) si tout
N -opérateur: L'(u) — E est représentable.

Si E a la propriété de Radon—Nikodym, il a évidemment la propriété
(P). Si E a la propriété (P), ses sous-espaces fermés I'ont aussi: en effet, si
E, c E, tout N -opérateur L'(u) — E, est un N -opérateur: L' (u) — E, donc
est représentable dans E, donc est représentable dans E,.

N -convoluteurs. Lorsque (£2, , p) = (G, #, dg) ou G est un groupe
compact abélien muni de la tribu # de ses boréliens et de la mesure de Haar
dg, lorsque E est un espace de Banach sur lequel G opére isométriquement
par translation, un convoluteur de L' (G) dans E est un opérateur continu qui
commute 3 la translation par G. Si c’est en outre un N -opérateur, nous
parlerons de N -convoluteur.

2. Caractérisation des M -opérateurs et des N - opérateurs.
ProrosiTION 1. Soient E, F des espaces de Banach. Tout élément de
F®E définit un M -opérateur de F' dans E.
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Démonstration. Un élément de FRQE définit un opérateur T: F’
— E tel que 'T: E’' — F est nucléaire. Une suite (f,),>, dans B, (F’) telle que
fn = 0 pour o(F', F) définit un opérateur U: F — ¢, par

f”"((f, j:))n?l .

Alors Uo'T = E' - ¢, est nucléaire et définit un élément de c,@E”. Donc
To'U =(T(f;))>1 définit un élément de c,®E.

Appliquant cette proposition 3 F = L'(u) nous avons:

CoROLLAIRE. Tout opérateur représentable T = L'(u)— E est un N-
opérateur.

Pour démontrer le théoréme 1, qui caractérise les M -opérateurs, nous
avons besoin du résultat suivant, qui est connu, mais pour lequel nous
n'avons pas trouvé de référence. Il s’agit d’'une factorisation a la Pietsch:

LEMME 1. Soit S: E — F un opérateur, limite dans n, (E, F) dopérateurs
de rang fini (S,),>1. Alors il existe une mesure de probabilité v sur B, (E') telle
que S se factorise en S =Soi ou i: E — E est Papplication canonique de E
dans le sous-espace fermé E' de L'(v) engendré par i(E), S: E*— F est
compact et ||S|| < ISl e.p-

Démonstration. Pour tout ¢ >0 posons C =|Slle, +& et So=0.
Nous pouvons supposer Z IS —Salle, <C. Posons K = B, (E), munie de la

nz0

topologie o (E’, E); soit ¢ le cone engendré dans C(K) par les fonctions ¢ de
la forme

in N n "
(1) ¢()=Csup } [Keni, €)= Y Y S—=S)(el, NeN, e, €eE.

ns<N =1 n=0i=1
Vérifions que % est disjoint du cone des fonctions négatives de C(K): si ¢, et
¢, ont la forme (1) et sont associées respectivement a (e,)i<i n<n €t
(fa.)i<jpn<n- SOit @3 de la forme (1), associée a la réunion (g, )i<i, +j,n<n OU

9ni = €n,i si i < im Ini = j;l.j si i = in +j' Alors ?y (e’)+(p2 (el) 2 P3 (e') sie'eK
et @ (e’) atteint sur K une valeur strictement positive par définition de C et
de la norme =, (E, F).

Par le théoréeme de Hahn—Banach, il existe une mesure positive v sur K,
qu’on peut supposer de probabilité, telle que {u, ) > 0 pour pe%. Donc

Csup [|<e,, €)dv= } (S-S, (el
neN K n=0
pour toute suite (e,),»o de E d’ou

C ? Z “S—gn”y(sv'p)
n=0

4 — Colloquium Mathematicum 51
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ou 3§, §, désignent les prolongements a E* de S et S,. Donc ||S]| < |IS|l,  teet
IIS-8Jl =0, § est compact.

THEOREME 1. Soit F un espace de Banach WCG ayant la propriété
d approximation bornée. Pour un opérateur T: F' — E les conditions suivantes
sont équivalentes:

(1) T est un M -opérateur;

(ii) il existe une suite (U,),>, dendomorphismes de rang fini de F telle
que |'T-U,0'Tlle,&'.; =0 si n— +0;

(iii) 'T est limite dopérateurs de rang fini pour la norme n,(E', F);

(iv) 'T admet la factorisation de Pietsch

A

EI"

i

v est une mesure de probabilité sur B,(E"), i est Papplication canonique de E’
dans le sous-espace fermé E"™ de L!(v) engendré par E', S est compact;

(v) 'T admet une factorisation'T = SoW ou W: E'— L est 1-sommant,
S: L— F est compact;

(vi) T admet une factorisation T = W'oS’ ou S': F'— J est compact,
continu pour o(F', F) et la norme de J, W': J — E est semi -intégral a gauche.

Démonstration. (i)=>(ii). Le M -opérateur T est compact puisque F
est WCG. Son adjoint ‘T est compact, il envoie E’ dans un sous -espace
séparable de F, donc dans un sous-espace F, séparable et complémenté de
F. Soit P une projection de F sur F,. Comme nous I'avons vu dans les
rappels, il existe une suite (U,),>; d’endomorphismes de rang fini de F telle
que, pour tout feF, ||[U,(f/)—P(fIl—=0 si n—> +o00, et il existe une
constante M > 0 telle que ||P|| < M et ||U,|| < M pour tout n> 1.

Nous raisonnons ensuite par I'absurde. Supposons qu’il existe é > 0 tel
que

o< |IT-U, O‘T"xl(E',F) =|'T-U, O'T”nl(s'.rl) =||To'P- TO‘Un“sm(F'l,E)-

Il existe donc e, =(e,,)o-;" dans la boule unité de l;"'é)F ', tel que

||(Id®To(‘P—‘U,.))(s,,)”,;éE >9.

Posons ¢, = (Id®(P—'U,)(e,) = (¢, )o= i". Alors
(@) lleallie r < 2M,
B M@ T) Dl g5 > 0-

La suite (ey )a>1,1<p<p, €St uniformément bornée dans F’ et converge vers 0
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pour o (F', F). Par (B) son image par T ne définit pas un élément de c,®E,
donc T n’est pas un M -opérateur.

(ii) = (iii) est évident.

(iii) = (iv) découle du lemme 1.

(iv)=(v) est évident.

(vV)=>i) Si'T: E—>F,siT: F>Eetsi'T=SoW,avec Wen,(E', L)
et S compact: L— F, alors T ='Wo'S avec 'S: F'— L compact et continu
pour o(F’, F) et la norme de L, 'W: L— E"” et ‘W est dans SIG (L, E"); soit
J le sous -espace fermé de L engendré par I'image de 'S, soit W’ la restriction
a J de 'W, alors W’: J — E est dans SIG(J, E); notons S’: F' — J 'opérateur
qui coincide avec ‘S, il a les propriétés voulues.

(vi)=> (i) est évident.

Remarques. On peut montrer directement et facilement que (iii) = (i)
sans utiliser la factorisation de Pietsch. L'implication (v) = (iii) est évidente
puisque F a la propriété d’approximation bornée. On peut obtenir (i) = (vi)
directement comme dans [7]. Les principales conséquences de ce théoréme
proviendront de I'équivalence de (i), (ii) et (iv).

Le théoréme 1 s’applique en particulier lorsque F = L! (u), qui est bien
un espace WCG; d’ou le corollaire 1 énoncé au début de ce travail.

CoROLLAIRE 2. a) Soit T: C(K)—- E un opérateur intégral, se
factorisant en T=W’'oS ou §': C(K)—J est compact et W': J— E est
semi -intégral a gauche. Alors il existe une mesure de probabilité p sur K tel
que T se prolonge en un N -opérateur: L' (u) — E.

b) Un espace E a la propriété (P) si et seulehent si tout opérateur T
comme ci-dessus est nucléaire.

Démonstration. a) Comme T est intégral, il existe une mesure u de
probabilité sur K telle que T se prolonge en opérateur: L'(u)— E, notons T
le prolongement de T a L*(u). Alors T="To'PouP: M(K)— L'(u) est la
projection canonique qui, & une mesure sur K, associe par le théoréme de
Radon-Nikodym sa composante absolument continue par rapport a u.
Puisque S’ est compact, “To'P = W o"S'o'P. Comme “S'0'P = L*(u) > J
est compact continu pour ¢ (L®(u), L' (4)) et la norme de J, T est un M-
opérateur, d’aprés l'implication facile (vi)= (i) du théoréme 1.

b) Si E a la propriété (P), le N-opeérateur défini comme dans (a) est
représentable, par un élément de L'(y)®E, donc est nucléaire de C(K)
dans E.

Réciproquement soit T: L'(y)— E un N -opérateur. Sa restriction a
L®(p) (qui est un espace C(K)) est un M -opérateur intégral. D’aprés
limplication (i) = (vi) du théoréme 1, elle se factorise suivant un opérateur
compact et un opérateur semi-intégral & gauche. Par hypothése elle est
nucléaire de L®(u) dans E et envoie E' dans L!(u), donc elle est dans
L' (W®E, T est représentable. Donc E a la propriété (P).
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Voici une autre caractérisation des N -opérateurs.

THEOREME 2. Un opérateur T: L'(u)— E est un N -opérateur si et
seulement si T transforme les suites de L'(p) latticiellement bornées
convergeant vers 0 pour (L', L®) en suites nucléairement convergentes vers 0
dans E.

Démonstration. La condition est évidemment suffisante. Montrons
quelle est nécessaire. Soit (¢,),>; une suite dans L!(y) telle que ¢ = su"pltp,,l

soit dans L'(u). Alors (¢,) définit un élément de L!(u, [®(N)) = I*®L' ().

Si T: L'(u) — E est continu, Id®@T: I®®L! (1) » I*®E Test aussi.
Pour tout ¢ > 0 il existe M > 0 tel que j @du < ¢/(2||T||). Posons

llol > M}
@y = @ lyy <pry- Comme (suplo,—@,ldu< | ¢@dy, nous avons
n {lol >M}
(o) lloallo < M,
(V) @n—0 pour o(L', L),
(Y) ”((pn q)n)n>l”,m ®Ll \ 2”T|I

donc II(T((pn)— T((p;l))n? 1”1‘”®E < 8/2

Si T est un N -opérateur, la suite (T(¢})),», est dans co®E. Alors il
existe N tel que pour tout p=1, ||(T((p,,)"fﬁi'1’”1 g <¢/2 donc
(T (¢n) :_ﬁilllz,,

Cela entraine que (T((p,,)),,;1 est dans c,®E.

Tout N -opérateur L' (u) - E est évidemment un M -opérateur intégral
L*(u) — E. Inversement un M -opérateur intégral: L®(u) — E définit-il un
N -opérateur sur un espace L!(g)?

Nous avons besoin du lemme suivant, qui est connu, et nous resservira
dans la troisiéme partie.

LEMME 2. Soit T: L®(u) — E un opérateur intégral tel que 'T: E’
— L'(u). Alors il existe h >0 dans L'(u) et un opérateur T: L'(hu)— E
tel que

1T = 1T, geog
Voel®(y) T(@)=T(lyso,¢) = T(9).
Démonstration. L*(y) s'identifie par la transformation de Gelfand a

-un espace C(K), L'(u) s’identific & un sous-espace L!'(%) de M(K), T
s’identifie 3 un opérateur: C(K)— E que nous notons encore 7. Si T est
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intégral il existe une mesure de probabilit¢é ¢ sur K telle que le diagramme
(I), et par dualité le diagramme (II), soient commutatifs:

t
Do) —TL—se D )T g

N,

L2(e)—L'(0) L'(0)<«——L("(0)

ou les applications non précisées sont les applications canoniques.

Par le théoréme de Radon-Nikodym, ¢ = hfi+ 0, ot he L'(fi), F > 0 et
o, M(K) est singuliére par rapport a f. Alors L!(o) = L'(h)@L!(o,).
L'image de 'T dans M (K) est i la fois dans L' (o) et L' (fi), donc dans L' (hfJ),
et méme dans L®(hfi). Alors

"T”.y(z.l(iﬁ),z) = ”T”.Z(Ll(a),E) = ”T”I(C(K).E)'

Il existe h = Oe L' (u) telle que L' (hy) s'identifie a L' (hf), d’ou le lemme 2.

" ProposITION 2. Soit T: L*(u) > E un M -opérateur intégral. Alors il
existe h > 0 dans L' (u) telle que T se prolonge en un N -opérateur T: L' (hy)
i E avec ”T” = ”T”I(L‘D(u),b‘)'

Démonstration. Puisque T est intégral, appliquons le lemme 2 et
vérifions que T est encore un M -opérateur de L®(hy) dans E. D’une part
‘T: E'— L'(hy), d’autre part, soit (¢,),», une suite dans B, (L®(hy))
convergeant vers 0 pour o (L®(hu), L' (hy)). Alors (1y.0,@nn>; €st dans

B, (L*(u)) et pour toute yeL'(y), [ @,ydu= | <p,,£hdu—»0 si n—
th #0} th#0)

+ 00 car %IMO,GLl (hp). Donc

(T(Sou))uzl =(T(1ps0)@)n>1 st dans co®E.

CoRrROLLAIRE. Un espace E a la propriété (P) si et seulement si tout M -
opérateur intégral L™ (u) - E est nucléaire.

La condition est évidemment suffisante, elle est nécessaire d’aprés la
proposition 2.

3. N-opérateurs a valeurs dans des espaces particuliers. Espaces ayant la
propriété (P). Nous allons étudier des conditions sur E qui permettent
d’identifier la classe des N -opérateurs a la classe des opérateurs de Dunford-
Pettis ou a la classe des opérateurs représentables.

Rappelons que E a la propriété de Grothendieck si & (E', L*(u)) coincide
avec 7, (E', L*(u)).
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Le théoréme 1 entraine le résultat suivant:

THEOREME 3. Soit E un espace de Banach tel que E' a la propriété de
Grothendieck. Alors

a) un opérateur T: L'(u) —» E est un N -opérateur si et seulement si Cest
un opérateur de Dunford—Pettis.

b) E a la propriété (P) si et seulement s’il a la propriété de Radon-
Nikodym.

Démonstration. a) Nous avons déja remarqué que tout N-
opérateur est de Dunford—Pettis. Soit maintenant T: L'(y)— E, de
Dunford—Pettis. Alors T: L?(u)— E est compact, ‘T: E' — I?(u) est compact.
Donc ‘T est limite d’opérateurs de rang fini dans Z(E’, L*(y)) ou encore
dans =, (E', L*(u)), a fortiori dans =, (E’, L' (u)). D’aprés le théoréme 1, T est
un N -opérateur.

b) D’aprés [2] un espace E a la propriété de Radon—Nikodym dés que
les opérateurs de Dunford-Pettis sont représentables.

CoroOLLAIRE 1. La classe des N -opérateurs L'(u) — E coincide avec
celle des opérateurs de Dunford-Pettis si

a) E = cy(K) ou K est localement compact (en particulier c, et C(G) ou G
est un groupe compact abélien),

b) plus généralement si E est un espace de type ¥*;

¢) E = A(D) = C,+(T) lalgébre du disque;

d) E = C,(G) ou G est un groupe compact abélien et A une partie de son
dual telle que L' (G) soit réflexif.

En effet, E’ a la propriété de Grothendieck dans les cas (a) et (b) d’aprés
[12], dans le cas (c) d’apres [3], dans le cas (d) d’apres [15].

CoRroOLLAIRE 2. a) Un espace de Banach E qui contient un sous - espace
fermé isomorphe a c, n'a pas la propriété (P).

b) Il existe un espace de type ¥ qui ne contient pas c, et qui n'a pas la
propriété (P).

En effet, si E a la propriété (P) ses sous-espaces fermés l'ont aussi.
L’espace c, n’a pas la propriété de Radon—Nikodym, donc n’a pas (P).
L’espace de type #® construit dans [S] n’a pas la propriété de Radon-
Nikodym.

Le théoréme 1 permet de retrouver le résultat de Mokobodzki:

PROPOSITION 3. a) Si v est une mesure de probabilité, L! (v) a la propriété
(P) ([14D). )

b) Tout M -opérateur L®(u) — L' (v) est dans L' (W)@L* (v).

Démonstration. Si E = L'(v), E' = L*(v), donc pour tout espace F
les espaces I(L™(v), F) et m, (L*(v), F) coincident. D’aprés le théoréme 1, si
T: L®(u) —» L'(v) est un M -opérateur, 'T: L®(v)— L'(y) est limite en
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norme 7,, donc en norme intégrale, d’'opérateurs de rang fini. Donc T est
dans L' (W)@L!(v).
A Tlaide des résultats de [9] il est facile d’obtenir toute une classe
d’espaces ayant la propriété (P): _
Rappelons qu'un espace de Banach E est semi-plongeable dans un
espace de Banach F s’il existe une injection continue i: E— F telle que
I'image par i de la boule unité de E soit fermée dans F.

ProprosITION 4. Soit E un espace de Banach séparable semi- plongeable
dans un espace F ayant la propriété (P). Alors E a la propriété (P).

Démonstration. Un N-opérateur L'(u)— E est aussi un N-
opérateur L'(u)— F, il est donc représentable dans F. Il est aussi
représentable dans E d’aprés [9].

En outre si E a la propriéte CSP et si tous ses sous -espaces séparables
ont la propriété (P), E a la propriété (P): en effet, tout N -opérateur L!(u)
a une image séparable. C'est aussi un N -opérateur: L'(u) —» E, ou E, est
séparable, complémenté dans E et contient I'image de L!(u).

Soit & la plus petite classe des espaces de Banach séparables contenant
L' et stable par semi-plongements. Tout espace ayant CSP, dont les sous-
espaces séparables sont dans &, a la propriété (P), d’aprés ce qui précéde.
Par exemple [9]:

a) les espaces de Banach réticulés ne contenant pas de copie de c,,

b) les espaces de Banach a structure locale inconditionnelle ne
contenant pas de [ uniformément.

Voici une autre conséquence du théoréme 1 et de la proposition .3 (a):

THEOREME 4. Soit E un espace de Banach ayant la propriété (P). Alors
Pespace L' (vV)®E, ou v est une mesure de probabilité, a la propriété (P).

Nous démontrons ce résultat en plusieurs étapes.

Si E, F, H sont des espaces de Banach, tout opérateur T: F'— H ®E
définit canoniquement une forme linéaire sur FFQH'®E’, et donc un
opérateur P: FF®H' — E. Nous posons H = L!(v).

LemME 3. Soit T: F'— L' (vV®E; supposons ‘T: L*(VWQE' - F, et 'T
1 -sommant. Soit P associé canoniquement a T comme ci-dessus. Alors 'P: E’

= 1(L>(), F), P: L°)®F —~E et P, e v onm S ”'ﬂln(ww)és'.n'

Démonstration. Si e€E, @eL®(v), ‘P()(¢)="T(®¢p). Si
'T: L®(VVQE' — F est 1-sommant, alors ‘P(e): L®(v)— F est 1-sommant
donc intégral, donc ‘P: E'— I(L®(v), F); par dualit¢ P: L®(v®F — E.

Vérifions la derniére assertion pour tout ¢ > 0, soit (e,)s=} telle que

lI(ena=1ll,ige- =1 et |I'Pllx, < Z I*P (el oy, +6- Comme I(L®(v), F) est

normé par les fonctions etagees de L® (v)®F ', 1l existe (fi<n.1 <n<p€Bi (F)
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et des ensembles v-mesurables (4;);<y deux a deux disjoints tels que
14 . , p N
L PElipapn—s < 3 CPE). T 1a@fin

p N
=Y ¥ CT(1,®6), find

n=1i=1

p N
< Y X IT(1,®e)lF

n=1i=1

t 2
<I T”n 1(L®() ®E",F)

p N
car ” Z Z 14i®e:'”l;xN§Lw(v)é£' =1.

n=1i=1

ProrosiTiION 5. Soit F un espace de Banach WCG ayant la propriété
dapproximation bornée. Soit T: F'— L'(W®E un M -opérateur. Soit
P: L*(u)@F' — E associé canoniquement a T (comme dans le lemme 3). Alors
“P: £(L'(p), F)> E est un M-opérateur. X

Démonstration. Par hypothése 'T: L°(vVQE — F et daprés le
théoréme 1, 'T est limite en norme 1-sommante d’opérateurs de rang fini
(U,0'T)p>y =(T)n>1- Aux opérateurs (T,),>, associons canoniquement
(Py)px1. D’aprés le lemme 3, ||'P—'P,|| —» 0 en norme d’opérateur 1-sommant
de E' dans I(L*®(v), F). Mais pour tout ¢'e E’, 'P,(¢’) est de rang fini donc
‘P,: E'— L'(v)®F et ||P—'P,|| - 0 en norme =, (E’, L' (v)&®F). A chaque T,,
donc a chaque P,, est associé un élément de FR®L!(v)@®E. Donc ‘P, est
limite en norme N(E', L' (vW®F) d’opérateurs de rang fini, ‘P est limite en
norme =, (E', L' (v®F) d’opérateurs de rang fini. En particulier ‘P est
compact, donc "P: Z(L'(v), F)—> E, ce qui achéve la preuve, d’aprés le
théoréme 1.

Démonstration du théoréme 4. Soit T: L'(y)—» L'(vV®E un
N -opérateur. Alors T: L®(u)— L'(V®E est un M -opérateur. Soit
P: L®(@W)®L®(v) - E associé a T comme ci - dessus, alors "P: L*®(u®v) — E
est un M -opérateur d’aprés la proposition 5 appliquée a F = L!(u)
et Vlidentification L!'(u®v)=L'(w®L'(v). Comme T opére sur
L' (1) ®(L™(v)®E) il définit une forme linéaire sur L® (1) ®L™(v)®E’, donc P
est intégral, “P est 1-sommant partant de L*(u®v), donc intégral. D’aprés
la proposition 2, il existe h > 0 dans L' (u®v) tel que "P se prolonge en N -
opérateur L' (h(u®v))— E. Si E a la propriété (P), "P est représentable par
un élément de L!'(h(u®v))®E, et méme de L=®(h(u®v), E), donc de
'L*(u®v, E). Donc la forme linéaire définie par P (ou T) sur
L*(WRL®(®E' est dans L'(x)®L!(v)®E, ce qui montre que T est
représentable et achéve la démonstration.
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Remarque. Les espaces L'(v), ou L'(vW®E si E a la propriété de
Radon-Nikodym, ont méme une propriété plus forte que (P): Soit un
opérateur T: L'(u) — L' (v®E tel que, pour toute suite (A4,),>,; d’ensembles
- mesurables telle que u(A4,) — 0, (T'(1 A..))">1 converge nucléairement vers 0.

Alors T est représentable.

Ce résultat est démontré dans [7] en considérant le point de vue des
mesures vectorielles, plutét que le point de vue des opérateurs.

Pour L'(v), ce résultat se trouve déja dans [6], pour des espaces plus
généraux que L'(y) et L'(v). (Il a été retrouvé indépendamment dans [7])

4. N-convoluteurs. Dans cette partie, G désigne un groupe abélien
compact que nous supposons métrisable pour simplifier, et A =(4,),>,; une
partie de son dual I Une partie des résultats concerne le cas ou E
= L! (G)/L‘Ac (paragraphe B), mais les problémes ouverts concernent aussi

d’autres espaces, en particulier E = C,(G). C’est pourquoi nous préférons
étudier au paragraphe A lespace des convoluteurs: L' (G) — E dans un cadre
plus général.

A. Convoluteurs dans un espace de la classe #(A). Appelons &(A) la
classe des espaces de Banach E tels que

a) il existe deux injections: i: A —E et i’ A— E’ telles que les suites
(i(A)nz1 €t (i'(A4n))n>1 sont biorthogonales;

b) si eeE et e, i'(4,)> =0 pour n> 1, alors ¢ = 0;

¢) le groupe G agit isométriquement par translation sur E (notons e »e,
cette action) et pour tout geG

(i (1)) = £n(9) i (4y).

Alors G agit isométriquement sur E’ par dualité. Si T: L'(G) — E est
un convoluteur, T(y)=0 lorsque y¢A, et T(i,)=T(pi(t) ou T(y)
= (T(A,), i'"(4,)>. En effet

AT D), i Ay = LT, (( )y = 2al@) <TG, i (2D

= (T(,), ' (4))> = 7(9) <T(), i' (2))

donc (T(y), i'(A)) =0 si y # A,, et T(4,)—T(4,)i(4,) =0, par (b).

Appelons #(A) la classe des espaces E appartenant a &(A) pour lesquels
(i(A4)n>1 engendre un espace dense pour la norme dans E.

Si E est dans #(A), E' est dans &(A).

Ces classes d’espaces ont déja été considérées dans [13]. Par exemple si
E = C,(G), i est I'application identité, si E = L! (G)/L‘Ac, i est la restriction de
lapplication quotient.

LeEMME 4. Soit E un espace de la classe #(A). Alors

(1) le groupe G opére continiiment sur E;
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(ii) tout ec E définit un convoluteur compact: L' (G)— E;

(iii) tout €' e E' définit un convoluteur: L' (G)— E,, ou E; est le sous-
espace fermé de E' engendré par (i'(A))a>1;

(iv) Tespace E, est normant pour E. Soit E son dual. E s'identifie au sous -
espace fermé de E engendré par (i(A))s -

Par exemple, si E = C,(G), E = L5(G); si E = L' (G)/L'., E = M(G)/M ;
si E=C(G)/C,, E=L/L%.

Démonstration. (i) Par (c) le groupe G opére continiment sur i(4,)
pour tout n donc sur un sous-espace dense de E. Comme G opére
isométriquement sur E, il opére continiment sur E.

(i1) Soit ee E. D’aprés (i) 'orbite de e par G est compacte dans E. Son
enveloppe disquée est relativement compacte dans E, donc e définit un
convoluteur compact ['(G)— E: } a;5, ») a;e, et par dualité
C(G) « E': € »(<e,, €)). Par dualité¢ 4 nouveau e définit un convoluteur
compact: M(G)— E, de norme |le||g, continu pour ¢(M(G), C(G)) et la
norme de E, en particulier c’est un convoluteur: L!(G)— E.

L’image de ¢e L'(G) est notée e» ¢, elle est définie par

lex @, i'(A)) = @, 4,) <e, I'(4n))
car L'(G) est engendré par les caractéres yerl.
(iii) Si €€ E' et e L'(G) définissons € *pe E' par dualité:
VeecE <(exp,ed=1<{e,p»e).
Alors |le’ x ¢l < [l€'ll llll.

Si e'cE, cette définition coincide avec celle qu’on obtiendrait en
considérant E; comme un espace de % (A).

Si €eE, il définit un convoluteur L'(G)— E, puisque L'(G) est
engendré par les caractéres yel.

(iv) Rappelons qu’une approximation de Pidentité dans L' (G) est une suite
(¢)a=1 dans L'(G) telle que, pour tout n > 1:

() @, =0;

(i) ll@all = 1; :
(iii) <@, > = 0 sauf pour un nombre fini de yerT;

(iv) Ve L (G) ||l@,*@—¢|| = 0 si n— + oo.

En particulier, si yel, <{@,, y>)—1 si n— + 00, donc ¢,— d, pour
a(M(G), C(G)).

D’aprés (ii), si ecE, |les¢p,—e|| -0 si n— +o0o. Alors soit €' €B, (E’)
tel que

llell = <e, &> = lim (exq,, &) =1lim e, ¢,se) <l
n—+ o n

car |lg,*elle, < 1.

Donc E;, est normant pour E, ou, ce qui est équivalent, E s’identifie
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isométriquement au sous-espace fermé de E (ke dual de Ej,) engendré par
Az 1-

PropPosITION 6. Soit E un espace dans & (A). E,, E sont définis comme
dans le lemme 4. Alors ,

(i) Lespace des convoluteurs: L'(G)— E ou L'(G)— E est le méme et
s'identifie a E.

(ii) L’espace des convoluteurs compacts: L'(G)— E ou L'(G)—E
S’identifie a E.

(iii) E Sidentifie au sous-espace fermé de E sur lequel G opére
continiiment.

(iv) L’espace des convoluteurs représentables: L'(G)— E ou L'(G)— E
S’identifie a E. '

(v) Une suite dans E converge nucléairement vers 0 dans E si et
seulement si elle converge nucléairement vers 0 dans E.

(vi) Un élément F e E définit un N - convoluteur: L' (G) — E ou L'(G) - E
si et seulement s'il existe (¢,),>, une approximation de lidentité dans L'(G)
telle que

|IF = @,— F|| 0 sin—+o0.

.7l nd
x1(Eg,L"(G))

Démonstration. (i) Soit T un convoluteur: L!(G)— E. D’apres le
lemme 4 (iv), C’est en fait un convoluteur: L'(G) - E. Si (¢,),>; €st une
approximation de lidentité dans L!'(G),

IT(elle <IITIl,  <T(@w, ' (A>— T(A) si n— +oo, AeA.

Donc (T(¢,))s>, converge pour o(E, Ej) vers un élément de E qui s’identifie
a T. Réciproquement, par le lemme 4 (iii) appliqué a E, dual de Ej, tout
élément de E définit un convoluteur: L!(G)— E.

(i) Si T est un convoluteur compact: L'(G) - E, (T(¢,)),>, converge en
norme vers T pour o(E, Ep) par (i), donc T est dans E. Réciproquement, par
le lemme 4 (ii), tout élément de E définit un convoluteur compact: L'(G)
— E.

(iii) Par le lemme 4 (i), G opére continiment sur E. Réciproquement si*
eeE, si G opére continiiment sur P'espace engendré par les translatés de e,
Porbite de e par G est compacte; comme dans la démonstration du lemme 4
(ii), e définit un convoluteur compact: L!(G)— E. Par (ii), il est dans E.

(iv) Si ee E définit un convoluteur représentable: L! (G) — E, lapplication
G- E, g »e,, doit étre fortement mesurable (au sens de Lusin), 2 valeurs
dans E. Elle est donc continue a valeurs dans E, et I'orbite de e par G est
compacte. Par (iii), e est dans E. Réciproquement si e€ E, I'application g m e,
est continue par le lemme 4 (i), donc e définit un convoluteur
représentable: L'(G)— E.

(v) Soit (e,),>, une suite dans E qui converge nucléairement vers 0 dans
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E; montrons qu’elle converge aussi nucléairement vers 0 dans E. Il suffit de
voir que f = (e,)i=% a méme norme dans I[*®E et I>®E pour tout entier p.
Soit (¢;);>1 une approximation de l’identit(z dans L‘z(G). Alors |le, * @;—e,l|¢
—0sij— +o (1 <n<p) Les normes [7QE et [ @E étant équivalentes, si
T;: E — E désigne la convolution par @i, If=1d® T (f)llioge — 0 si j —» + c.
Donc g

1/ ll2 or = Im M@ T (NMyrer < 1112 or < 112 g5-
J

(vi) Si FeE, F définit un convoluteur: L'(G)— E par (ii). Il est
équivalent de dire que F est un N -convoluteur dans E ou E, par (v). D’aprés
le corollaire 1 du théoréme 1, c’est le cas si et seulement si

||IF * @,— F|| 0 pour n— +x

nl(E;).Lln_’
lorsque (@,),>; est une approximation de lidentité dans L'(G).

B. Le cas E=L'(G)/L',. Les espaces quotients E = L' (GyL' sont
des espaces de la classe #(A).

ProrosiTiON 7. Soient G un groupe compact ahélien métrisable, A une
partie de son dual.

a) Tout convoluteur L'(G)— L'(G)/L' est défini par un élément de
M(G)/M .

b) Cest un N - convoluteur si et seulement si c’est un convoluteur compact
L4(G) — Ly(G).

Démonstration. a) résulte de la proposition 6 (i) puisque ici Ej
= CA (G).

b) Soit Fe M(G)/M . D’aprés la proposition 6 (vi), F définit un N -
convoluteur L' (G) — L' (G)/L!, si et seulement si ||F * ¢, — Fll., c 46).L4n = 0
si n— +oc. Daprés [11], pour les convoluteurs, la norme =,(C,, L)
coincide avec la norme d’opérateur £ (L',, L'). D’ou la proposition.

Voici un exemple d’espace E = L'(G)/L' pour lequel tout N-

convoluteur est représentable. Mais nous ignorons s’il a la propriété (P):

ProrosiTioN 8. Soient G un groupe abélien compact métrisable, A une
partie de son dual telle que L% = C (G). Alors tout N - convoluteur: L' (G)

— LY(G)/L' est représentable.

Démonstration. Soit ueM(G), dont [Iimage canonique dans
M(G)/M , définit un N-convoluteur L'(G)— L'(G)/L',. Daprés Ia
proposition 7, u définit un convoluteur compact T: L!,(G)— L' (G). Alors,
comme les caractéres engendrent C(G)/C ., 'T: C(G)/C ,— C(G)/C . est
compact, donc ‘T = L*(G)/L*%, — C(G)/C .

Supposons L*(G) = C .(G). Comme pu est un convoluteur C _(G)
- C (G) ¢ définit alors un convoluteur L*®(G)— C(G). Veérifions que
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ne L'(G): si FeL*(G), u*FeC(G); |lu*F*@p—pu* Fllgy = 0 si (@n)ax, est
une approximation de [identité dans L'(G); en particulier {ux¢q,, F>
converge; (4 * @,),> est une suite de Cauchy pour o(L!, L*) donc ue L' (G).

Limage canonique de u dans M(G)/M . est donc dans L'(G)/L'..

D’aprés la proposition 6 (iv), elle définit un convoluteur représentable: L! (G)
- L' (G)/L,.
Notons que la condition L%, = C . entraine la condition M = L'_.
Remarque. Le fait que tout convoluteur L'(G)— L'(G)/L',
soit représentable n’entraine pas en général que L' (G)/L‘Ac a la propriété (P).
Voici un exemple: soit A4 un ensemble de Sidon. La transformation de

Fourier induit les isomorphismes suivants: (par définition) C ,(G) —I'(A);
LY(G)/L, <co(A); M(G)/M 1> (A); LL(G)—I*(A) et transforme les

convoluteurs en multiplicateurs. L'espace des multiplicateurs compacts de
I (A) étant cy(A), la proposition 7 entraine que tout N -convoluteur L'(G)
— L'(G)/L'; est défini par un élément de L'(G)/L!,, donc est représentable.

Cependant L'(G)/L'. n'a pas la propriété (P) d'aprés le corollaire 1 du
théoréme 3.
Lorsque G=T=R/2nZ et A=Z", lespace L'(T)/L!, est noté
L‘(T)/H_(‘,. La proposition 7 et une construction due & Bourgain entrainent:
THEOREME 5. Lespace L'(TYHY na pas la propriété (P). Plus
précisément, il existe un N -convoluteur non représentable L' (T)— L'(T)/H}.
Démonstration. Lorsque E = L'(T)/H}, E = L' (T)/H,®M,(T), ou
M, (T) est 'espace des mesures singuliéres par rapport a la mesure de Haar

dt. D’aprés la proposition 7, il suffit de trouver u non nulle dans M,(T),
définissant un convoluteur compact de H!(T) = L‘z+(T). Cette mesure sera

un. produit de Riesz. L’idée de la construction suivante est due a J. Bour-
gain [4]:

" 1 .
Soient r un entier positif >3 et pu, = [] <1+—_cos r’t)dt. Alors pu

7

j=1
= lim u, pour o(M(T), C(T)) est une mesure positive de norme 1, singuliére
d’apreés [17] puisque Z(l/\ﬁ)2 = + 00. Nous allons montrer que

C
V fe H (T) ||(#—#n)*f||,,1(r, < ﬁ”f“HI(T)'

L'outil essentiel est un résultat de Stein [16] que nous énoncons sous la
forme suivante: Soit T une fonction trapéze continue sur R, nulle en dehors
de [a,rb] (O <a<b<ra), égale a 1 sur [b, ra], linéaire sur [a, b] et
[ra, rb]. Pour ke Z, posons T,(k) = T(r""k), d'ou Vk>1 ) T, (k)=1. Si

nz0
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feH((T), soit fi=fT, on Tt)=Y #™T (k). Alors il existe des
keZ
constantes C,, C, > 0 telles que:

Cillflla,m < I(Z |f1?)!2dt < Cll Mgt -

T j21

Notons que [( Y [f)?)"/*dt est la norme de l'application t »(f;(t));>, dans
T j21
L' (T, 1?). Supposons a, b, r choisis de fagon que

() Toxp=T,eu;
(i) T, pp—y = 0;
(iii) T,*»e&*™pu,_, =0.
1 m’!+e—in’t
Comme y; = y;_ ‘+\/," 1(—2—)

0 si j<n par (i),
p,cT si j >n par (i) et (ii),

]

(u—p)*+ T =
@)+ T, par (i

Alors si feHY(T),
=) * fllgs = IIZ (u— ) = f T 1

J/

1 "
<S¢, (2 17 (u—) o T2 2

1 J izt

T

l 1/2
<t ( ST ule) dt

Cl >n+l

( Z If‘eirjt#*'f}IZ)I/Zdt

<
2C, \/ﬁ { iZn+1

grace a (iii)

”((f * j) e iy Wj> 1”1,1(1,12)

zc1 f
2, ﬁ

"(f . T:i)j? l"Ll(rJz)
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Pour préciser les conditions (i), (ii), (iii), notons que

ru+1

n+1
Support T, < [r"a, r"*'b],  Support p, < [‘r-l ’ :-1]'

Ces conditions sont donc vérifiées si 0 <a < b <ra et

n+ 1
Pp <t gon b <o
r—1 r—1
r 1
<ra doit — <aq,
r—1 r—1
" 1
rrip gl dou rb<2———.
r—1 r—1

Donc Ll Sra<rb< 2—r—1—1, r doit étre > 3. Par exemple r =4, a = 1/3,
r_ —

b = 5/12 conviennent.

C. N-convoluteurs et enveloppes inconditionnelles. Considérons le
cas ou E = C,(G) et le probléme suivant.

Tout convoluteur L!'(G) - C,(G) est-il un N -convoluteur?

ProPOSITION 9. Tout convoluteur L' (G) — C ,(G) est un N -convoluteur si

a) C4(G) = C(G) et plus généralement si L' (G) est réflexif;

b) C,(G) = A(D) lalgébre du disque;

c) C4(6) = LZ(G).

Démonstration. Tout convoluteur L' (G) - C,(G) est défini par un
élément de L%(G) (donc de I*(G)) d’aprés la proposition 6 (i). C’est donc un
opérateur compact: I (G)— C,(G) et un opérateur de Dunford-Pettis. Les
cas (a) et (b) de la proposition résultent alors du corollaire 1 du théoréme 3.
Dans le cas (c), tout convoluteur L!(G) - C,(G) est représentable, donc est
un N -convoluteur d’aprés la proposition 1.

Plus généralement se pose le probléme suivant:

Soit E un espace de la classe #(A). Tout convoluteur L'(G) — E est -il
un N -opérateur?

Nous allons établir le lien entre ce probléme et une propriété d’un
espace canoniquement associé a E.

Définition 4. Soit E un espace de la classe #(A). Son enveloppe
inconditionnelle est le sous -espace diagonal de c,®E, c’est - -dire le sous-
espace fermé de c,®E engendré par les atomes 1,®i(4,), n= 1, ou encore
par les suites finies (a,i(4,)p>1, 2, €C.

Les atomes 1,®i(4,), n = 1, forment clairement une base incondition-
nelle de 'enveloppe de E.
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ProrposiTioN 10. Soit E un espace de la classe #(A).
a) Un N -convoluteur L'(G)— E est défini par un élément FeE tel que

Y 1,Q<F, i'(4)>i(A)eco®E.
1

n=

b) Lapplication canonique i(4,) »1,®i(4,), n = 1, se prolonge linéaire-
ment en une injection continue de E dans son enveloppe.

c) Si tout convoluteur L'(G)— E est un N -convoluteur, Tenveloppe
inconditionnelle de E est un dual.

Démonstration. a) D’aprés la proposition 6 (i) tout convoluteur:
L'(G)— E est défini par un élément FeE. Si c’est un N -convoluteur, il
transforme la suite (4,),>, qui tend vers 0 pour ¢(L®(G), L' (G)) en la suite
(CF, i'(A)>i(A,)as1 qui appartient & co®E.

b) Tout élément de E définit un convoluteur représentable: L!(G) — E
d’aprés la proposition 6 (iv), donc un N -convoluteur d’aprés la proposition
1, (b) découle alors de (a).

c) découle de (a) et du résultat suivant de [13]: Si E s’injecte
canoniquement dans 'enveloppe inconditionnelle de E, cette enveloppe est un’
dual, a condition d’identifier la définition de I'enveloppe donnée ci-dessus a
celle de [13], ce que nous ferons ci-apreés.

Les exemples d’enveloppes d’espaces C ,(G) cités dans [13] sont bien des
espaces duals, mais nous ignorons s’il en est toujours ainsi.

La notion d’enveloppe inconditionnelle tire son intérét du fait que tout
convoluteur de E dans un espace de la classe #(A) admettant (i(4,)),>, pour
base inconditionnelle se factorise par linjection canonique de E dans son
enveloppe [13].

L'enveloppe de E était définie dans [13] comme l'image de c,®E dans
I'espace .# des suites de nombres complexes, par I'application

P: h= Z &§®e, """( Z & (n) <ey, i(in»)nzn = (%> 1

k=1 k=1

munie de la norme
“(an)nz l” = lnf{“h“coéEIP(h) = (an)n? 1 }

En d’autres termes, P: ) 1,®e,»(<e,, i'(4)>),>1, Ou encore

n=1
P: 1,@i(A)»~»0 si m#n,
1,®i(4) »1,.
Pour vérifier que I'application
m=1,~1,8i(4,)

identifie P(co,®E) a lespace diagonal de c,®E, considérons I'application:
1,» 4,: elle identifie ¢, & un espace F, de la classe #(A) et elle identifie
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I'espace des suites complexes & a un espace que nous notons &(A4). Nous
appliquons alors le lemme suivant:

LEMME 5. Soient E, F des espaces de la classe #(A). Le sous-espace
diagonal de EQF engendré par les atomes i(A)®j(A,) est complémenté dans
EQ®F, la projection étant définie par

. . 0 si l,, # 'lm’
l()")®'](l")m{l().,.)®1(ln) Si Ay = Ap.

Démonstration. Elle suit celle de [10], qui correspond au cas E
= LP(G), F = L*(G). Les injections canoniques:

AxA—E®F, (A, 2)mi(A®jX),
A= E®F, imi()®jA),

se prolongent linéairement en applications: i®j: #(A4) x #(A) —» EQF et
M: 2(A)- E®F, ou P(A) est I'espace des combinaisons linéaires finies
d’¢léments de A.

Soit P: EQF — &% (A) définie linéairement par

0 si A, # Ap,

() ) ) o = {a. Si 4y = .

Si f, he 2(A),
f*h(x+y) = gf(x+g)h(y—g)dh = ‘!f-,(x) h,(y)dg.

Donc

MoPo(i®)(f, h) =(®j)(f *h) = [i(f-)®j(h)dg.
G

La norme dans EQF de cet élément est majorée par [li(f)®j(Wllger, puisque
G opére isométriquement et continiment sur EQ F d’aprés le lemme 4. Alors
Mo P se prolonge en une prOJectlon continue de EQF sur son espace
diagonal. Donc l'image par P de EQF s’identifie canoniquement a cet espace
diagonal.
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