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1. Considérons 1’équation fonctionnelle

(1) ¢lf(®)] = glp(@)]

ou la fonction ¢ (x) est inconnue, les fonctions f(x) et g(x) sont analytiques
autour de D'origine et s’y annulent. Toutes ces fonctions sont complexes
d’une variable complexe. Admettons en outre que f(2) a a ’origine un
zéro d’ordre supérieur:

(2) flx) = anm" ou by A0 et p>1.

n=p

Cette communication a pour but de chercher les solutions ¢(x) de
P’équation (1), analytiques dans un voisinage de ’origine et ayant zéro
comme leur point double (*):

[e0]
(3) p(x) = chm“ ou ¢ #0etr>1.
N=7r

Le théoréme de M™® Smajdor [6] (ef. aussi Read [5]) concernant
’équation fonectionnelle

(4) ¢(@) = hiz, p[f(@)]),
bien qu’assez général, ne peut s’appliquer dans notre cas. En effet, soit
(5) g(y) = Za,,,y” ot a;,#0et g=>1

n=q

et supposons que ’équation (1) ait une solution de la forme (3). En sub-
stituant dans (1) les membres droits de (2), (3) et (5) et en comparant

(1) Un point & s’appelle point double de la fonction F(x) lorsque F (&) = &.
Le nombre F’ (&) est appelé le multiplicateur; voir p. ex. [3].
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le degré du premier terme des deux membres de (1), on constate que
¢ = p, ce qui est une condition nécessaire pour I’existence d’une solution
de la forme (3) de I’équation (1). L’égalité (5) devient

(6) g(y) = Y any® ot a, 0,
#—p

ce qui montre que I’équation (1) ne peut pas étre mise sous la forme (4).

Il sera démontré toutefois, que 1’on peut tourner cette difficulté
en introduisant une nouvelle fonction inconnue qui tout en satisfaisant
& une équation fonctionnelle équivalente & (1), se laisse réduire & la
forme (4). Il sera établi en outre que les fonctions f(x) et g(y) étant de la
forme (2) et (6) respectivement, 1’équation (1) a une famille & p — 1
parameétres des solutions analytiques de la forme (3).

2. THEOREME 1. Soient f(x) et g(y) deux fonctions analytiques a Porigine,
aux développements (2) et (6) respectivement, valables pour |z| < R, et
ly| < R,. Alors, pour tout entier positif r et pour chaque racine c, de Véquation

(7) T a8 = 6,

il ewiste exactement une solution ¢(x) de Uéquation (1) qui est analytique
dans un voisinage de Uorigine et qui satisfait & la condition

(8) P(0) = ... = ¢ 0(0) =0, ¢(0) =rle,.

Démonstration. Si ¢(x) est une solution de la forme (3) de I’équa-
tion (1), le coefficient ¢, doit satisfaire & (7), ce qui résulte immédiatement
de la substitution des membres droits de (2), (3) et (6) dans (1).

Fixons le nombre r et le coefficient ¢, satisfaisant & 1’équation (7 ).
Si ¢ (x) est une solution de (1) satisfaisant aux conditions (8), la fonction

(9) p(@) = o "p(x)

est une solution analytique & 1’origine de 1’équation

(10) p[f(2)] = G(z, y(@)

ol

(11) G(x,y) = [f(@)]"g(2"y),

et réciproquement. La fonction (9) satisfait & la condition
(12) p(0) = e # 0.

L’existence d’une solution analytique ¢(z) de (1) assujettie & (8)
équivaut donc & celle d'une solution analytique y(z) de (10) satisfaisant
& (12). On peut par conséquent se borner & ’étude de I’équation (10).
Posons

(13) fle) = a® F(x).
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F(x) est une fonction analytique pour |z|] < R, et
(14) F(0) = b, +#0.

Sans restreindre la généralité, on peut admettre que F(x) # 0 pour
|| < B, (car, en cas contraire, on n’aurait qu’a remplacer R, par une
constante plus petite). I1 s’ensuit de (11), (13) et (6) que

G(@,y) = [F@)]" ) a,a " Py".

G(x,y) est une fonction de deux variables complexes, analytique
au moins dans le domaine-bicercle

l#| < Ry, |yl <2le|, R;=min(R,, [$R,]e,|™']"").
I1 s’ensuit de (7) et (14)
(15) G0y 6) = ;" ayéf = o,.

Or

G
'5;(01 Cr) = b;rpapcf_l =p #0.

I1 existe done une fonction H(x,z), analytique dans un domaine
(16) || < Ry, |z—e] < R,

et telle que pour |z| < Ry, |2—¢| < Ry et |y—e¢,| < Ry (ot Ry < R, et
Ry < |e]) les égalités z = G(w,y) et y = H(w,2) sont équivalentes. Il
suffit par conséquent d’établir lexistence d’une solution unique ()
de 1’équation

(17) y(x) = H(-’”’ ’P[f(m)]):

analytique dans un voisinage de 1’origine et satisfaisant & la condition
(12). Cest-ce qui va étre fait a présent.

3. Soit (?) H(x,z) une fonction analytique dans le domaine (16)
et telle que

(18) A H(Oy Cr) = Gy
(Pégalité (18) résultant de (15)). Posons
d = H:;(Oy 0r)°

(*) Cette partie de la démonstration reste valable pour une équation quelconque
de la forme (17) avec une fonction H (x, 2) arbitraire assujettie aux conditions formulées
dans le §2.
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La fonetion H,(x,z)--H,(x,z)wf (x) étant analytique pour |z| < R,
et |z—e,| < Ry, et pour w arbitraire, il existe, pour un nombre positif
K < R, fixé, des nombres positifs L et M tels que

(19) ]H;',,(w, zl)_}—H;(m? 2w f’ (:c)—H;(m, ?) _H;(-’Uz z9) Wof’ ()]
< L2y —a,|+ M |wy, —w,|

pour |z] < K, |5,—¢| < K, |2,—¢| < K, |w,—d] < K et |lwy,—d| < K. De
plus, comme f'(0) = 0, on peut admettre que

(20) M<i

pourvu que la constante K ait été choisie suffisamment petite. On peut
admettre également que

(21) L>1.

Maintenant, on peut trouver un nombre ¢ > 0 tel que
(22) f@) <lz| powr || <o
et que |

(23)  |Hi(@, ¢)—d|+ |Hi(w, ¢)df ()] < 1K pour 2| <o.

Fixons un p > 0 tel que

(24) 0 <min(K,a,L_—I£—)
4L K+ |d|
et considérons la famille # de fonctions y(x) ayant les propriétés sui-
vantes:
1° p(x) est analytique pour |z| < g,
2° y'(x) est continue pour |z| < o,
3° on a

(25) p(0) = ¢, v’ (0) = d,
(26) lp'(x)—d] < K pour [|x] < o.

La famille # n’est pas vide: elle a pour élément au moins la fonction
linéaire y(x) = ¢+ da.

Formons & présent une suite d’approximations successives. Prenons
pour y,(x) une fonction arbitraire de # et posons

Yop1 (@) = H(ma 'tpn[f(w)])

Nous allons montrer que tous les fonctions y, (x) appartiennent & Fe t
convergent uniformement pour [z| < ¢ vers une fonction qui est évi-
demment une solution analytique de ’équation (17) satisfaisant & (12).
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Admettons que la fonction y(x) appartient & la clagse #. On g

1
(@) —6—do =@ [ [y’ (te)—d]dt,

d’ou
[p(@)—e,—dr| < oK pour |z| <o,

done, pour |z| < p
(27) [y (@) —e| < ly(@)—e,—dw|+ |do] < o(K+|d])
et en vertu de (24), vu que L >1,

lp(@)—e,| < K < R,.

En tenant compte de (22), la fonction H(z, y[f(x)]) est par con-
séquent analytique pour || < p et on a H(0, 9[f(0)]) = H(0,¢,) = e,
d’aprés (18). Aussi la fonetion

d o / ' /
—%H(% vUf(@) = Hele, p[f (@))+H,(z, p[f (@) ) [f(@)])f (x)

est continue pour |z| < p et elle prend pour z = 0 la valeur H,(0, ¢,) = d.
Ensuite, on conclut de (19) et (23) que

d
EH(JG, w[f(w)])—d~

< [Holo, p [ (2)])+ Hofw, w[f (@) ) 9’ [f (@)1 (@) — Hl (e, er) —H (2, ¢,) df’ ()| +
= JH-:C('CU7 0r)+H;(wycr)df’(m)—dl <L|1,u[f(m)]—c,|—{—le’llf(:v)]—dl—y—ﬂf,
d’oli, en appliquant successivement (22), (27), (20), (26) et (24),

d
{%H(w; w[f(w)])—d~ S Lo(K+d))+3K+-3K < K,

ce qui montre que la fonction H (as, y)[f(x)]) appartient & #. 11 est ainsi
démontré que les fonctions vy, (x) appartiennent i # pour tout n =1, 2, ...

Au lieu d’établir la convergence de la suite {w.(2)} il suffit de montrer
que la suite de ses dérivées converge uniformément dans x| < o, ce qui
se réduit & montrer (%) que si aeF et feF , ON

d .
(28) — [ (e, alf(@)])—H (z, B[f(2)])]
dx

<gsup |d'(@)—f'(2)] pour |u| < g.

1Z|<e

(*) Cette méthode n’est qu'une application du principe du point fixe de Banach

dans l'espace # avec métrique sup la" (z) — B’ (x)].
T|<e

Colloquium Mathematicum XVI. i /
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Or on a en effet d’aprés (19)

_d% Hiz, a[f(2)) —H(z, BIf(®)])

= |H} (2, alf(2)])+Hz (@, alf(@)))o [f (@)1f (@) —He(o, BLf()])—
—H(w, BLf(@)]) B’ [f (@)1f (@)
< Llalf(@)1—4[f @)+ M|« [f ()15 [f ()]l

et comme, pour |z| < o,

la[f(2)]—B[f(#)]] < esup|a’(w)—F"(®)],

|z|<e
la’ [f (2)]—B"[f(@)]] < l§;11<1‘>3IOL’(-'JG)—‘é”(ﬂv)l,

il vient

J |
— (Ao, alf @)~ H (@, S| < (Le+-20) sup e (@)= (@)

d [z <e

Il en résulte (28) en vertu de (20), (21) et (24).

T unicité de la solution trouvée v (z) résulte de (28) et du fait que
toute solution analytique («) satisfaisant & (12) de I’équation (17) appar-
tient & %, pourvu que p ait été choisi suffisament petit. La fonction

p(#) = limy, (@)
n—00
est alors une solution analytique locale de ’équation (10) et satisfait
3 la condition (12). La fonction ¢(z) = " y(x) est la solution cherchée
de 1’équation (1). L'unicité de ¢ résulte de celle de .

4. Les résultats qui précédent permettent de tirer quelques con-
séquences concernant la conjugaison des fonctions & multiplicateur zéro.
Soient f(x) et g(x) deux fonctions analytiques dans un voisinage de I’
origine supposée leur point double commun: f(0) = g(0) = 0. Convenons
de dire que f et g sont conjuguées-s/ (c’est-a-dire conjuguées dans la classe
o de fonections analytiques) au point @ = 0 lorsqu’il existe une fonction
@(w) analytique en ce point, telle que @(0) = 0,¢'(0) # 0 et que 'on
ait

f(@) = ¢ (gle(@)])

au voisinage de lorigine. Le théoréme suivant est une conséquence du
théoréme 1:

THROREME 2. Soient f(x) et g(x) deuw fonctions analytiques a Dorigine
et telles que f(0) = g(0) = 0 = f'(0) = ¢'(0). Pour que f et g soient con-
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Juguées-sZ dans 0, il faut et il suffit que f(x) et g(x) aient & Dorigine un
zéro du méme ordre.

Dans le cas o 0 < [f'(0)] <1 et 0 < |g'(0)] < 1, la condition né-
cessaire et suffisante pour que f et g soient conjuguées-o7 est que

f(0) =g'(0).

La nécessite en résulte par exemple de (7) (pour p = r — 1) et la
suffisance s’ensuit de la transitivité de la conjugaison-=# en vertu du
résultat classique de Koenigs [2] (voir aussi Kneser [1]) d’apres lequel
la fonction f(z) telle que 0 < [f'(0)] < 1 est conjuguée-=Z avee la fonction
g9(x) = f'(0)a.

Le cas olt [f'(0)] = |¢’(0)] = 1 est plus difficile. Pour des résultats
partiels, voir Muckenhoupt [4].
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