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1. C. Ryll-Nardzewski a introduit la notion suivante [1]: une partie
A de la droite réelle R est un ensemble d’interpolation (ensemble I,), si
toute fonction bornée sur A peut étre prolongée sur B en une fonction
presque-périodique de Bohr. S. Hartman et C. Ryll-Nardzewski en ont
développé la théorie [2], [3].

Il se pose la question est-ce que A étant un ensemble d’interpola-
tion, toute fonction bornée sur A peut étre prolongée sur R en une
fonction presque périodique dont la série de Fourier est absolument
convergente. La réponse affirmative & cette question résulte d’un théo-
reme plus général démontré dans le livre de Hoffman [4], p. 205, dont
la preuve fait appel a un résultat de Badé et Curtis [1]. Cependant
nous nous proposons de résoudre notre probleme d’une maniére directe
en utilisant certaines propositions auxiliaires qui, elles-mémes, peuvent
présenter quelque intérét.

Si nous admettons ce résultat, il en résulte que, dans le groupe de
Bohr B (complété de R dans la topologie la moins fine rendant continues

toutes les fonctions presque-périodiques), 1’'adhérence A de A est un
ensemble de Helson ([7], p. 114). D’aprés les propriétés connues des en-
sembles de Helson ([7], p. 117-119 et [3], p. 141-146), on peut préciser
a quel point un ensemble d’interpolation est ,,rare”.

2. Précisons la terminologie.

A sera toujours une partie de R. On désignera par b (soit 2 — b(4))
une fonction bornée sur A.

On a dit que A est un ensemble d’interpolation si toute fonction b
bornée sur A est prolongeable sur R en une fonction presque périodique.
Il revient au méme de dire que /1 est prolongeable sur B en une fonction
continue.

On dira que A est un ensemble d’interpolation-A si toute fonction b
bornée sur A est prolongeable sur R en une fonction presque périodique
dont la série de Fourier est absolument convergente. Il revient au méme
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de dire que A est prolongeable sur B en une fonction de la classe 4 (c’est-
a-dire transformée de Fourier d’une fonction sommable sur la droite
discréte).

Soit maintenant K un groupe abélien compact (dans la suite, ce sera
B) et 8 une partie de K (dans la suite, ce sera A). On dira que I’ensemble S
est helsonien sur K si son adhérence S est un ensemble de Helson. En
d’autres termes, I'une des conditions équivalentes suivantes est satisfaite
({71, p. 115):

a) toute fonction uniformément continue sur 8 est prolongeable
sur K en une fonction de la classe A (K) (4(K) = #L' (I%));

b) pour les mesures & support dans S, la norme ordinaire est équi-

valente & la norme sup [{u, x>|, ol ¥ parcourt ’ensemble K des caractéres
X

du groupe K.

3. Voici quelques propositions préliminaires.

PROPOSITION 1. A est un ensemble d’interpolation si et seulement st,
quelles que soient A, et A,, parties disjointes de A, leurs adhérences A, et
A, dans B sont disjointes.

Preuve: [2], p.*25. Nous n’utiliserons que la partie la plus évidente
(,,seulement si’’).

PROPOSITION 2. A est un ensemble d’interpolation-A si et seulement
8t c’est a la fois un ensemble d’interpolation et un ensemble helsonien dans B.

C’est immédiat.

PROPOSITION 3. Pour que A soit un ensemble d’interpolation-A, il
suffit qu’existe un ¢ > 0 tel que, quelles que soitent A, et Ay, parties de A
disjointes et non vides, il existe un ouvert 2 = Q2(A4,, A,) de B, de mesure ¢,
tel que les sommes A+ 2 et A,+2 () aient des adhérences disjointes
dans B.

Preuve. Supposons la condition satisfaite, et montrons (cela suffit)
que toute fonction b appliquant 4 sur [0, 1] est prolongeable sur B en
une fonection de la classe 4. Ecrivons

b(A) = ZZ"b,-(Z)
F=1
avec bj(A) = 0 ou 1. Nous allons montrer que chaque b; est prolongeable
sur B en une fonction de la classe A de norme < 1/e; alors il en sera de
méme pour b.
Soient A, et 4, les parties de A ol respectivement b; prend les valeurs
0 et 1. Il leur correspond un ouvert £ < B. Comme 4,4+ 2 et 4,-+ £ ont

1) A+Q = {A+w: ded ot we).
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des adhérences disjointes dans B, il existe une fonetion continue ¢, appli-
quant B dans [0, 1], égale & 0 sur 4, + 2 et & 1 sur 4,4+ 2. Soit y la fonction
caractéristique de £, et

1
ma) = — [ol@+n)z@)y
B

oll ¥e B, et dy est 1a mesure de Haar sur B. Alors b = b; sur 4, et la norme
de h dans A satisfait
A . R 1
”h”A = ”h”Ll(Rd) < _E- llw“Lz(Rd)“x”Lz(Rd) < —;' I|¢”L2(B)||Z“L2(B) < :
(h, ¢, x désignant les transformées de Fourier de h, ¢ et y, définies sur la
droite discréte R;). La preuve est ainsi terminée.

4. Nous aurons besoin du résultat suivant, qui concerne les ensembles
non helsoniens sur un groupe abélien compact K.

THEOREME 1. Tout ensemble non helsonien sur K contient une infinité
d’ensembles disjoints non helsoniens sur K.

Démonstration. Etant donné un ensemble 8 < K, nous dirons
qu'un point aeK est non helsonien pour 8 si, pour tout voisinage V(a)
de a, 8§ ~ V(a) est non helsonien.

Si 8 est non helsonien, il existe un aeK qui est non helsonien pour 8.
Sinon en effet, K étant compact, il existerait des ouverts V(a,), ..., V(a,),
en nombre fini, recouvrant K, et tels que, pour tout j, 8 ~ ¥ (a;) soit helso-
nien. Il existerait dans A (K) une partition de 1’unité subordonnée a ce
recouvrement, c’est-a-dire des ¢;e A(K),j =1,2,...,n, de somme 1, tels
que, pour chaque j, ¢; soit porté par V(a;) (Theorem 7, p. 419, et Corol-
lary, p. 224). Et on conclut que toute fonction uniformément continue
sur 8 serait prolongeable en une fonction ¢A(K), ce qui est impossible.

Soit donc a un point non helsonien pour 8. On va construire par
récurrence une suite de voisinages ouverts de a, V;, et une suite de mesures
v; (j =1,2,...). V, est arbitraire. V; étant donné, on sait que ’ensemble
8; = 8 ~ V; est non helsonien. Il existe donc une mesure u;, portée
par §;, telle que

1
SBkPK.“i’ w0l < m llessl 5

Il 1| représentant la morme ordinaire des mesures, c’est-a-dire la masse
totale. On sait, par un théoréme de Wiener ([7], p. 118), que y; ne charge
aucun point d’une masse supérieure au premier membre. On peut donc
choisir V;,, = V; de fagon que la restriction o; de u; & V;,, satisfasse

1
ol < — .
[l i1 a5l
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Vi, étant ainsi choisi, on pose »; = u;—a;, et on a

2
(%) sup [<vy, 20| < 7 IIsl5

zeﬁ

de plus, »; est portée par 8 ~ (V;—V;,.1) = 8;—8;,.1.
Posons

8 = U (85—8;41) (»=1,2,...).

j=2"—1(mod2")

Ce sont des ensembles disjoints, contenus dans 8, et non helsoniens puis-
que ’adhérence de chacun d’eux porte des mesures »; satisfaisant (x) avec
j arbitrairement grand. Le théoréme 1 est démontré.

5. Nous pouvons maintenant démontrer le résultat annoncé.

THEOREME 2. Tout ensemble d’interpolation est un ensemble d’imter-
polation-A.

Démonstration. Supposons que A est un ensemble d’interpola-
tion qui n’est pas un ensemble d’interpolation-4. D’apreés la proposition 2,
A est non helsonien sur B. D’aprés le théoréme 1, A contient une infinité
de parties disjointes A" (» =1, 2,...) qui sont non helsoniennes sur B.
D’aprés la proposition 2 encore, aucun A’ n’est ensemble d’interpola-
tion A. Soit maintenant {¢,} une suite tendant vers zéro. D’aprés la pro-
position 3, il existe, quel que soit », deux parties de A’ disjointes et non
vides — soit A} et A; — telles que, pour tout ouvert 2 de mesure > ¢,,
les ensembles A7+ 2 et A+ £ soient ahdérents dans B (c’est-a-dire que
leurs adhérences ne soient pas disjointes). -

Soient maintenant

A’l = L—_—JIA;
et
A, = Ul/lg.

Quel que soit 'ouvert £, les ensembles A, + 2 et A,-+ 2 sont adhérents.
Donc 4, et A, sont adhérents, ce qui, d’apres la proposition 1, contredit
I’hypothése que A est un ensemble d’interpolation. Cela démontre le
théoréme 2.

Remarque. Le théoreme 2 reste vrai lorsqu’on remplace R par
un groupe abélien localement compact arbitraire. La démonstration
n’exige pas de changements.

6. On connait des conditions nécessaires pour qu’un ensemble soit
helsonien ([5], p. 141-146); les résultats, établis pour des ensembles de
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Helson sur le cercle, se transcrivent aisément au groupe B). On obtient
ainsi des conditions nécessaires pour que /A soit ensemble d’interpolation.

THEOREME 3. Pour que A soit un ensemble d’imterpolation, il est
nécessaire que

a) Padhérence de A dans le groupe de Bohr me porte aucune mesure
dont la transformée de Fourier s’annule a Dinfint sur la droite discrete;

b) le nombre de points de A dans une progression arithmétique de 2"
termes me dépasse pas Kn, K ne dépendant que de A;

c) étant donné s mombres réels x,, s, ..., x5, le nmombre de poinis de
A de la forme a,x,+...+azx,, avec ao; entiers et |a,|+...+ |as| < 2", ne
dépasse pas Kns, K nme dépendant que de A.

La condition a) implique que A est de mesure nulle, ce qui a été
obtenu indépendamment par Hartman et Ryll-Nardzewski [3], et ré-
pond affirmativement au probléeme P 252.

La condition c) est un peu plus générale que la condition b). Elle
montre par exemple que la somme A,+4, de deux ensembles infinis,
si dispersés qu’ils soient, ne peut étre un ensemble d’interpolation. La
condition b) permet de résoudre négativement le probleme P 454.

7. Un important résultat de Hartman et Ryll-Nardzewski ([3],
Theorem 1) donne aussitét le théoréme suivant: si A4 est un ensemble
d’interpolation, il existe un 6 > 0 tel que tout ensemble ¢-voisin de A
soit encore un ensemble d’interpolation (on convient de dire que A et A’
sont deux ensembles J-voisins 8’il existe bijection ¢ de A dans A’ telle
que, pour tout Aed, |p(4)— 4| < d).

Cela permet essentiellement de ramener ’étude des ensembles d’inter-
polation & celle des ensembles d’interpolation contenus dans ’ensemble Z
des entiers relatifs. En particulier, la condition b) du théoréme 3
donne alors: _

THEOREME 4. Si A est un ensemble d’interpolation, le nombre de points
de A contenus dans un intervalle quelconque de longueur r est uniformément
O(logr) quand r — oo.

D’autre part, si I’on se restreint aux A4 contenus dans Z, il est intéres-
sant de comparer les notions d’ensembles d’interpolation et d’ensemble
de Sidon ([7], p. 120). Une simple reformulation du théoréme 2 est en
effet la suivante: ,

THEOREME 5. 8¢ A est un ensemble d’interpolation contenu dans Z,
toute fonction bornée sur A est la restriction & A de la transformée de
Fourier d’une mesure discréte sur le cercle.

Comme corollaire, tout ensemble d’interpolation contenu dans Z
est un ensemble de Sidon sur Z. La réciproque est inexacte, comme
nous ’ont indiqué H. Rosenthal et W. Rudin.
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