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Ein klassischer Satz von Carlson [3] besagt, dal jede im Einheits-
kreis konvergente Potenzreihe mit ganzrationalen Koeffizienten entweder
eine rationale Funktion darstellt oder iiber den Einheitskreis nichtfort-
setzbar ist. Ist sie eine rationale Funktion, so ist sie Quotient zweier
Polynome mit ganzrationalen Koeffizienten. Verallgemeinerungen dieses
Satzes in bezug auf den Konvergenzbereich und die arithmetische Natur
der Koeffizienten stammen von Poélya [9], Popken [10] und Schwarz [12].
Spezielle Potenzreihen der Form

[o o]

fz) = X P(lg.)2"

n=0,

wurden auf ihr Konvergenzverhalten von Newman [8], Mordell [7],
Meijer [6], Schwarz [12] und. vor allem von Carroll und Kemperman [4]
untersucht. Dabei ist P(z) ein Polynom mit algebraischen Koeffizienten,
und {g,} bezeichnet eine reelle Zahlenfolge. [x] bedeutet die groBite ganze
Zahl kleiner oder gleich .

"Mit Hilfe einer zahlentheoretischen Methode soll hier ein weiterer
Satz zu diesem Themenkreis beigetragen werden, der den Satz 2 aus [13]
in gewisser Weise erginzt. Es wird die Irrationalitit gewisser Reihenwerte
bewiesen, aus der sich mit Hilfe des Satzes von Carlson die Nichtfort-
setzbarkeit spezieller Potenzreihen mit ganzzahligen Koeffizienten ableiten
148t. )

SATZ. Hs set f(n),n = 1,2,..., eine Folge ganzrationaler Zahlen mit
den Eigenschaften:

a) f(n+1) = f(n), 1> 2,
b) f(n) # f(n+1) fiir alle n.
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Ist dann g >2 max |f(n)| eine natiirliche Zahl und a eine irrationale
n=1,2...

Zahl, fiir derem Kettenbruchentwicklung [ay, @y, ...] lim, Gy >1 gili,
80 18t e

H(g) = D f(lan]) ™"

trrational.

Bemerkung. Mit Hilfe des Approximationssatzes von Roth [11]
kann man leicht unter der Bedingung

l_il?lazn+l >2-1

n—00

die Transzendenz von H (g) folgern, und zwar ist nach einem Satz von
Baker [1] fiir

limay, ., = oo

n—o00

H (g) eine Liouvillesche Zahl, andernfalls eine S-oder 7-Zahl. Man ver-
gleiche hierzu auch die Arbeiten von Béhmer [2] und Mahler [5].
Unter Verwendung des Satzes von Carlson kann man sofort folgern:

KOROLLAR. Die Folge f(n),n =1,2,..., und die Irrationalzahl «
mogen die Voraussetzungen des vorausgehenden Satzes erfiillen. Dann besitzt
die Potenzreihe

H(z) = ) f([an])-2"

den Einheitskreis als natiirliche Grenze.
Konkret ist zum Beispiel die Reihe

H(z) = Z sin (g [en]) o
n=0

nicht iiber den Einheitskreis fortsetzbar. Dabei ist ¢ die Basis des natiir-
lichen Logarithmus.
Zuim Beweis des Satzes benutzen wir einen Hilfssatz von Bohmer [2]:

HivFrssATz. Die Irrationalzahl a habe die regelmdfige Kettenbruchent-
wicklung [a,, a,,...].
Mit
Pri1 = Cu1PatPp1y  Po =8, Py =1,
‘ Uty = 1t o1y Qo =1,q = ay,
gilt fiir dem n-ten Ndherungsbruch von a bekanntlich

Pn
[@0; @1y ..., @,] = Z
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Ist dann r eine ganze Zahl mit 0 < r £ q,.,, 0 gilt fiir r &= 0(q,)

_[, 2
[ral = [r qn]

und fir r = mq,

1—(—1)"
[ra] = mp,— 9
Es sei nun
D, < ([ P _
of) - Sl
(q, ’g) ,,_Z_; g,
Setzt man

n =lgm+qs+j, 0=j=£¢—1,0=s8=1-1, m=0,1,2,...,
so erhilt man wegen der Periodizitit von f

gy—1 1-1 oo

P, = D, . —(lg,m+q,8+7)
1(eio) = 3 3 Sifas+ [ i])a
oder
v P,
(1) H(p ,g) =0 mit @, = g'o _ 1,

Nach dem Hilfssatz ergibt sich fiir gerades » = 2u

S (f([an])_f([izzu ,n]))g_n

= 24
n=qau+1

pzy
H(g)— H{—, =
(9) (q y)l

2p

und daraus folgt

(2) lH(g)—H(l’L", g)

2p

é cg“q2u+l

mit einer von den ¢, unabhingigen Konstanten ¢ > 0.

Die Reihen H(g) und H (p,,/q.., g) lassen sich als g-adische Entwick-
lungen mit den Resten r, [ —¢/2] < r < [¢g/2], auffassen, die bekanntlich
eindeutig sind. Aus der Kettenbruchentwicklung der Irrationalzahl «
folgt:

— p2y 1
Q2 L+ 7). 92011

Ist nun 7, eine natiirliche Zahl, die den Bedingungen
(14 N) Qaps1(Qen— )< ry< (14 N Qaps1(Qp+1), 7 #= 0 (Q2u) ’
geniigt, so wird

1 —1 — 1
[ro pzy]_l_ + QZ;: < Toa < [ro p2y]+ Q2p. 1 + Q2p+ ,
QZ;: QZ;‘ q2y qzy q2n an

y 0< <.
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d.h. es gilt

[roa] = [ro pz"]-{—l.
2u
Da nach Voraussetzung f(n) # f(n+1) fir alle natiirlichen = ist,
weichen die g-adischen Entwicklungen H(g) und H(p,,/q,,, g) mindestens
an der r,-ten Stelle voneinander ab. Daher sind H(g) und H(p,,/q,,, 9)
verschieden. Aus den Beziehungen (1) und (2) erhilt man dann:

P
0< lH (9)— Qz" < ¢ Q;ln 1Mo < Qe+,

2u

Da lim @y, > 1 ist, hat die Ungleichung

n—o0

PI
0< H(g)—5’ < QM9 g>0,

unendlich viele verschiedeﬁe Lésungen in rationalen Zahlen P/Q. Daher
ist H(g) irrational.
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