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La propriété d’approximation uniforme a été intreduite par Pel-
czynski et Rosenthal (cf. [3]).

Définition. Un espace de Banach X a la A-propriété d’approximation
uniforme si pour tout entier k il existe un entier N (k) tel que pour tout
sous-espace E de X de dimension % il existe une application linéaire con-
tinue T: X — X telle que dimZ(X)< N(k), |T|< 4 et T(z) = x pour
tout « € E. Si de plus 7 peut étre choisie parmi les projections de X, on
dit que X a la A-propriété de projection wniforme. Un espace de Banach
X a la propriété d’approximation uniforme (resp. de projection uniforine)
8’il a la A-propriété d’approximation uniforme (resp. A-propriété de pro-
jection uniforme) pour un réel 4 convenable.

Dans [3] il est montré que tous les espaces £, (1 < p < o0) ont la
propriété de projection uniforme, et dans [2] Lindernstrauss et Tzafriri
montrent que tout espace d’Orlicz réflexif a la (1 4- ¢)-propriété d’approxi-
mation uniforme pour tout réel ¢ > 0.

Rappelons que si X est un cspace de Banach et ¢e[l, o],
(X©X®...), note 'ensemble des suitcs ¢ = (x;); d’éléments de X telles
que (jla;i); €l,, wuni de la norme fi(x;);il = |I(lke;l)il g

On note pour chaque entier », I, = [#—1, n]; on note L,(I,) 'espace
de Bunach des classes de fonctions numériques Borel-mesurables sur I,
¢t de puissance p-iéme intégrables par rapport 4 la mesure de Lebesgue
On note L, = L, ([0, 1]).

THEOREME. Pour tout réel &> 0, pour tout 1 < p < oo et pour tout
1<g< oo Pespace (L,®L,®...), a la (14 ¢)-propriété de projection
uniforme.

Puisque (I,®l,® ...), est I'image d’'une projection de norme 1 de
(L,®L,®...), on a alors
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COROLLAIRE. Pour tout réel ¢ > 0, pour tout 1 < p < oo et pour tout
1< g< oo, Vespace (L, D1, D ...), a la (14 ¢)-propriété &approximation
uniforme.

Démonstration du théoréme. Fixons 1 <p < ccet 1 < g < o0}
le cas p = oo ou ¢ = oo se traite de la méme fagon avec des modifications
évidentes. Nous identifions isométriquement (L,®L,® ...), avec

B,, = { f: 10, oo[> R ¥, f e L(L,) et (g(lf 1 f(t)|fdt)a;p)uq< oo}

muni de la norme
“f” = (Z( flf(t)lpdt)wp)l/q'
n=1 I”

Si f e B, ,, on définit, &4 un ensemble de mesure nulle prés, le support
de f:
8(f) = {t [0, oo[: f(t) #0}.

Avant de prouver le théoréme nous allons tout d’abord démontrer par
récurrence que .

(R) Pour tout réel ¢ > 0 et pour tout entier ¥ il existe un entier N (¢, k)
tel que si X,,..., X, sont des éléments de FE,, dont les supports
sont disjoints & wun ensemble. de mesure nulle prés, alors il existe
P: E,,—~ E,, — une projection qui a les propriétés suivantes:

. . k
L. pour tout fe X, S(P(f)) < H S(Xy);
2. pour tout f € By g, IP()I < (L+ ) AAUSE];
3. pour tout entier i, 1<i<k = |[P(X)—X | <elXl;
4. dimIm(P) < N (e, k). |

Supposons tout d’abord k = 1. Soit X un élément non nul de E,,;
notons ¢ le signe de X. L’application qui & f € E, , associe

X (2 (,f X ")l"d‘)w—ll f f®e) IX(t)I‘”“dt)x

est une projection qui vérifie (R). Supposons le résultat établi jusqu’an
rangk = m. :

Donnons-nous X,,..., X,,., des éléments normalisés de E,, dont
les supports sont disjoints & un ensemble de mesure nulle prés et donnons-
-nous un réel e > 0. Pour chaque entier n et 1 < ¢ < m+1, notons

ans = If X (0P dt)”.
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Soit N le plus petit entier tel que

2miia \» (1+q)ip
N}( i ) et (1—}——-—) <1l-te.

&

Soit J;, ..., Jp une énumération des intervalles:

bl

1 1 |
[r+k/N’r+(k—1)/N[ (r=1,..,N-letk =1,...,N), {1},

-1 k'
]r’+ N r’+—l-v—] (r=1,..,N-1et &' =1,...,N),
JP =]N’.°°.]'

Les intervalles considérés sont d’une part les intervalles [0, 1 /N[, {1},
J¥, +oo] et d’autre part les intervalles provenant d’une partition de
J1, N] en N (N —1) intervalles égaux et les intervalles qui s’en déduisent
par inversion autour de 1.

On convient de noter 0/0 = leta/0 = oosia * 0. Pour chaque m-uple
par d’entiers {i,, ..., {,} appartenant & {1, ..., P} on note:

Gy, u Cn,m e
A, . =m:|——) edy,..y |———) €d; ;.
et a 1 a m
n,m+1 n,m+1

Fixons (¢, ..., i,,,)' un m-uple d’entiers appartenant & {1,..., P}
Pour ! =1,...,m+1 notons X,, . Délément de E,, défini par la

relation suivante: : .
| . (X site U I,
Vtie[0, oo Xy (D) = l ety
0 sinon.

Nous allons définir P, . et pour cela nous examinons plusieurs cas.
1. Ay, i, =9.

On pose alors P, . i = 0.

2. L'un des entiers ¢,, ..., %, ©st égal & 1.

Supposons pour fixer les idées que

(1) ned =>( s )p< 1
‘l"“"m an.’n+l N .

Appliquons Phypothése de récurrence & X,; . sy Xmirs. oty
et ¢/2. Notons P, . une projection vérifiant (R) et remarquons que (1)
entraine

1
X s stml < e 101l
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3. L’un des entiers 4,, ..., 7, est égal & P.
Supposons pour fixer les idées que

a,, \?
(2) ned; i, = (—”'—) >N.
@1
Appliquons ’hypothése de récurrence & X, o) .co)Xpy i ©b
¢/2. Notons P; une projection vérifiant (R) et remarquons que (2)

entraine

oo

1
[ CR PR S T3 S
4. Pour l =1,...,m,
1 a ?
—<|—) <.
N h (a’n.m+l) b

On peut se fixer les idées en supposant qu’il existe deux entiers
1<i<<j<m tels que

1 a ? a »
‘_<( n'l ) ,ooo’(#_') <1’
V4

N Qp,m 41 Gy m+1
By, 41 ot Ay, ;
1 < (__ g ey —_— < N’
Fpm41 Qym41
1 = a’n.j+l —_ — a'n.m
Q41 Gpm+1

11 faut en outre souligner que s et j qui dépendent apparemment de
" e A,l,_",‘m n’en dépendent pas effectivement & cause de la définition
de A, . .

On peut alors trouver des entiers r,,...,r;€{l,..., N—1} et des
entiers k,, ...,k e{l,..., N} tels que

kl -1 a » k

3 1<I<i nmtl) St —
©) SistEntTy <(%J Sttty
kl' - 1 < ( a”'ll

(4) A A

),, <t
n,m+1 = N )
Notons

1
D = [[(nN +%-1).
=1
Pour 1 <1< 7 notons
D
D= ———
' e N+ k-1
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et pour ¢+1 <l < j notons
.Dl’ = D(r,-N—}—kl'—]).

Avec ces notations (3) ct (4) entrainent alors

. (a’n,l)p (an,m+l) (an.l)p
®) 1SISi= g, <~wp S N) D,
! v v ’
(6) IH1ISU<j > (“'3';‘1’;‘) < ( ""',.) (1+——) ———(a"""“) .

Fixons le{l,...,4} (resp. I'e {i+1,...,j}). On peut trouver pour
r=1,2,...,ND; (vesp. ' =1,2,..., D") des éléments X} (resp. X}.)
appa.rtenant é 2,qy dont les supports sont deux-a-deux disjoints, tels que
(an,l)p
N?D,
pour tout r =1,2,..., N°D; et pour tout ne 4, .,

(72) X7 [ Ll =

a, )’
(7) b AT AL
pour tout #' =1,2,..., D" et pour tout ne d;, ; ,
NzD'
(8) 2 Xi =X, st
o
(81') ZX;' = Xl‘p‘p----‘gn'
r'=1

De méme, pour ! e{j+1,...,m+1}, on peut -trouver pour »'’
=1,2,...,ND des éléments Xj. e E,, dont les supports sont deux-i-
-deux disjoints tels que

s (an m+l)p
’” e p =
(7) X7 | TP = 2t

pour tout +’ =1,2,..., ND et pour tout ned, .,

ND
f” -
(8) DXL =Xy

rn= 1
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Notons
1 lig .
©) o= W( 2 (a,,,.,)") * pourl=1,2,...,14,
e T
{9y) a = 1 ( n, 3’ )q pour I’ =4i+41,...,7,
(D‘) »

eA;l

1 Ve 7] .
(91:0) ape = 'Z"-N—_IT)W ( 2 (a“.m_',l)a) pOlll' " = J +1, seey m +1 .

ne“l.-u.‘m

Remarquons que (5) et (6) impliquent

. 1\
(10) q< 0y, < (1+ N) g pourl =1,2,...,%
et
l/p .
{11) Upy1 < O S (1+ ) Gpy1  POUT l.' =i+1,...,].

Pour 1 <t <m+1 et t €[0, oo on note ¢(t) le signe de X,(t). Don-
nons-nous feE, :
Pour 1 =1,2,...,i et r =1,2,..., N*D, on pose

1 2 ( N? D,)#-ar

(@) )

() = f X5 (0)P e (0f (),

pour I' =i+1,...,j et =1,2,..., D" on pose

, 1 (D¥)P—aip » B
%) = EA:Z‘ v f X5 (P (OF (),

et pour I’ =j+1,...,m+1 et " =1,2,..., ND on pose
ND)r-air o
Z (—)—,,:; f | X7 (8)1P e ($)f (2) .
Iﬂ

o a,
(] ) "“il...., . ( n,m+1

5. (f) =

11 est immédiat de vérifier par une double application de 1'inégalité
de Holder que les séries qui figurent au second membre sont absolument
convergentes. Notons alors

i ND; m+1 ND

..... ) = 2 D, PNXi+ 2 Zrb;’mx' + 3 Y ergxi.

=1 r=1 Umi4lr'=1 1"=f4l9ml
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La disjonction des supports des fonctions X}, Xj., Xi., 1<1I<1
et 1<r<ND,, i+1<U<j et 1< <D, jH+1<V'<m+1 et
1< »”" < ND montre que, pour 1 < k<m+1,

Pil.....%(xk,il,....tm) = Xk,fli....,im-

Evaluons ||P; . . (). Nous avons

1Pg,,....in (DT = 2 [22 2 (1733, T

neA;l I=1 r=1
m+l »yalp
+ 2 2|¢r (f)lp (anl) + 2 ZIW (f)lp( u.m+l) ] .
Vmitl =1 I"=2j+19"=1
Les formules (5) et (6) impliquent alors
(12)
1 \2» 1 $_N2Dy
By < (145 s S m[ Y 050+
‘nEAil. oim =] rm=l
;_1 D m+l ND oo
+ 3 Siepipr+ > Serone]”.
Veitlr=l 17=j+1 7"l
Notons
i N2D; i DY ) m+l ND y
6=[> 2 B HE+ D SiwpnHr+ Y S ienr]”.
=1 rml UV=§+17'ml 1"=j+17"=l

En appliquant l’inégalité de Minkowski nous obtenons
ND )1';—0 - »
[2 2 A | [1xmor-amsma +
”GA‘I’ =1 r=l (al) (a”.l) I".

(D’)” a

(ap)7%(a, )"

+
Vemitl r'=1
m+1 ND

— | [1xoramsmad +
In

(ND)P"G

e (70 C T A

| f m’iw-‘e.u(t)f(t)dtl"]lm

§ =i+ r=1

Appliquons maintenant I'inégalité de Holder & chacune des intégrales
figurant au second membre. D’aprés (7;), (7;,) et (7;.) il vient

3 (Sl [ e

I,n8(Xy)
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i .
> == () [ veras

UV=i+1 I,nS(Xy)
m+1
1 (a )p q—1 1/p
e )( s ) [ lf(t)l”dt] .
| S I,nS(Xy")

En utilisant (5), (6), (10) et (11) nous obtenons (avec la notatiom

m+1
abrégée | ) S(X,) = kL=JlS(Xk))

o< LU 3 (“"'"‘“ )H( [ wawea)”,

1/
(@ 41)" (ND)™® L.AUSX)

nediy i,

d’ou, en appliquant ’inégalité de Holder,

o< LI_EM ( Z ( f If(t)lpdt)q’”)”q .

A,
mt nedi  ..,im I,,nUS(Xg)

En reportant cette derniére inégalité dans (12) on a alors

. 1 \(a+dp » 2|22
P DI (L4 3 Fora)”.
nedi i InnUS(Xp)

Soit encore

1Py nDE<A+a X ([ Ifwrra)™”
nedi .. im InOUS(X)

par le choix de N.
L’application linéaire @: E, , — E, , définie pour tout fe E,, par

Q(f) = D P
(Tpseeerbip)ells..., P}

est une projection; nous allons établir qu’elle satisfait (R). Les propriétés
(R1) et (R4) sont visiblement satisfaites. Notons

Al = {(il’ ceey ?:,”) € {l, cesy P}m: A‘p--nim = g,,

Az = {(il’ ceey ’l:m) € {1, ooy P}m: 1 € {il, ceny im}},

Ay = {81y ey i) €{l, ..y PY™: Pefiy, .., in}},

A, = {1,..., P \(4,v4,Uu d,).

Donnons-nous f € K, ,; nous avons alors

IQ( e = X IPs,...rt (DI
(F1see 00 im)EdgU AU A, m+1
< 2 Al U Sl

(il sees ,‘!'m)542UA3UA4
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d’aprés la construction de P;  , , donc
m+1
QNI < @+t U 8K,
«ce qui établit (R2). Pour établir (R3) fixons k € {1, ..., m41}; nous avons
alors

1Q(X1) — X,li® = DR | SR AL AP L

($15ec0stp)edgudgua,

Remarquons d’abord que, par construction, pour (%,,...,%,)€4,,
,?m(xk) ch,‘il,.u.“m'

Deux cas sont & envisager:

1. kef{l,..., m}.
Par constructlon nous avons, pour (é,,...,14,) € 4,,

&
1Pi st (Xi) — X, il < ) 1 Xk iy..ril -

Nous avons aussi

1Ps,...oim (Xie) = Xty
(ips. . .s¥m)e;
(‘Xk) X’c.ilp..,fm"q +

|
II 11’ ﬂm

(E1s--rim)EAy
=1
+ D Py (X — Xl
Thoe s tm)Eds
ip#1
1 . e \? <
S o Z, I 41,41 stmll” |5 2, [>- S A
(‘1,. . .,im)EAz (‘lou u‘m)ejlz
=1 $#1

donc

€ 1
Q(X) — Xl < > + N Le

d’aprés le choix de N.

2. k =m-1.
Par construction nous avons, pour (%, ..., iy) € 4,,

&
(N5 SRS SPPNIPI L b S
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Nous avons aussi

IIP, t,,....{,,,(xm-c-x) - Xm'+1.i,.....i,,."q

(ilnno"'n)e/‘s
m . .
< Z 2 “‘P‘I,;u,‘)n (Xm+1) _xﬂl‘l‘lp‘ln.-l‘";"a
k=1 ($},...,4p)eg
=P
ke ' m
_ <
< 2 2 Nq/p IIX’C,"I" n:‘m" < _NGIP ’
k=1 (‘1)-.0.%)5113
=P
done

P mllﬂ
"Q(Xm+l) _Xm+l" < E‘ + "ﬁ'ﬁi“ <8

d’apres le choix de N, ce qui achéve la démonstration par récurrence.

Le théoréme se déduit alors de la propriété établie par récurrence,.
de la proposition 3 de [2] et des méthodes de perturbation (cf. lem-
me 2-4 de [1]). -
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