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En continuant les recherches de [6], on est arrivé &4 de nouveaux
résultats pour le cas homogéne qui y est considéré. Cependant ces résul-
tats permettent aussi de résoudre un probléme important non-homogéne
(voir section 5). Pour d’autres remarques, voir plus loin, section 8.

1. PRELIMINAIRES

1.1. Les notations et résultats de [6] seront fréquemment employés
dans la suite. Leur connaissance est donc indispensable.

1.2. LEMME. On a pour tous a,beR, A>a>bet p =0,1,... Viné-
galité

@ (1 1 1
@) (-1 3% (/1— A— b) p (1 )pdap A—a

En effet, d’aprés 1.4 de [6],

1)? @ (1 1 = (—1)° L ! :
. (=1) d}!’(}.—a }.—b) == [a—b(l—a - l—b)]

1 r 1 p! 1 a1
a—b[( Y a® 1—a ().—b)”“] ey "V aria

1.3. LEMME. On a pour tous a,beR, A >a>betp =0,1,...

(1) (—1)

e 1 1 e 1
dl”((). a)® A— b) AT (A—ap’
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En effet, en vertu de 1.4 de [6],

1 T 1 1)_1 1o T 1 1 1
(=1) d}.”((l—a)z (A—=b)] a—b(_ ) d}.”[(}.—a)z A—a }.—b]
1 a1 @ | 1 1
=2 TVm (A—a) —(a b)? (-7 (l—a, _l—b)
=_L(_1)pdp i1 ( p! __p! )
a—b aw (A—a)  (a—bPE \(A—apPtt  (A—Dd)PH!

1 r 1
S TV (A—a) "

1.4. LEMME. Soient pe Rt — R, aeR et weR. St la fonction ¢ est con-
tinue et la fonction t — e~ (1) est bornée sur R*, on a

[e0]

¢
1 —-Jlr —Ar i—1 a(r—o0)
r p(r)dr = | e (r—o) e p(o)dodr
el K f |

pour tout A > a, tout A > |a|+ |w| et tout ¢ =1,2,..,

La démonstration directe est facile. En outre, c’est un cas particulier
de la transformation de Laplace des convolutions.

1.5. LEMME. Soient peR* — R el feRt — K. Si les fonctions ¢ et f
sont continues sur R* et 8'il existe une constante weR telle que
(1) les fonctions t — e~ “'p(t) et t — e~ “*f(t) sont bornées sur R,

(2) ” fm e“"r”f(r)dr”< fm e~ P (1) dv

pour tout 2> w et tout p =0,1,..., on a [|f(t)| < ¢(t) pour tout teR™.
C’est une conséquence immédiate du lemme de Post-Widder (voir [6],
1.8).

1.6. LEMME. Soient fe Rt — E et Pe Rt — L(E). Admettons que

(1) la fonction f est intégrable sur Uintervalle (0, a,) pour tout a > 0,
(2) la fonction ||D(-)x| y est bornée,

(3) la fonction D(-)x est continue sur R* pour tout xekE.

Alors

t t—7

it
4) [[o—o)f(o)dodr = [([ ®(0)f(z)do)dr

t t i—t
= [[2(@)f(r—o)dodr = [ @(x)( [ f(o)do)dr,
00 0 0

quel que soit teR*,
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Démonstration. Soient teRT et @ = {(0,7): 0< o< v < t}.
La fonction @(r—o)f(o) est mesurable sur @ d’apres (3) et il existe
d’aprés (2) une constante ¢ telle que

[P (z —0)f (o)l < ellf (o)l
Vu (1), la fonction @ (7 — ¢)f(o) est done intégrable sur Q.
En vertu du théoréme de Fubini, on peut écrire pour tout e R+

tz
[[®(z—0)f(o)dodr = [ ®(x—0)f(0)dods
00 Q

t t—o

tz
= [[o(z—0)f(o)drds = [([ ®(2)f(0)dr)do,

0

ce qui est la premiére ligne de (4). La second ligne de (4) se démontre
de 1la méme fagon. Enfin, l'identité

t =

t =
[(f 2z~ o)f()ds)dx = [([ @(0)f(x~0)ds)dr

0 0
est triviale.

2. HYPOTHESE PRINOCIPALE

2.1. Admettons désormais qu’un opérateur A ¢ 2 (F) et deux nombres
constants M > 0 et w > 0 sont donnés, tels que
(I) Popérateur A est densement défini,
(IT) Popérateur A*°I+ A est biunivoque et on a
D

(BPI+A) 'eQ(E) pour tout 1> w,
.

pour tout 4 > w et tout p =0,1,...
2.2. PROPOSITION. L’hypothése 2.1 de [6] entraine Uhypothése 2.1.

_ La démonstration est simple & 1’aide de la formule de Leibniz (voir
1.2 de [6]) et du lemme 1.2 de la communication présente.

2.3. PROPOSITION. Il existe une norme ||| - ||| sur E telle que
(1) ol < [llel] < M|l pour tout xeE,
@1
di? 2 — ot

(III) on a
ar 1

arr 12— et

(PI+A4)7 < M(-1)7

D

ai?

(2) “ (PI+A4)7HI<(-1)7

pour tout A>w et tout p =0,1,..,
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Démonstration. Le théoréme 9.1 (voir Appendice, p. 156) garantit
lexistence d’une fonction 2¢R* — Q(F) ayant les propriétés (A)-(E)

et qui va nous servir pour construire la norme |||-|||. Posons pour tout
xvel
c 1
(3) llalll = sup | [ coh(wo)do| - 12(s)al.
seR+ 0

Il est manifeste d’aprés (B) et (D) que 1’on obtient ainsi une norme
sur F qui satisfait & (1). En vertu de (A), deux cas sont possibles pour tout
teRt ot weE:

(4) il = fl‘li,[ f coh (wo)do| ™"+ 12 (s)al],
(5) lllall = sup | fcoh(wa)da] |2 (s)all.

s>t

Soit done teR*. Il s’agit de montrer que
(6) N2l < f coh (w7)dr.
Envisageons d’abord le cas (4). On a
12 (s)] < jCOh(wG )do|||2l||

pour tout ze¢E et se Rt d’aprés la définition (3) d’ol1 en vertu de (C)

(™M N2@alll = sup [ [ eoh(wo)do] |2 ()2 (sl

8

t+s8
- . '1
< sup fcoh(wa)dorj EH f@(r)wdt
"0 t—s

8 t+s T

< sup [ [ con(wo)de] "2 f (f coh (wo) do) de| Il

o J

et d’apres l’identité classique de d’Alembert pour le cosinus hyperbo-
lique,

t+8 7 8

(8) hd f f coh (wo)dods = f coh (wr)dx - f coh (wo)do.

0

L’inégalité (6) s’ensuit de (7) et (8) dans le cas (4) considéré.
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Dans le cas (5), le procédé est tout a fait analogue.

Ayant établi I'inégalité (6), on peut utiliser la propriété (E), ce qui
entraine (2) immédiatement.

2.4. PROPOSITION. On a pour tout 2 >w? et p =10,1,...

a1
< M(-1?— .
(=1) di*? A — w?

»
di?

Démonstration. Il s’ensuit de la proposition 2.3 que

(1) (AL+A4)!

1
(e I+ A4)7Hil < promp R >,

c’est-a-dire que

(2) AL+ A4)7H] < pour A > o,
A— w?
ou |||]|] est la norme construite dans 2.3. On sait que
p
) — (L +A4)" = (—1P(L+4)#+,
a1 1
4 — =(—-1)f——
@ ai? A—w? (=1) (A— 0®)PH?

pour A > w2 Par conséquent, (1) résulte de (2)-(4) en vertu du lemme
1.9 de [6]. '

3. ESTIMATIONS AUXILIAIRES

3.1. LEMME. On a pour tous e>0 A>wlye 0=0 ¢ p=0,1,
ar 1
di? e(A+ o) —o?

[e(A+ o)l I+ AT | < (—1)P

ai?

La démonstration coincide avec celle de l’inégalité 3.1 (2) de mon
travail [6], cette formule ne dépendant que de P’inégalité 2.3 (1) de [6]
qui est identique & l’inégalité 2.3 (2) du travail présent.

'3.2. LEMME. On a pour tous £¢>0, 6=>0, A>Vo/2e +wlye et p

=0,1,...
’ (At o) —ol——

(1) l,

-1

ar 1

<(=1)7
(1)

(42
1+4-2
A 21)

ar?

2

Pour la démonstration, voir celle de 3.4 (2) dans [6] et la remarque
qui vient d’étre faite au sujet du lemme 3.1 qui précéde.
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3.3. PROPOSITION. On a pour tous A >w? ¢>0 e p =0,1,...

@r M
<e(—1)P—_ .
(=1 T

dp
w

1 1\t
2 — —
Y (/1 I+A—I+= A)

Pour la démonstration, on procédera comme dans celle de 3.5 (2)
de [6]; voir aussi la remarque au lemme 3.1.

3.4. PROPOSITION. On a pour tous xe D (4%, 1> v’ e>0etp =0,1,...

ar 1 1 1 -t ar
1 —|AI+2—I+—4 — AL+ A)!
() “dzps( +8+a)wdl"(+)m
dr 1 2M M
< (1P [ el e — g Mall+e s 4%l .
A+ —
&
Démonstration. On peut écrire
1, 1.1\ \ _
(2) —\PI+A—I+4+—A) = (ePI+AI+A),
&€ & €

d’olr en vertu de 1.10 de [6]
(3) (RI4+AI+A)'—(AI+A) " = el(el2T+AI+A) (AL +A4)~ %
En se servant du lemme 1.11 de [6], on déduit de (2) et (3)

1., 1 1\ _
(4) —(ABI+A—I+—A) z—(AI+A) 'z
& & &€

= (elI4+AI+A)'e— AT+ A4) 'z

' 1
_ 2 ~1,_ _
_ [((sz NI+ Ao o
1 1 1
— _1 — — — —
[(H—I—A) x 7 w]+[slz+l l]m
- - BRI+ AT+ A) At ~ AL+ 4) Az — — o
eA24 A A A+1/e
1 11 1
= — —_— —_—— - A_ —_—
Atifs " (slz—l—l A)MI—'_A) v

1
= iy [EFI+AI+4) " do— (AT + 4)™ 4o])
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1 1
- I+4)'4
a1 0T g, WA Aot

A
I “YAI+4+A)'A
+ rie (A" I+AI+A)y " (AI+A) Ax

1 1
- Ay4
a1 Ut gy WA Aet

+ (A2 + AT+ A)'[Az — (AL + A) ' A%2]

A+1]e

1 1
— A -1
a1 T Ty WA Ao

+

2 -1 . )
i PIHALEA) e |

_ 1 (]2 -1 '—1 2,,.
pEy (eA2I 4+ AT+ A) (AL + A) 'A%,

11 s’ensuit de 2.4 (1), 3.4 (2) (il manque un ¢ aprés le signe d’inéga-
lité) et 3.3 (1) & 1’aide de la formule de Leibniz (voir 1.2 de [6]) que 'on
a pour ¢ >0, A>w?et p =0,1,...

P P
(5) dip 3 +11 s (AL+4)7 < (=1) di,, ( 7 +11 s zf[wz)’
®) l ;; At1lle (eFI+AI+4)™) < (—1)7 dij’(l—}—ll/s A_l_nwz)’
e 1 ' !
(7) “ PR (elzl—l-lI—I—A)“l(lI—l-A)'l‘
capd (LX)
di? \1+1/e (A— )

-Mais on a pour tout ¢ >0, 1 > w?et p =0,1,... d’aprés 1.2 et 1.3

@11 @ 1
8) _1)? <e(—1fm—
®) U it ame S Y
w1 1 a1
9 —1)? <e(—1)°— )
®) U am 7517 ety STV am ooy

Les inégalités (5)-(9) et ’identité (4) entrainent (1) immédiatement.
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3.5. PROPOSITION. Il existe pour tous xeE et 8 >0 un ¢y > 0 tel que,
quels que soient 0 < e< gy, A >w? et p=0,1,..., on a

by, .1 - g ,
” P 11+z I4= A) w—— AL+ A) 0

<(-p» 2 1 uwu+adp( 1, 1 )
= di? A+1/e d*\i—w?  (A—??)]

Démonstration. D(4?% étant dense, il existe une suite Z,eD(4?),
ol k=1,2,..., telle que Z, > x avec k — oo. Soit

Ty = — el = .
llell « 11Zgll =" « s 8i Z, # 0.

Il est facile de voir que pour tout ¥ =1,2,...

1) : o e D(4?),
(2) llxll < llell
(3) z,—>x lorsque k— oo.

11 existe en vertu de (3) et 3.3 un %, tel que

-1

1 ar 1
(121-1—). I+1A) (. — )

ar? A— w?

ar
di? ¢

é
< (=17
(1)

w |
pour tous £ >0, 1 > 0%, p =0,1,... et k> F,.
En vertu de (3) et 2.4, il existe en outre un %, tel que

a1
<—(—1——
\3( 1) di? 1— w?

(5) (AI+A)" (@ —m)

D
‘dl”
pour tous 2 > 0% p =0,1,... et k> k,.

Soit &k, = max(k,, k,).
Vu que z; ¢D(4%) d’aprés (1), il résulte de 3.4 que

r4

dar?

a’ 1

FTERp AL+ A) 'z,

(6) ‘ (,121+,1 A)_lwko_

ar 1 2M M
G P A AR FEN RN e N |

pour tous ¢ >0, A >w?2et p =0,1,...
On a en vertu de (2)

(7) gl < ol
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Considérons un ¢, > 0 tel que 1’on ait pour tout 0 < e << ¢

0
(8) eldzll< 5 ot elldiz <9

ce qui est toujours possible. On conclut de (7 ) et (8) d’aprés (6) que

-1
2 I -
(9) N FTT }.I—l—l I+ — A) Ty — FTE (). +A4)? Ty, l
: ar 1 ar 1
< (—1)\? —(—1)? —1)\?

quels que soient 0 < e<<¢gyy, A >0 et p=0,1,...
Enfin, l’inéga.lité suivante est manifeste:
P

d
2 _ -1
(10) “ FTTRp AI+}. I+ — A)w P (AI+A) 2
dp 1 ar -
FTT (1214-2 sI-}— A) By — I3 (AI4+4) lw,,o +
@ 1., P -1

pour tous e >0, A >w2et p =0,1,...
Ceci étant, I’énoncé & démontrer résulte de (10) et (9) en appliquant
(4) et (B) avec k = k,.

4. EXISTENCE ET CONVERGENCE DES SOLUTIONS
DU PROBLEME HOMOGENE '

4.1. THEOREME D’EXISTENCE. Il existe pour tout xe D(A) et tout ¢ >0
une fonction unique u,e R* — E satisfaisant aux conditions suivantes:

(a) u, est deux fois contindment dérivable sur R,

(b) u,(t)e D(A) pour tout te R,

(c) eu, (t)+u,(t)+ Au,(t) = 0 pour tout te R,

(d) u,(0.) =0 et u,(0,) = .

" En outre, les conditions (a)-(d) étant satisfaites pour un weD(A), un

e > 0-et une fonction u,e R* — E, on a

(1) e ()| < eMe™ @]  pour tout te R*
et, de plus, xe D(A) entraine
(2) s ()| < €~ -+ Mte™™ || A

La démonstration des propriétés (a)-(d) se trouve dans mon travail
[6]. Reste & établir (1) et (2). Fixons un & > 0.
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D’aprés le théoréme d’existence du travail précité [5], il existe aussi
deux constantes K et » telles que

(3) llu, (1) < Ke¥||a|| ‘pour tout te RF.
L’opérateur 4 étant fermé, on déduit aisément de (a)-(c) et (3) que

by -1
(4) f e u,(v)dr = (121+1%I+—1—A) @
0

pour tout 2 > x et 1 > w?.
L’inégalité (1) en résulte en vertu de 3.3 et 1.5.
D’autre part, on a pour 4 > x et 1 > w?

00

-1
(5) fe“’u:(t)dr=A(}.ZI+A%I—|—%A) P
0

-1

-1
=(1+l) (;_2+).l)(}.21+}.i1+i11) x
e /. € € &

-1 -1 -1
= (,H-l) m-(ﬂ-}-—l—) i(lzI—l—},i +iA) Az,
&€ & £ € &
L’inégalité (2) en résulte en vertu de 3.3 et 1.5 & 1’aide de la formule
de Leibniz (voir 1.2 de [6]).
4.2, THEOREME D’EXISTENCE. Il ewxiste pour tout xe E et tout ¢ >0
une fonction unique u,e R — B satisfaisant aux conditions suivantes:

(a) u, est continue sur Rt et bornée sur Vintervalle (0, 1),
t T

(b) ffue(a)dodreD(A) pour tout te R,
00

t t =
(c) eu,(?) +fu,(a)do+Affu,(a)dodt = elx pour tout te R,
0 00

En outre, les conditions (a)-(c) étant satisfaites pour un xe K, un ¢ >0
et une fonction u,e Rt — E, on a

(1) 4. (1)]| < eMe®™|lx||  pour tout te R*.

La démonstration résulte aussitét de 4.1 vu que l’opérateur A est
fermé.

4.3. PROPOSITION. Les conditions (a)-(d) de 4.1 entrainent, pour tous
e>0, xe E et u,e R* — E, les conditions (a)-(c) de 4.2.

La démonstration résulte immédiatement de 4.1, 'opérateur 4 étant
fermé.
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4.4. THEOREME D’ECART. Pour tout xeD(A?), toute famille de fonc-
tions u,e R* — E ot ¢ > 0 et toute fonction ue Rt — E assujettis aux condi-
tions (a)-(d) et (1) du théoréme 4.1 qui précéde et & celles de 4.2 de [6], on a

) 6™ [lo]] + 26 Me"™ || Axl| + e M te”* || A%,

quels que soient te Rt et ¢ > 0.

Démonstration. L'opérateur A étant fermé, on conclut sans peine
que, pour ¢ >0 et 1 > w?

‘iu,(t)—u(t) <
&

(2) f e u,(r)dr = (2.21+A 1 I—l—lA)_lw,
0 &€ €
(3) [ e u(r)dr = (AI+4)'a.

0
Ces égalités entrainent en vertu de 3.4 1’inégalité

(o] (o o]

1
fe“’rp—us(r)dr—fe—“r”u(r)dr
€

0 0

o
e rPe " dv||x|| + 28Mf e~ 1P dr || A +
0

(4)

<

00
+eM? [ e~ 1P+ e v || A% )|
(1]

pour tous ¢ >0, A >w? et p =0,1,... Il reste & se servir de 1.5 et de
I’inégalité (4).

4.5. THEOREME DE CONVERGENCE. Pour tout x < E, toute famille de fon-
ctions u,e RY — E o ¢ > 0 et toute fonction ue Rt — E, assujettis aux con-
ditions (a)-(c) et (1) du théoréme 4.2 qui précéde et & celles de 4.5 de [6], il
existe pour tout 6 >0 un g, >0 tel que

1
— U, (t) — u(?)
£

quels que soient te RY et 0 < & < &,.

- Démonstration. Il est aisé de vérifier que les identités (2) et (3)
de 4.4 sont satisfaites pour tout ¢ >0 et tout 1 > w? En vertu de ces
identités, on déduit de 3.5 1’existence d’un &, > 0 tel que

(2)

e P —u (r)dr— | e rPu(r)dr
f f

<f e“’t”e""dr||w||+6(f e~ M P e dr + f e“’r"i“e“’z'dt)
0 0 0
pour tous 0 < e<< g, A>w?etp=0,1,...

10 — Colloquium Mathematicum XXV.1
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L’inégalité (1) résulte de (2) en vertu de 1.5.

4.6. Comparons maintenant les résultats de la section 4 de [6] et du
travail présent. Supposons donc pour ce moment qu’un opérateur
A Q1 (E) satisfasse & I'hypothése 2.1 de [6].

Soient zeD (4%, ueRt — E une fonction assujettie aux conditions
(a)-(d) de 4.2 de [6], u,cR* — E, u,e R* — E, ol ¢ >0, des familles de fonc-
tions assujetties aux conditions (a)-(d)de 4.1 de [6]avecy = 0 et de 4.1
du travail présent. Nous avons pour ¢ >0 et ¢ >0

(1) I, (8) —u (B)]| < & Me”™ | A +& M2t e A%)),

(2) < ¢7|z|| 426 Me™™|| Aal| +¢ M 16| A%

L1 _
—Em-u®
|

L’importance de l'inegalité (2) provient de son application au pro-
bléme non-homogéne avec petit parameétre qui sera examiné dans la
section suivante. '

5. EXISTENCE ET CONVERGENCE DE SOLUTIONS
DU PROBLEME NON-HOMOGENE

5.1. PROPOSITION. Il existe pour tout ¢ >0 wune fonction uniqué
Hye RT— Q(E) satisfaisant pour tout xe E et tout te R aux conditions:
(a) #.()x est continue sur R+ et bornée sur Uintervalle (0, 1),

t z
() [ [#.(0)zdodzeD(A),
00

¢ t v
(c) M,(t)m+f9f,,(z)wdr+Af #,(0)zdodr = elw.
0 00 '
En outre,

1) 15, (t)| < eMe®™  pour tout te R* et tout & > 0.

C’est une simple conséquence de 4.2.

Les trois propositions 5.2-5.4 qui suivent seront démontrées simul-
tanément.

5.2. THEOREME D’EXISTENCE. Pour tout ¢ > 0 et pour toute fonction
he Rt — E satisfaisant aux conditions:

(I) b est continue sur R* et intégrable sur (0, 1),
(IT) h(t)e D(A) pour tout te R,
(IIX) la fonction t— Ah(t), ot te R*, est intégrable sur (0, a) pour
tout a > 0,
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la fonction u,e RY — E définie par Végalité
1 t
[*] u,(f) = -f%”,(t—-r)h(r)dr pour te R
&€
0

satisfait aux conditions:

(a) u, est deux fois contindiment dérivable sur R*,
(b) u,(0,) = %, (0,) =0,

(¢) u,(t)eD(A) pour tout te BT,

(d) ew, (8)+u.(t)+ Au,(t) = h(t) pour tout te R*.

En outre,

t
1) o (8)] < Me™ [ |h(z)|dz  pour tout te R*.
0

5.3. THEOREME D’EXISTENCE. Pour tout ¢ > 0 et pour toute fonction
he Rt — B assujettie & la condition

(I) h est intégrable sur (0, a) pour tout a > 0,
la fonction u,e R — E définie par Végalité [*] satisfait aux conditions:
(a) u, est continue sur R* et bornée sur (0,1),

t *
(b) [ fu,(c)dodre D(A) pour tout te R,
00

t it itz
(¢) &u,(t)+ fu,(v)dr+ A [fu,(0)dodr = [[h(c)dodx pour tout te R*.
0 00 . oe6

On a en outre Uinégalité (1) de 5.2.

5.4. PROPOSITION. Pour tous ¢ >0, heRt - FE et u,—~ R* - E sati-
sfaisant aux conditions (I) de 5.3 et (a)-(d) de 5.2, les conditions (a)-(c)
de 5.3 se trouvent également satisfaites.

La proposition 5.4 est manifeste, vu que l’opérateur A est fermé.
Pour établir la proposition 5.3, soient ¢ > 0 et he R* — E assujettis 3 la
condition (I) de 5.3 et u, la fonction définie par 1’égalité [*]. Alors la
condition (a) de 5.3 résulte aisément de [*] et 5.1. En vertu de 1.6, on
a pour te RF

(1.) fu,(r)dr = %f;f_r.}f,(a)h(r)dadr,
t = tt—r o
1
@) ofofu,(o)dadz — :JJ ofaf,(g)h(z)dgdadr.
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Il s’ensuit de 5.1 que, pour tout te Rt et tout 0 < v < ¢,

t—t o

(3) [ [#.(e)h(v)dedoe D(4),

t—7 o

t—7
(4) e, @—D)h()+[ H(h(v)do+A[ [#(e)h(r)dedo = &(t—7)h(x).
0 0 0
L’opéra.te{u' A étant fermé, on conclut de (1)-(4) que pour tout te R*

t T
(5) [ fue(0)dodzeD(4),

tt tr
(6) su,(t)+fu,(z)dz+Affu,(a)dodr =f(t—1:)h(1:)dt =ffh(a)dadr.
0 00 0 00

Mais (5) et (6) coincident avec (b) et (¢) de 5.3 respectivement. L’iné-
galité (1) de 5.2 résulte aussitét de [*] et de la proposition 5.1, ce
qui achéve la démonstration de 5.3.

Reste & établir 5.2. Posons pour e Rt et ¢ >0

t

(7) g.(8) = ——%e‘”‘fe""h(r)dr-{-h(t).

0

On vérifie aisément en intégrant par parties que
t
(8) eg.(t)+ [g.(v)dr = k(1) pour tout te R* et £>0.
(1]

Il s’ensuit de la condition (I) de 5.2 que
(9) la fonction g, est continue sur R* et bornée sur (0, 1).

L’opérateur A étant fermé, on déduit aisément des conditions (I)-
(I1II) de 5.2 que, quel que soit ¢ > 0,

(10) g.(1)eD(A) pour tout te R,
(11) 1la fonction ¢t — Ag,(t) ou te R* est intégrable sur (0, a) pour tout

a>0,
tr
(12) [[g.(0)dodreD(4),

tt

tr
(13) Affg,(or)dadt = fngs(a)dodr pour tout te R*.
00 00
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Soit pour te Rt et ¢ >0
1 t
(14) v,(t) = = f #,(i—7)Ag,(v)dv.
&
0

En vertu du théoréme 5.3 qui vient d’étite démontré,

(15) la fonction v, est continue sur Rt et bornée sur (0, 1),

tz
(16) [[v.(0)dodreD(4),
00

¢ tr tr
(17) ev,(1) + [v,(0)do+ A [[v,(0)dods = [ [ Ag,(0)dodr,

quel que soit te R*.
Posons & présent pour te R* et ¢ >0

it tr
(18) w,(t) = — [[v.(0)dodr+ [ [ g.(0)dodr.

D’aprés (9) et (15),
(19) la fonction w, est deux fois continfiment dérivable sur R*,
(20) w,(0,) = w,(0,) =0
et d’aprés (12) et (16),
(21) w,(l)e D(4) pour tout te R*.

En appliquant successivement (19), (21), (17), (13), (8) et (18), on
conclut que pour tout te R

(22)  ew, (1) +w,(t)+ Aw,(?)

t t tt tr
= —en,(t) +24,(8) — [v.(0)do+ [g,(0)do— A [ [v,(0)dodz+ A [ [ g,(0)dodr

. t tr it
= eg,(t) + [9.(0)do— [ [ Ag.(0)dodr+ A [ [ g.(c)dodz = h(t).

Il résulte du théoréme 5.3 que u, satisfait aux conditions (a)-(c)
de 5.3. En outre, on conclut de (19)-(22) d’apres 5.4 que la fonction w,
satisfait également & ces conditions, écrites pour w, au lieu de u,. En
vertu de 4.2 (unicité!), on a donc u, = w, et les conditions (a)-(d) de
5.2 résultent de (19)-(22). Enfin P’inégalité (1) de 5.2 est une conséquence
immédiate de (1) de 5.1, ce qui acheve la démonstration de 5.2.
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5.5. PROPOSITION. Il existe ume fonction unmique # e Rt — L(E) telle

que
(a) la fonction #(-)x est continue sur R et bornée sur (0,1) pour

tout xe B,
¢

(b) [H#(v)wdreD(A) pour tout xe E et tout te R,
0

¢
(¢) #(t)x+ [#(v)dr = x pour tout xe E et tout te R*.
-0
En outre,
(1) |92 )| < Me®™  pour tout te R*.

C’est une simple conséquence de 4.5 de [6].

Les démonstrations de trois propositions 5.6-5.8 qui suivent sont
connues de la théorie des semi-groupes d’opérateurs. Le procédé est ana-
logue & celui des démonstrations des propositions 5.2-5.4, mais il est
beaucoup plus simple. )

5.6. THEOREME D’EXISTENCE. Pour toute fonction he Rt — E sati-
sfaisant aux conditions (I)-(III) de 5.2, la fonction we Rt — E définie par
Dégalité

¢
[] u(t) = [#(t—7)h(x)dr  pour tout te R*

satisfait aux conditions suivantes:
(a) u est contindment dérivable sur R,
(b) «(0,) = 0,
() u(®)eD(A) pour tout te R,
(d) w'(t)+Au(t) = h(t) pour tout te R+,

En outre,
¢

(1) [l (B)} < MB"’Z‘f lh(z)|dr  pour tout te R*.
[}
. 5.7, THEOREME D’EXISTENCE. Pour toute fonction he R — E satisfai-
sant & la condition (1) de 5.3, la fonction ue Rt — E définie par Végalité [3]
satisfait aux conditions suivantes:
(a) u est continue sur Rt et bornée sur (0, 1),

t
(b) fu(r)dre D(A) pour tout te R,
0 ¢ ¢
(¢) u(t)+Afu(r)dv = [h(r)dr pour tout te R*.
0 0

On a en outre Uinégalité (1) de 5.6.

5.8. PrROPOSITION. Pour tous he Rt — FE et we R* — E satisfaisant
aux conditions (I) de 5.3 et (a)-(d) de 5.6, les conditions (a)-(¢) de 5.7 sont
également satisfaites.
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5.9. THEOREME D’ECART. Pour toute famille de fonctions u,e R — E
o & > 0, toute fonction ue Rt — E et toute fonction he R — E satisfaisant
aux conditions

(I) la fonction h est continue sur R* et intégrable sur (0, 1),

(II) h(t)e D(A?) pour tout te R*,

(IXI) les fomctions t— Ah(t) et t— A*h(t) ou te R*, sont intégrables
sur (0, a) pour tout a > 0,

(IV) (a)-(d) de 5.2 et 5.6,
on a

t
1) @ —uw®l< [eIhE—1)ld+

¢ ¢
+2eMe®™ [ ||Ah(7)||dv + e M*te”™ [ || A% (7)| dr,
0 0

quels que soient te RY et ¢ > 0.

‘Démonstration. Il s’ensuit de 4.1, de [6] 4.2 (unicité!), de 5.2 et
de 5.6 que pour tout te R* et ¢ >0

t t
(2) u, (f) =%f3f,(t—t)h(t)dt =%f9f,(r)h(t—r)dr,

t t
(2") u(t) = [ #E—7)h(x)dr = [ #(7)h(t —7)dx.

D’autre part, 5.1, 5.5 et 4.4 entrainent pour tous te R*, 0 <t <t
et ¢ >0 ’

3) “%m(rm(t—r)—mr)h(t—z) < e (-l +

+ 26 Me® || AR (t — 7)|| + e M2 7e®™ || AR (t — 7).

La thése (1) est une conséquence immédiate de (2'), (2'') et (3).

5.10. THEOREME DE CONVERGENCE. Pour toute famille de fonctions
u,e R — E o ¢ > 0, toute fonction we R* — E et toute fonction he Rt — E
assujetties aux conditions
’ (I) la fonction h est intégrable sur (0, a) pour tout a > 0,
(IT) (a)-(e) de 5.3 et 5.7,

il existe pour tout 6 >0 un ey >0 tel que pour tout te RT et 0 < e< g
t 9 . t

(1) @ —u@) < [e IR —1)|dr+ 5(e**+ te”) [ b (o)l dx.
0 0

Démonstration. Il s’ensuit de 4.2, de [6] 4.4 (unicité!), 5.3 et
5.7 que les égalités (2'), (2'') de 5.9 sont satisfaites.
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Admettons d’abord qu’il existe un ensemble mesurable X < Rt et
un vecteur ze K tels que

@) h(1)={w pour ve X,

0 pour ve RT\X.

11 résulte de 5.1, 5.5 et 4.7 que pour tous te RH, 0 <r<tet 0 < e<e

“—— T)Vh(t—1)—#(t)h(t—1)

< e~ MR (t— )|+ (e +we | B (t— )],

d’out (1) en vertu des éga,lités (2') ot (2"') de b.9.
Dans le cas général, il est facile d’étendre la démonstration en appro-

chant la fonction % par une suite h, de fonctions étagées, telle que pour
tout ae R+

[ I8 —h(&)|dE >0  avee k— oo
0

et en utilisant le raisonnement employé dans la démonstration du théoréme
de Banach et Steinhaus.

Remarque 1. I1 y a lieu a a,jouter quelques mots sur le comporte-

ment asymptotique du membre f e**|h(t —7)||dr dans les formules (1)
de 5.9 et 5.10.
Deux propositions suivantes sont faciles a vérifier:

8i la fonction h satisfait & la condition (I) de 5.3, on a pour tout te R*
t
[**] [e"h@—1)|dr—>0 lorsque e —>0,.
0

8i la fonction h est mesurable et bornée sur Vintervalle (0, @) quel que
soit a >0, on a la convergence [**] umiformément pour 0<<t<< a, quel
que_soit a > 0.

Remarque 2. Les démonstrations des théorémes 4.6 et 4.7 sont
construites de fagon qu’elles soient indépendantes des théoréemes d’exi-
stence 4.1, 4.2 du travail [6], de méme que de 4.2 et 4.4 du travail présent.
Un tel procédé est naturellement réalisable aussi pour les théorémes 5.9
et 5.10, mais il serait tellement long et fastidieux qu’il est préférable
de fonder les démonstrations sur les théorémes d’existence, qui sont
relativement simples.
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6. EXISTENCE ET CONVERGENCE DES DERIVEES DES
SOLUTIONS DU PROBLEME NON-HOMOGENE

6.1. Admettons & présent les hypothéses 2.1 du travail [6] précité.

6.2. THEOREME D’EXISTENCE DE LA DERIVEE. Pour tout xze E, tout
e >0 et tout u,e Rt — E assujettis aux conditions (a)-(c) de 4.2,

(1) la fonction u, est contindiment dérivable sur R*,

(2) . @) < 2Me*™ || pour tout te R*.

Démonstration. En vertu de 4.4 du travail [6], il existe une fonc-
tion v,e R* — F satisfaisant aux conditions: ‘

(3) elle est continue sur R* et bornée sur (0, 1),

itz
(4) [[v.(0)dodreD(A) pour tout te R,
00

1] tr
(5) ev,(t)+ [v,(0)do+ A [[v,(0)dodr = ex+tx pour tout teR*.
(1} 00

Posons pour te Rt

t
w0 = [ [0 = uto|as.
0

L’opérateur A étant fermé, on déduit aisément de (3)-(5) et des condi-
tions (a)-(c) de 4.2 que ces conditions se trouvent satisfaites pour w, au
lieu de u,. En outre, 'unicité de la fonction u,, établie également dans
le théoréeme 4.2, entraine u, = w,, d’ou la thése (1), et, enfin, la condi-
tion (1) de 4.4 du travail [6] et celle de 4.2 enfrainent la thése (2), ce qui
achéve la démonstration.

6.3. THEOREME D’ECART. Pour tout xeD(A?) et pour toute famille
de fonctions u,e RY — E ot e > 0, les conditions (a)-(d) et (1) de 4.1 entrainent
pour tout te R* et tout ¢ >0

(1) [, ($)|] < €4 ||| + Be Me®™ || Aa]| + 26 Mte”™t | A% 4.

Démonstration. L’opérateur 4 étant fermé, on déduit aisément
des conditions (a)-(d) de 4.1 que

. R , 1 1 -1
(2) fe'“u,(‘r)d‘r = 1(121+Z:I+:A) x

0
1 11 \1
= [(l—l—;)(lzl-l'}.—e—I%-—A) w——(lI'l-A)_lw]—
&
1 -1
_[:(121+1£I+}_A) m—(lI-{-A)“lm],
& &

d’oti 1a thése (1) en vertu de 3.6 de [6], et de 3.4 et 1.5 du présent travail.



























