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Introduction. Cet article 2 pour objet d’étudier les idéaux maximaux
de codimension infinie d’une algébre d’éléments analytiques au sens de
Krasner. Soit un infraconnexe fermé borné D d’un corps algébriquement
clos ultramétrique complet K ; en utilisant les résultats de [2] concernant
la caractérisation des semi-normes multiplicatives continues de 1’algeébre
de Krasner H (D) par des filtres circulaires de D, et grice aux résultats
de [8] montrant que tout idéal maximal de H (D) définit au moins une
semi-norme multiplicative continue, nous chercherons & associer & chaque
idéal maximal de codimension infinie .# un filtre circulaire particulier #
tel que # soit ’idéal des éléments f € H (D) tels que

limf(x) = 0.
F

On retrouvera naturellement les problémes eclassiques d’analycité
et on utilisera fréquemment la notion de 7-filtre [3].

Ce probléme est en rapport avec celui évoqué par B. Guennebaud
concernant ’existence de plusieurs valeurs absolues continues dans une
extension I' de K munie d’une structure de K-algébre de Banach et nous
tenterons de confirmer dans le cas des algébres H (D) sa conjecture selon
laquelle si le corps résiduel de K ou si le groupe des valeurs de K est non
dénombrable, alors I' n’admet qu’une seule valeur absolue continue.

I. FILTRES CIRCULAIRES DISTINGUES

1. Rappels et notations. Rappelons trés briévement quelques résultats
et détinitions de [1] et [2]. Dans tout cet article, on désignera par K un
corps algébriquement clos possédant une valeur absolue |-| ultramétrique
pour laquelle il est complet, et par k& son corps résiduel.

Soit D un fermé borné de K et soit K (D) la K-algébre des fractions
rationnelles () € K (x), sans péle dans D. Si D est infini, on note ||-||p la
norme de la eonvergence uniforme sur D et on note H (D) la K-algébre
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de Banach complétée de K (D) pour cette norme. Les éléments de H (D)
sont appelés éléments analytiques au sens de Krasmer sur D. Rappelons
quelques propriétés élémentaires.

+ Pour tout point a € D Vidéal #(a) des éléments de H (D) nuls au
point a est un idéal maximal de codimension 1 et, d’aprés le théoréme
IV.2 de [1] et le théoreme I 3 de [4], il est clair que £ (a) est engendre

par le polynéme z —asia € Det que f (a) n’est pas de type finigsia € D — D.
Réciproquement, pour tout idéal maximal # de codimension 1 de H (D),
I’homomorphisme ¢ de H (D) sur K tel que Kerp = .# est continu et si
I’on note a = ¢(x) il est clair que ¢(f) = 0 si et seulement si f(a) = 0,
donec A = S (a).

L’étude des idéaux maximaux de codimension infinie d’une telle
algébre H (D) utilise les propriétés des semi-normes multiplicatives conti-
nues d’une K-algébre normée.

Soit A une K-algébre normée dont 1a norme est notée ||-|l. On notera
Mult(4, ||-]|) ’ensemble des semi-normes multiplicatives de A continues
pour la norme ||-|. ‘

I1 est clair que l’ensemble Kergp des xze A tels que ¢(zr) =0
(p eMult (A4, ||-|)) est un idéal premier. On notera Mult,, (4, {|-||) ’ensemble
des ¢ e Mult(4, | -||) tels que Kerg soit un idéal maximal de 4 et on notera
Mult, (4, [|-|]) I’ensemble des ¢ € Mult(4, ||-||) tels que Kerep soit un idéal
maximal de codimension 1.

Le théoréme 1 de [8] a pour conséquence la proposition I.1.

ProroSITION I.1. Pour tout idéal maximal # d’une K-algebre de
Banach A, le corps I’ = A | # muni de sa structure de K-algébre de Banach
quotient admet au moins une valeur absolue continue |-| et st @ désigne la
surjection canonique de A sur I', Vapplication ¢: x — |®(x)| est telle que
Kergp = .#. ’

L’étude de Mult(H(D), ||-llp) (ot D est un fermé borné infini
de K) a ébé faite dans [2] et [6]. Nous allons en rappeler les principaux
résultats qui utilisent notamment la notion de filtre circulaire. Précisons
d’abord quelques notations.

Soit @ € K et r > 0. On notera d(a, r) I’ensemble des & € K tels que
|& —a| < r, appelé disque circonférencié de centre a de diametre r. De méme,
Pensemble d~ (a,r) des £ € K tels que |£—a| < r est appelé disque non
circonférencié de centre a de diamétre r.

On notera C(a,r) ’ensemble des & € K tels que |§—a| = r (appelé
cercle de centre a de rayon r). Enfin soit a € K et soient r,, 7, € R tels que
0 < r, <r,. On notera I'(a, r,, r,) ’ensemble des & € K tels que r, < | — a|
< 7.

D’autre part, on appellera classe d’'un disque circonférencié ou d’un
cercle de diamétre r tout disque non circonférencié de diamétre r inclus
dans ce disque ou ce cercle.
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Enfin, pour toute partie bornée D, de diameétre R, de K, on notera D
le plus petit disque circonférencié contenant D, c’est-a-dire d(a, R) pour
aeD.

On appelle filtre circulaire de K un filtre de K qui admet un systéme

générateur de la forme DUPD (que I’on. nomme systéme générateur canonique),
ou @ est une suite strictement décroissante de disques circonférenciers d,,

(o ’on note r = limdiam(d,)) et ou ® est la famille des couronnes

n—o00

I'(a,ry, r,) telles que

ac(d et r<r<r,
deF ~

(en particulier, @ est la famille vide si M d =9).
deF —
Le nombre r est appelé diamétre de & ; on note 4(¥) I’ensemble (d,
neN
et les points de ‘4 (&) sont appelés centres de #. De plus, on dit qu’un filtre

circulaire est large si son diametre est positif (c’est-a-dire si ce n’est pas
un filtre de Cauchy).

Enfin, pour tout filtre # dans K sécant 4 une partie D de K (c¢’est-2-
dire tel que FnD 3 @ pour tout F €F), on notera # nD le filtre induit
par F sur D (c’est-a-dire le filtre défini dans D par les FnD, F e€%).

Nous résumerons les résultats de [2] et [6] par le théoréeme I1.1.

TutorEME L1. Soit D un fermé borné. Pour tout ¢ € Mult (H (D), |- lIp)
il existe un filire circulaire unique %, sécant a D tel que

o(f) = lim |f(x)]
FonD

et Vapplication ¢ — F, est une bijection de Mult (H (D), |- || p) sur Vensemble
des filtres circulaires de K sécants a D.

De plus, ¢ eMulta(H (D), ||-||D) 8i et seulement si F, est un filtre de
Cauchy; alors, st ¢ € Mult, (H (D), |l-||D), F,nD est le filtre des voisinages
d’un point a € D et Von a ¢(f) = |f(a)| pour tout f € H(D).

Nous considérerons uniquement des filtres circulaires sécants & 1’en-
semble D considéré et il est immédiat de voir que si deux filtres circu-
laires de K ont une méme intersection avec D, ils sont égaux. On nommera
donc filtre circulaire de D ’intersection avec D d’un filtre circulaire de K
sécant & D et on pourra confondre sans intonvénient tout filtre circulaire
de K sécant 34 D avec son intersection avec D.

Alors, si.# est un filtre circulaire de D, on notera 4(#, D) I’ensemble
A(F)nD (ou I'on considére & comme filtre circulaire de K).

D’autre part, nous dirons ici qu'un filtre circulaire & est entouré
par un filtre circulaire ¢ si 'un des éléments de & est inclus dans 4(%).

Enfin, on a défini dans [2] la notion de filtre monotone de K que
Pon peut résumer de la facon suivante: un filtre ¥ de K est décroissant
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8’il admet un systéme générateur de la forme F N CA(F), ou F est un
filtre circulaire large de K, et un filtre ¥ est croissant 8’il admet un systéme
générateur de la forme # nd, ou F est un filtre circulaire et ou d est 'une
des classes du disque 4(%). Alors d est le plus petit disque appartenant & %.

Enfin, on appelle filtre monotone de K un filtre croissant ou décrois-
sant. Alors, il est clair qu’avec les notations ci-dessus, le filfre & servant
a définir le filtre décroissant ou croissant ¢ est le seul filtre circulaire
sécant & ¢. On appelle filtre circulaire associé a ¥ et nous dirons iei qu’un
filtre monotone ¥ est entouré par un filtre circulaire &’ si son filtre circu-
laire associé # est entouré par #'. De méme nous dirons que #' est entouré
par ¥ 8i F' est entouré par F.

Alors, si D est un fermé borné de K, on appelle filire monotone de D,
Pintersection avee D d’un filtre monotone de K sécant & D. D’autre part,
8i 4 est un filtre décroissant de D et si F est son filtre circulaire associé,
on appelle plage de ¥ 1’ensemble '

2(9) = A(#, D); -

81 ¢ est un filtre croissant de D, et si &F est son filtre circulaire associé,
on appelle plage de ¥ 1’ensemble

2(9) = (Cd)nD,

ol d est le plus petit disque appartenant 3 #. Enfin, pour tout filtre mono-
tone # de D, on appelle chapeau de F, noté (&), le complémentaire de
P(#) dans D.

Rappelons qu’une partie D de K est dite infraconnere si, pour tout
a € D, ’adhérence dans R de 1’ensemble des |vr —al|, € D, est un inter-
valle.

On a défini dans [2] une fonction w4 (f, u) associée & un filtre décrois-
sant & sur un infraconnexe D, pour un élément analytique f € H(D) et
un nombre réel u. Nous allons tenter de résumer cette définition.

Soit D un infraconnexe fermé borné et soit d(a, r) un disque circonfé-
rencié inclus dans D. Alors il existe un filtre circulaire unique & de K
tel que 4(&) = d(a,r) et on montre que & est sécant & D; notons Pgq,y
la semi-norme multiplicative de H (D) qu’il définit: on a donc, pour tout
fe H(D),

Patan(f) = lim |f()].

z—al—>r
|z—al#r
xeD

On note
Vo(fyu) = — log‘Pd(a,exp(p))(f) (u € R)

et on sait qﬁe la fonction de valuation u — v,(f, ) (& valeurs dans
]— o0, 4+ oc]) est continue et, dans les intervalles ou elle est bornée, elle
est affine par morceaux [2] et [12].
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Considérons maintenant un filtre décroissant # de D, de diameétre R
et soit f € H(D). On sait que # admet pour base une suite D, de la forme

(@80, 72)— () d(a5, 7] D,
=1 )

ou d(a,,r,) est une suite décroissante de disques circonférenciés. Alors,
pour r > r,, on a d(a,,r) = d(a,, r) pour tout n > p et, par suite, si 'on
considére fe H(D), la suite n — @y, (f) est constante pour = > p,
de sorte que, pour tout r> R, la smte N = Paa,,n)| f ) admet triviale-
ment une limite.

Afin de pallier I’absence éventuelle de centre pour le filtre décroissant
F, on définit la fonction u — ws(f, ) dans Pintervalle ]— oo, —log RJ,
a valeurs dans ]— oo, + o], par

w.f(f’ l‘) = _logi( lim ‘Pd(an,exp(p))(f));

alors cette fonction est continue et, de plus, dans tout intervalle oi elle est
bornée, elle est affine par morceau [2].

D’autre part, il est clair que le filtre circulaire & associé & F définit
une semi-norme ¢ de H (D) telle que

—loggp(h) = wg(h, —logR)..

Nous dirons qu'un élément f € H (D) est annulé par un filtre ¥ de D
8i 'on a

limf(x) =0
14
et nous noterons . (¥) 'idéal des f € H(D) tels que
limf(x) = 0.
g

Maintenant, si # est un filtre décroissant de diarhétre R, la propriété
m  wg(f, u) = +oo

p—>—log R
implique f € # (& ). Nous dirons que f est strictement annulé par un filtre
décroissant & de diameétre R si 'on a

lim w,(f,p) +oo et wg(f,u)<< +o0 pour tout u< —logR.
#—>—logR \

De méme, s8i & est un filtre croissant, de centre a, diamétre R, nous
dirons que f est siricltement annulé par & si 'on a -

lim o,(f, p) = 400 et v,(f,u)<< +o0 pour tout u> —logR.

u—>—-log R

Les ﬁltres monotones & pour lesquels il existe un élément f strictement
annulé par & sont caractérisés i ’aide de la disposition et du diameétre
des trous de D et ils sont appelés T-filtres ([3], théoréme 1.6).
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2. Filtres circulaires distingués. Nous allons caractériser les idéaux
maximaux de codimension infinie par les filtres circulaires distingués que
nous allons définir.

Nous dirons qu’un filtre circulaire # d’un infraconnexe D est sous-
distingué 8’il posséde les deux propriétés suivantes:

(1) A4(#, D) est vide ou bien admet une partition par une famille
de chapeaux de T-filtres croissants.

(ii) Tout T-filtre décroissant de A(#, D) est sécant & au moins un
chapeau de T-filtre croissant de 4(#, D).

De plus, nous dirons qu’un filtre circulaire sous-distingué est distin-
gué §’il posséde la propriété (iii):

(iii) 4(#, D) est égal & D, ou bien a la plage d’'un T-filtre décroissant
de D.

LEMME I.1. 8¢ F est un filtre circulaire distingué d’un infraconnexve
fermé borné D, I (F) n’est inclus dans aucun idéal maximal de codimension 1.

Démonstration. On a vu que tout idéal maximal de codimension 1
est de la forme £ (a) (ou a € D). Or pour tout a € 4(F#, D) il existe un T'-filtre
g croissant de A4(#, D) de centre a et il existe donc un élément f € H (D)
strictement annulé par J, tel .que f(a) # 0, de sorte que fe J(¥) et
J(F) ¢ S(a). De méme, pour tout a e D— A(¥#, D), grace a la condi-
tion (iii), il existe un 7T-filtre décroissant 7’ entourant &, tel que f(a) # 0
de sorte que fe S (F) et S (F) ¢ S(a).

LeMME 1.2. Deux filtres circulaires distingués distincts définissent
des idéaux incomparables.

Démonstration. Soient #, et #, deux {filtres circulaires distingués
distinets. Supposons d’abord &, entouré par #,. Alors A(#,, D) # D,
donc A(#,, D), qui contient strictement A4(#,, D), admet au moins un
T-filtre décroissant 7 non sécant & 4(F,, D) et I est done sécant & un
chapeau de T-filtre croissant & de A(#,, D). Alors il existe un élément
f e H(D) strictement annulé par &, et non annulé par J, de sorte que
fESF(F,) et feF(F,) et il existe g € H(D), strictement annulé par 7,
et non annulé par £, de sorte que g ¢ #(%,) et g € #(#,), ce qui prouve
que S (#,) et J(#,) sont incomparables.

LEMME 1.3. Soient F et ¢ deux filtres circulaires de diametres R et S
d’un infraconnexe fermé borné D tels que 4 entoure F. Alors on a S (F) >
D S(9) (respectivement S (F) < S (%)) si et seulement st F n’est entouré
par aucun T-filtre croissant de diametre r € IR, S] (respectivement décrois-
sant de diamétre r € [R, 8[).

Démonstration. Soit J un T-filtre croissant entourant # et de
diametre r € 1R, S8]; il existe des éléments f e H (D) strictement annulés
par 7, donc annulés par 4 et non annulés par (&) de sorte que £ (¥) # £ (¥%).
Réciproquement, si # n’est entouré par aucun T-filtre croissant de dia-
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metre r € 1R, 8], la relation
wg(f, —1log8) = + o0
implique
wg(f, u) = +oo pour tout u e[ —logS, —logR[,

d’ou wg(f, —logR) = + o0 et F(¥) <« J(F). De méme, si J est un 7T-
-filtre décroissant entourant &, de diameétre r € [R, S[, il existe un élément
f € H(D) strictement annulé par 7 et donec annulé par #, mais non par %,
de sorte que S (F) ¢ F(¥), et si F n’est entouré par aucun 7'-filtre dé-
croissant de diametre r € [R, S[, alors J(F) < J(¥); le lemme 1.3 est
dorc établi.

Définitions. Soit D un infraconnexe. Nous dirons qu’une suite ¥,
de filtres croissants (respectivement décroissants) est ascendante si la suite
%(%9,) est croissante et nous appellerons diamétre de la suite %, la limite
de la suite diam(¥,).

" Nous appellerons sommet d’une suite ascendante ¥, le filtre des
parties de D de la forme |J 4,,4,€%,,9€N.

n=>q
Remarque. Si ¢, est une suite ascendante de filtres croissants et
8i son diameétre est B << + oo, il est clair que pour tout a € ¢(¥4,) (n € N)
le sommet de la suite ¥, est le filtre croissant de centre a et de diametre R.

Si %, est une suite ascendante de filtres décroissants, si son diamétre
est R> 0, et si
M 2(9,) #9,

neN

il est clair que pour tout a € (M) 2(¥,) le sommet de la suite ¥, est le
neN

filtre décroissant de centre a et de diamétre R.
Définition. Nous appellerons centre d’une suite ascendante tout
centre de son sommet.

THEOREME I.2. Le sommet d’une suite ascendante de T-filires est un
T-filtre.

Démonstration. Considérons par exemple une suite ascendante
de T-filtres décroissants 7, de diameétres respectifs r, et soit R le dia-
metre de la suite. . .

Pour tout entier n, considérons suivant les notations habituelles [3]
une suite caractéristique du 7-filtre J,: (dy,, ¥Ym)s @n)mn- Alors il existe
un rang M, tel que dj < r, et, par hypothése, on a

m—1

m ar\g
m o [](G) -

j-Mn
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Alors, pour tout n € N, soit

S — sup AP H (d:‘n)an
n _m>£n ymj-Mn d;g
et soit N, tel que
Nn 3 qn
[l <
dj ns,

j=Mn

Considérons maintenant la suite (d,,, y,,, ¢,,) définie lorsque

n+1

ﬁ‘N,;M,.< m< Y N,—M,
i=1

=1

par

n
(@msy Yms Gm) = (B5imys Yotm)s Qogmy)s OU (M) = m — Z(Nr-Mc)-

f=1

Alors il est immédiat de voir que cette suite (d,,, ¥,u; ¢,) satisfait

a,\Y
Lim (—m) =0
sy 7 (%
et comme par hypothése on a limd,, = R, on voit que le sommet de la
suite ¥, est un 7T-filtre. I1 est clair qu'une démonstration symétrique

prouve le résultat analogue lorsque les filtres -, sont croissants.

CorROLLAIRE I.1. Soit D wun infraconmexe borné admettant un recou-
vrement par une famille de chapeauw de T-filtres croissants € (7 ;);.;; alors D
admet une partition par une famille de chapeaux de T-filtres.

Démonstration. Pour tout a € D, soit r(a) la borne supérieure
des diameétres de 7-filtre J; (i ¢ I) tels que ae¥(J;). Alors, d’aprés le
théoréme 1.2, le filtre croissant de centre a, de diamétre r est un T-filtre
que ’on notera 7, et il est immédiat de voir que la famille (7 ,),.p
constitue une partition de D car si b ¢ ¢(7,), alors I, et I, sont
complémentaires [4] done

€C(T)Nn¥€(T,) =0.

Définition. Soit # un filtre circulaire distingué d’un infraconnexe D
et pour tout @ € A(#, D) soit 7, le T-filtre croissant de centre a et de plus
grand diametre. Nous appellerons partition canonique de 4(# , D) la famille
(T)a e dA(F, D). .,

THEOREME 1.3. 8¢ % est un filtre circulaire distingué d’un infraconnéxve D,
on a F(J,) = F(F) pour tout a € A(F, D).

Démonstration. Par hypothése, d’aprés la condition (ii), pour
tout a € A(#, D) et pour tout T-filtre décroissant v de A4(F, D), v est
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sécant & ¢ (7 ,) de sorte que le filtre circulaire 4 associé & I, n’est entouré
par aucun 7-filtre décroissant de diametre r e [diam (%), diam(#)[. De
méme puisque 7, est le T-filtre de plus grand diamétre, de A4(%F, D)
qui ait pour centre a, alors ¥ n’est entouré par aucun T-filtre croissant
de centre a, de diamétre r € ]diam (%), diam(#)] de sorte que finalement
S(F) = SF(¥9); or £(%9) = SF(T,).

II. CARACTERISATION DES IDEAUX MAXIMAUX
ET PROBLEMES D'UNICITE

1. Caractérisation. Nous nois proposons maintenant de caractériser
les idéaux maximaux par les filtres circulaires distingués.

LemuMe IL.1. SoitF un filtre circulaire dun infraconnexe fermé borné D
tel que S (F) soit un idéal maximal de codimension oo. Alors F est sous-
distingué et il existe un fillre circulaire distingué 9 qui entoure F tel que
SI(F) = SF(9).

Démonstration. Nous allons montrer que % satisfait nécessaire-
ment (i) et (ii). En effet, pour tout a € 4(F, D) il existe fe S (F) tel
que f(a) # 0; mais on a évidemment v,(f, —logR) = + oo; 80it u, le
plus grand des nombres u tels que v,(f, u) = + co. Alors f est strictement
annulé par un T-filtre croissant 7, de centre a, de diamétre exp( — u,) < 7,
de sorte que 4(#, D) > ¥(J,). Or, par définition,

U ¢, = 4(#,D),
acd(F,D)
done la condition (i) est satisfaite d’aprés le corollaire I.1.

Supposons maintenant que la condition (ii) ne soit pas satisfaite.
Alors A(¥#,D) # 0 et il existe un T-filtre décroissant J de A(#, D),
de diameétre r, qui n’est sécant & aucun chapeau de T-filtre croissant de
A(&, D). Alors, pour tout fef(F), on a feF(J) car wy(f, —logR)
= + o0, done

wy(f, u) = +00  pour tout y e[ —logR, —logr]

puisque J n’est sécant & aucun chapeau de T-filtre croissant. Donc S (&)
c J(J). Or puisque J est entouré par &, il est clair que tout élément
f € H(D), strictement annulé par .7 n’a,ppa.rﬁent pas & S (F) ce qui contredit
le fait que (&) soit maximal. Donc la condition (ii) est satisfaite et &
est sous-distingué.

Supposons maintenant que & ne soit pas distingué; alors il ne satis-
fait pas la condition (iii). Supposons d’abord que # ne soit entouré par
aucun T-filtre décroissant et soit R’ le diameétre de D. Soit ¥’ le filtre
circulaire de D de diamétre R', qui entoure #. Alors on a f(¥) < S(¥9')
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d’aprés le lemme 1.3, donc S (F) = S(¥') puisque S (F) est un idéal
maximal. Supposons enfin qu’il existe des T-filtres décroissants qui en-
tourent # et soit R’’ la borne inférieure de I’ensemble de leurs diameétres.
Alors, d’apres le théoréme 1.2, # est entouré par un T-filtre de diamétre R”.
Le filtre circulaire ¥’ de diameétre R" qui entoure & est tel que J (%)
= S(¥") (toujours grace au lemme 1.2) et le filire ¥ = ¥’ ou 4"’ que nous
avons fait apparaitre est sous-distingué, puisque (%) est maximal et il
est clair que ¢ satisfait la condition (iii), ce qui achéve la démonstration
du lemme II.1.

ProrosiTioN II.1. Soit # un filtre circulaire distingué d’un infracon-
nexe fermé borné D. Alors S (F) est un idéal maximal de codimension infinie
de H (D).

Démonstration. Soit .# un idéal maximal contenant # (#). Alors .#
est de codimension infinie car sinon .# serait de la forme #(a) (ou a € D)
et on aurait donc f(a) = 0 pour tout fe f(F), ce qui contredit le fait
que # soit distingué. Alors, d’apres le lemme II.1, # est de la forme
S (%) ou ¢ est un filtre circulaire distingué. Mais, d’aprés le lemme I.2,
on a ¥ =%4.

THEOREME IL.1. L’application # induit une bijection de Uensemble
des filtres circulaires distingués sur Densemble des idéauxr mavimauxr de
codimension oo.

Démonstration. Grace au lemme I.2 et & la proposition II.1,
il est clair que # induit une injection de ’ensemble des filtres circulaires
distingués dans l’ensemble des idéaux maximaux de codimension oo.
Mais, griace & la proposition II.1 et au lemme II.1, tout idéal maximal
de codimension oo de H (D) est de la forme (&%) ou & est un filtre circu-
laire distingué, ce qui prouve le théoréme.

COROLLAIRE II.1. Un idéal maximal d’une algébre de Banach H (D)
sans tdempotent différent de 0 et 1 est

ou bim principal, de codimension 1, de la forme S (a) = (v — a)H (D)
ou ae D

ou bwn de type infini, de codimension 1, de la forme £ (a) o a € D — D

ou bien de type et codimension infinis, de la forme S (F) ou F est un
filtre circulaire distingué.

2. Filtres distingués réguliers. Nous allons chercher maintenant & quelle
condition on peut avoir un filtre sous-distingué ¢ et un filtre distingué #
tels que S (F) = S (9).

ProrosiTiON II.2. Soit 4 un filtre circulaire distingué de diamétre
8 et soit F un filtre circulaire sous-distingué de diaméire R tel que
I (F) = SF(¥%). Alors 4 entoure F et, pour tout acD tel que w,—(a)e
e[ —log8, —log R}, a est centre d’un T-filtre croissant de diamétre o <p ),
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Démonstration. Il est immédiat de voir que ¥ entoure # car #
est entouré par un filtre circulaire distingué ¥’ tel que # (9') = S (F) =4 (9).
Or S(%) = #(¥') implique ¥ = ¥ d’aprés le lemme 1.2. D’autre part,
puisque % est distingué, pour tout a € 4(¢9, D), a est centre d'un T-filtre
croissant 7 de diamétre o < 8. Mais puisque J n’entoure pas %, on
a —logo > ws(a), ce qui prouve la proposition II.2.

Définition. Nous dirons qu’'un filtre circulaire distingué % d’un
infraconnexe fermé borné D est régulier si D n’admet pas de filtre circu-
laire sous-distingué &, différent de ¥, tel que S (¥F) = S (¥). Si ¥ n’est
pas régulier, nous dirons que ¥ est irrégulier.

Définition. Nous dirons que la partition canonique %(7,),.s#,n)
d’un filtre circulaire distingué est contigue si pour tout a € 4(#, D) on
a diam (7 ,) = diam(&).

THEOREME I11.2. Un filtre circulaire distingué F est régulier si et
seulement st A(F , D) est vide ou bien admet une partition canonique con-
tigue.

Démonstration. Il est évident que si A(F,D) =0 alors F est
régulier. De méme, il est facile de voir que si 4(#, D) admet une partition
canonique contigue, alors # est régulier. En effet, si ¢ est un filtre circulaire
sous-distingué tel que S (%) = S (&), on sait que ¥ est sécant & 4(F, D)
de sorte que l'un des filtres 7, entoure ¥ et ’on a donc S#(¥9) < S(7,).
Mais par hypothése S (7,) = J(F) = F(¥9) et comme I, est un T-filtre
croissant, la relation J(J,) = JS(¥) implique évidemment que % soit le
filtre circulaire associé & J,, donc ¥4 = £.

Supposons maintenant que la partition canonique de A(#, D) ne
soit pas contigue. Alors il existe a € 4(F, D) tel que diam(7,) < diam (&)
et le filtre circulaire de centre a de diameétre r = diam (7 ,) est évidemment
sous-distingué et distinet de #. Mais d’aprés le théoréme 1.3 on a J(7,)
= J(F) et comme S (J,) = F(¥), on a donec S (¥9) = S (&), ce qui montre
que & est irrégulier. ‘

Le probléme de l’existence de filtre circulaire irrégulier est assez
délicat. Or ce probléme est 1ié & un autre probléme soulevé par B. Guen-
nebaud:

Soit (4, ||-]) une K-algébre de Banach et soit .# un idéal maximal
de codimension infinie; le corps I" = A/ peut-il étre muni de plusieurs
valeurs absolues continues pour la norme de K-algébre de Banach de I
quotient de celle de A? Si I’on note @ la surjection canonique de A sur I,
il est clair que I’ensemble des valeurs absolues continues w du corps normé I'
est en bijection avec ’ensemble des f e Mult(4, |-||) tels que Ker(f) =.#
par ’application w — f,, telle que f,(z) = w ((15(w)) et Pon est donc ramensé,
par Pintermédiaire des f,,, & rechercher deux filtres circulaires distinets #,
et F, tels que S(F,) = SF(F,) =A4.

12 — Colloquium Mathematicum XXXVIII.2
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Si ¢ est un filtre circulaire irrégulier, alors il existe en effet des fil-
tres circulaires sous-distingués # # ¢ fels que S (%) = S (¥) et réci-
proquement, si Jf(F,) = S (F,) =# alors, d’aprés le lemme 1.2 et la
proposition IL.1, ¥, et #, sont entourés par un méme filtre circulaire
distingué ¢ tel que

I(G) = SI(F)) = I (F,) =M

et comme %, # %, on a au moins F, ou ¥, * 4, ce qui prouve que ¥
est irrégulier.

On voit donc que le probléme posé par B. Guennebaud, lorsqu’il
est restreint & 1’étude des algébres de Krasner, se raméne & celui de 1’exis-
tence de filtres circulaires distingués irréguliers.

Nous allons résoudre ce probléme grace au théoréme II.3.

THEOREME I1.3. 8¢ |K| ou si k est non dénombrable, tout filtre circu-
laire distingué d’un infraconnexe fermé borné de K est régulier. 8i |K| et
k sont dénombrables, il eriste des imfraconnexes fermés bornés admettant
des filtres circulaires distingués irréguliers.

Démonstration. Supposons qu’un infraconnexe D admette un
filtre circulaire distingué irrégulier ¥, de diamétre R. Alors 4(¥, D) admet
une partition non triviale par une famille de chapeaux de T-filtres crois-
sants et, d’apreés le théoréme 1.2, il existe un point O € 4(¥9, D) (que nous
prendrons pour origine) et un nombre R’ < R qui majore tous les dia-
metres des 7'-filtres croissants de 4(¥%, D) centrés en O, et tel que pour
tout » appartenant 4 ’ensemble J = [R’, R]n|K|, toute classe I" du cercle
C(r) = {x e K, |z| =r} contienne au moins un trou de D. Nous allons
montrer que 8i |K| ou k est non dénombrable, alors D admet un 7T-filtre
croissant de centre 0, de diamétre B, ce qui contredit I’existence de R'.

Supposons d’abord k¥ non dénombrable et montrons que 4(¥%, D) admet
un T-filtre croissant de centre O, de diametre R.

Pour cela, remarquons que, pour tout r eJ, il existe un nombre
e(r) > 0 et une suite I',(r) de classes de C(r) contenant chacune au moins
un trou de D, T,(r) de diamétre au moins égal a o(r). En effet, sinon,
Pensemble des classes percées de C(r) serait dénombrable, car si 1’on
considére une famille @ de nombres positifs, non dénombrable, alors il
existe 6 > 0 et il existe une sous-famille @', non dénombrable de P, telle
que x> & pour tout x € P; or ’ensemble des classes percées n’est pas
dénombrable puisque toute classe est percée et que k n’est pas dénom-
brable. Nous allons construire le 7T-filtre croissant cherché de la fagon
suivante. Soit d,, une suite croissante de J telle que

limd, = R

n—»oo
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et soit C,, = C(d,,) et o,, = o(d,,). Pour tout m > 2, soit g,,_, tel que

(dm_, )«m-l i, 1

dn Om M

Alors il est clair que

iy "‘"(d, )«f 1
—_— —_— < —
om § i \dn m

quel que soit m > 2.

Considérons maintenant g¢, classes I',..., I, de C, contenant
chacune au moins un trou de D de diamétre supérieur ou égal & g,,. Alors,
on a trivialement

a
yp(l 1) < —.

Soit
Ym = inf y(I}, D,1).
1<i<q,,

11 est clair que la suite (C,,, 4,y ¢, ¥m) €8t une suite caractéristique
d’un 7T'-filtre croissant de D dont le diamétre est R (voir [3]). La démonstra-
tion est donc achevée pour k¥ non dénombrable.

Supposons maintenant que |K| est non dénombrable. Soit r, une
suite croissante de J telle que

limr, =R

1}-—»@
et 80it 7,, une suite croissante de J telle que r,_, < r, < r,,, quel que s8oit n.
Puisque |K| est non dénombrable, Jn[r,_,,r,] est non dénombrable et
il existe une suite de nombres g, > 0 et, pour tout n fixé, il existe une
suite j — (&) de J telle que r,_, < & < r, quel que soit j et telle que
le cercle O(&}) contienne au moins un trou T3 de D de diameétre supérieur
ou égal & g,. Alors, pour tout n fixé, choisissons une classe I} du cercle
C(&}) telle que I} contienne un trou T7 de diamétre au moins égal & g,.
Alors, par hypothése, on a y,(I},1) < R/p, pour tout je N, et pour
tout n € N.

Définissons une suite d,, de la facon suivante. Pour tout n € N, soit

8, € N tel que
(i)sn -1_ < i -
rn \Qn n

et soit
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Alors soient d,, = &b, et y, = yp(I'miy ,1) pour tout m tel que
t,<m<t,,.,. Il est clair que si i, <m<?,,,, On a

%»H—<—

ce qui montre que la suite (C(d,,), d,, 1, y,,) st une suite caractéristique
d’un T-filtre [3] et la premiére partie du théoréme est donc établie.

Montrons maintenant que si |K| et % sont dénombrables, alors il
existe des infraconnexes fermés bornés admettant un filtre circulaire
distingué irrégulier. Pour cela mous allons construire un infraconnexe
D inclus dans la couronne } < || < 1, tel que pour tout cercle C(0, r),
ou 3 <r<1etre|K|, et pour toute classe I' de C(0, r), I'n D soit un
infraconnexe dont 1’ensemble des trous internes est une suite & distances
croissantes qui définit un 7-filtre croissant 7 (I'), de diamétre r, satisfaisant
certaines conditions que nous préciserons ensuite.

11 est clair que la famille des ensembles (7 (I")), o I' parcourt
I’ensemble A des classes de tous les cercles C(0,7), r €]}, 1[N |K|, est
une partition de D; alors nous montrerons que ’on peut imposer aux
T-filtres J (I') (I' € A) des conditions telles que tout 7-filtre de D ap-
partienne & 1’ensemble v des T-filtres (I'), I'e A, ce qui prouve que
le filtre circulaire de- D de centre 0, de diametre 1, est distingué et
irrégulier.

Remarquons d’abord que puisque |K| est dénombrable, nous pouvons
nous ramener au cas ou logre@ pour tout re|K|, ce que nous
supposerons donc.

Pour tout r €]4,1[n |K|, écrivons logr sous sa forme irréductible
albeQ et soit I(r) = a’. Alors il est immédiat de voir que 1’application
définie sur ]4,1[n |K| par r—I(r) est injective. Pour chaque cercle
C(0, ) et pour tout entier ¢ > 1, soit

y(r,q) = sup  yp(l3, ¢),

i=1,...,k

. a+...+q5=a

ou les I'; sont des classes quelconques du cercle C(0, 7).
Nous construirons ultérieurement ’ensemble D tel que 1’on ait pour
tout r et pour tout ge N

(1) logy(r, q) > 1" Vg
et nous allons montrer que si cette relation est vraie pour tout » et pour
tout ¢, alors le probléme est résolu.

En effet, supposons que D admette un 7T-filtre @ qui n’appartienne
pas a la famille 7. Alors @ n’est sécant & aucune classe I" d’aucun cercle
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C(0, r) puisque le seul 7-filtre d’un ensemble de la forme I'n D appartient
a T par construction. Par conséquent, & admet l’origine pour centre;
soit B son diameétre. Nous supposerons pour la démonstration que @ est
croissant; si @ est décroissant, on obtient naturellement par inversion
une démonstration calquée sur celle-ci puisque de toute facon @ est
centré & l’origine.

Exprimons le fait que @ soit un 7-filtre croissant.

Il existe une suite d,, € K telle que

- d,<dp,, et limd, =R

m—oo
et une suite d’entiers ¢, satisfaisant
m—1
lim }'(logR—1logd;)q;—10gy,(gm) = + oo,
m—»ooj=l

ou ’on note y,,(¢,) = y(dn, ¢,)- A f01"biori on & donc

m—1

lim Y g;—10gym(gm) = + o0

et, trivialement, il existe un rang u tel que, pour tout m > u, on ait

m—1

2 Qj_logYm(q‘m) =0,

i=1
d’ou, grice a (1),

m—1
2 4
=1

2 Vg, < ,
(2) ‘-’</1,,,

ou on pose

(3) : A, = U(d,)" e

Pour tout m, soit

h(m) = supg,;
<<m
alors, d’apres (2), on a
0 < (mh(m) )2.
-

On en déduit par récurrence et 4 l’aide de majorations grossiéres
en posant A = h(u) que la suite ¢, admet une suite majorante de la
forme (mA)*™" /43,. En effet, il existe une suite finie décroissante n,, ..., n,
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telle que ¢, = h(m),q, , =h(n), 1<i<8—1, q, = h(n,) et I'on voit
par récurrence que :

2 1 1
. LTSN L Y (")
m == 2 ,22 28+1 ’
}‘m}'nl aﬂe
d’ou a fortiori
m—1
3 2 -
o mi-l Az""
U AESS 3 y
Aon

d’ou finalement

am
(4) g < AT

Aon

D’autre part, comme la fonction définie sur @n 14, 1[ par r—n(r)
est injective, la suite m—>g(m) = n(d,) est injective et il existe done
une sous-suite t—m, telle que g(m;) > m, pour tout ¢. Alors, d’apreés (2)
et (3), la relation (4) donne

m o™ o™

A’mtmf A m; 1
Iony < Wy T gm) ey gt
[g(m,) ] g(my) g(my) g(my)
1
N g (’m't)’a(m‘)+l ’
ce qui prouve que
PQO, =0,

done ¢,,, <1 pour ¢ assez grand, ce qui est absurde puisque ¢,, > 1 pour
tout m par définition.

Construisons maintenant 1’ensemble D tel que pour toute classe
I'ed, I'nD admette un T-filtre croissant de diameétre r = diam(I") et
tel que pour chaque cercle C(0,r) l'on ait

logy(r, g) > 1(r)*"*'Vg.

Soit 4 € R*; nous allons définir un ensemble A(4) qui servira ensuite
de modéle pour construire chaque classe d’un cercle (0, r) de I’ensemble
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D cherché. Soit a,,...,a,,... une suite de K telle que v(a,) = lll/ﬁ et

goit A(A) ’ensemble des € K tels que v(z) >0 et v(z—a,) << }.l/;/2
quel que soit n € N.

* 11 est immédiat de voir que 4 (1) admet un 7-filtre croissant de dia-
meétre 1. En effet, 4(41) admet un filtre percé croissant & de diamétre 1,
défini par la suite des trous T, de centre a,, de diamétre

AVn
2 ’
et si 'on note 8, = d(0, T,), on a logd, = —A/Vn de sorte que

n—1 n
1
(log 3, —log d;) = z[( —_) ~ Vﬁ] > iVn
g; ,;: Vj

n—-1
A
(Zlogén—log 6,) +logo, > —2—1/-1;,
j=1
ce qui prouve que % est un 7T'-filtre. ‘
Nous allons maintenant minorer les expressions y(4(4),¢), ¢ € N.
Nous allons établir la relation

On =exp(—

et

Vg
(5) logy(4 (1), ) > =
En effet, soient a,, ..., a, appartenant & des trousinternes 7', ,..., T,,q

(non nécessairement tous distincts) de A4(2). Alors ou bien il existe un
indice ¢ tel que n;> ¢, et alors

AVq
1 = —1 > —
%6 T — ;|| a2 08 &n; = 2’
d’ou a fortiori
1 AVq
log (|- 2 = _Zq"y
r—a
:{1_—]1( ‘) 4(3)

ou bien n; < ¢ pour tout ¢ et alors pour |z| < d,, on a

] o= 8] <
d’ou -

>,Aqlogd, = AVy,

4(2)

log

n(r —a;)

ce qui prouve la relation (5) dans tous les cas.
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Avant de construire ’ensemble D, remarquons encore que si un
infraconnexe D, de K est image d’un infraconnexe D, par une similitude
8, on a pour tout g € N, y(D,, q) = y(D,, q). D’autre part, si D, admet,
par exemple, un T-filtre de centre a et de diameétre r, alors D, admet
un T-filtre de centre S(a) et de diameétre pr, ol ¢ est le rapport de la
similitude S.

Pour tout r €]},1[, on peut indexer les classes du cercle C(0, r)
en une suite I',, puisque k est dénombrable. Soit a, une suite de C(0, r)
telle que a, € I',; notons B(r) = l(r)zl(')+1 et pour tout = e N, soit 4,,,
I’image de 4 (2”“B(r)) par une similitude de rapport r qui applique 0
sur a, et soit

D= U 4,,.

ne
re]1/2,1[

D’aprés les propriétés des ensembles A(4) que l’on retrouve dans
les 4, ,, il est clair que pour chaque classe I' de C(0,r), I'nD possede
un 7-filtre unique croissant, de diametre r; il reste donc 4 montrer que
D n’admet pas d’autre T-filtre que ceux-ci et pour cela, comme nous
I’avons vu, que les expressions y(r, q) satisfont la relation (1).

En effet, d’aprés la relation (5), on a

1087 (2y0s 0> 242 B() 2L — 274181 Vg,

Mais, en reprenant les notations précédentes, on a

logy(r,q) = sup logyp(ly, ¢q) = sup logy (4, ;s 4:),

t=1,....,k i=s],,
o +...+ap=q +.. +qk-q

ce qui nous donne, pour tout ¢ =1,...,k,

Vg, 2"+ B(r) <logy(r, q),

k
_ logy(r, q) (i)
4—2%\ ~ B(r) )22 "

i=1

d’ou

Mais comme n; % n; pour ¢ # j (par définition), on a

k 0o
2 2—(mi+D) Z 9-(n+1) _ 1,
=1 n=1

d’ou la relation cherchée I/EB(r) < logy(r, q) et ’ensemble D est construit.
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