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1. Soit A = (4, F) une algébre, ou

(1) A est I’ensemble des fonctions réelles d’une variable réelle de
classe C* dans un intervalle I et F est un ensemble d’opérations fonda-
mentales dans A. '

Désignons par «/ la classe des opérations algébriques de 1’algébre
A, c’est-a-dire ’ensemble des opérations qui sont des superpositions des
opérations fondamentales, et par ™ la classe des opérations algébri-
ques de n variables.

D’aprés Marczewski (voir [1]), N < A est dit un ensemble de fonctions
indépendantes dans l’algebre (A, F) lorsque pour les éléments arbitraires
@1y P2y ---y PpeN ot pour tout couple g, he 2™ la condition g(¢,,..., ¢,)
= h(®y,y ..., p,) entraine l'identité de g et h dans A".

Un systéme de fonctions de 1’ensemble A qui ne sont pas indé-
pendantes dans ce sens est appelé dépendant.

Comparons la notion de dépendance au sens de Marczewski & celle
de w-dépendance de fonctions d’aprés laquelle un systéme fini ¢, (),
@2(®)y ..., po(x) de fonctions de classe C° dans un intervalle I est dit
w-dépendant dans cet intervalle lorsque le wronskien des fonctions ¢,(x),
@a()y ..., @, () s’annule dans I (cette définition a été donnée par Moszner
dans sa note [2]), tandis qu’un systéme infini est dit w-dépendant dans
I lorsqu’il en existe un sous-systéme fini qui est w-dépendant dans I.

Nous réaliserons la comparaison susdite en admettant la condition
supplémentaire que

(2) chaque opération feF est engendrée par une fonction réelle de
n variables (ou » dépend de f), définie dans ’espace euclidien E, et ayant
les dérivées partielles de rang quelconque.

Cette condition est restrictive parce qu’en la négligeant, une opération
fondamentale pourrait, par exemple, assigner & tout couple d’éléments
de A la somme de leurs dérivées. Remarquons tout-de-méme que toute
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opération engendrée par une fonction E, - FE,, admet aussi un géné-
rateur de classe C*.

2. THEOREME. 8¢ les conditions (1) et (2) sont satisfaites, il n’y a dans
la famille des algébres W = (A, F) aucune algébre dans laquelle I’ensemble
Z des systemes dépendants de A serait égal a celui des fonctions w-dépen-
dantes définies dans I el appartenant a A.

Démonstration. Construisons un systéme fini {p, (2), ps(z),...,@,.(2)}
w-dépendant dans I de fonctions de l’ensemble A. Soit I = (a,b)
et a =z <y<... <z, <...<boulmwawx, =>b. Pour ¢t =0,1,2,...,

n—00

posons I; = (x, Ziy1)y Ll = %, —

4 1
‘Pf(w) = [exp [W] exp[_—(a/‘—mi)(miﬂ'_w)] pour zel;,

0 pour zelIN\I,,

ni(@) = D gi(@).

Il est facile de voir que

1° ¢,(z) est de classe C* dans I,

2° ¢,(#) @ un maximum égal a 1 aux points (x; + x;,,)/2.

L’ensemble C = {(C,, C,,...,C,_,): C;e[0,1], C; est un nombre
rationnel, ¢ =1,2,...,n—1} étant dénombrable, on peut assigner
4 chaque intervalle I; un systéme (C:, Ci,..., C%_|) de I’ensemble C de
facon que ’ensemble des intervalles I, soit transformé sur C. Soit

(@) = D Ci_gh(@) pour r =2,3,...,n.
t=1

Il est facile de constater que la courbe X, = ¢, (z) (k=1,2,...,n
et rel) coincide dans chacun des sous-intervalles I; avec un segment
situé sur la droite X, = C;_,t (oo k =1,2,...,n, Ci =1 pour i =
0,1,...ette[0,1]). L’ensemble C étant dense dans [0, 1]*"! et ’ensemble
des intervalles I; se transformant sur C, la courbe de 1’équation X, = ¢, ()
est un ensemble dense dans I’hyperpyramide H ayant pour base le carré
X, =1,0< X, <1 (ou r =2,3,...,n) et pour sommet l’origine des
coordonnées. Puisque la courbe de I’équation X, = g,(x) (ou k =1,
2,...,mn et vel;) forme un segment situé sur la droite passant par cette
origine et les fonctions ¢, (k =1,...,7n) sont égales & zéro avec toutes
leurs dérivées en chaque point z; (¢ = 0,1, 2,...) et en b, les fonctions
@1y Pay -++9 P, SOnt linéairement dépendantes dans chacun des intervalles
I; et, par conséquent, le wronskien des fonctions ¢,, ¢, ..., ¢, s’annule
dans l’intervalle I.
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Il est établi que

(*) les fonctions @,(x), @s(x)y ..., ¢,(2) de classe C* dans I sont dans
cet intervalle w-dépendantes et la courbe représentative de Véquation para-
métrique X, = @, () (o k =1,2,...,n et xel) est un ensemble dense
dans Uhyperpyramide n-dimensionnelle H.

Si I’ensemble Z pour une algébre (A, F) était celui des systémes des
fonctions de ’ensemble A w-dépendantes dans I, il existerait deux opéra-
tions algébriques (engendrées d’aprés (2) par les fonctions de classe
C® dans E,) g, he /™ pour lesquelles

(A) g(_‘Pl(w)’ P2(®)y ..oy @y (.’L‘)) = h(?’l(w)’ ®a(®)y -0y Py ("D)) sur I,

(B) g et h ne sont pas identiques dans E,.

Il en résulte, d’aprés (%), que g et h sont identiques sur H.

D’autre part, il est facile de construire une courbe de 1’équation
X, =ye(x) (o0 k =1,2,...,n) qui est située dans H et telle que le
systeme {y, (), ys(2), ..., p,(x)} ne soit pas w-dépendant dans I. Puisque

g('/’l(w)a pa(@)y ..oy '/’n(w)) = h('/’l(m)a va(2)y ..., 1I’n(a’))

car ¢ = h sur ‘H, on aurait donc ¢ = h dans E, d’aprés la définition de
I'indépendance dans 1’algébre (A, F') et d’aprés I’hypothése (2). La derniére
conclusion est en contradiction avec (B), ce qui achéve la démonstration
du théoréme.

3. On peut se poser Ja question suivante: aucune hypothése au
sujet des opérations fondamentales n’étant faite, w-dépendance n’est-elle
pas un cas particulier de la dépendance générale au sens de Mar-
czewski?

Notons que Swierczkowski [3] a construit, pour tout 7, une algébre
satisfaisant aux conditions (1) et (2) et telle que, pour des systémes &
n éléments, la notion de w-dépendance des fonctions définies dans E,
et ayant des dérivées partielles d’ordre n coincide avec celle de Mar-
czewski. Cependant, dans les considérations qui précédent, il est bien
supposé que F' est 1’ensemble des opérations fondamentales engendrées
par des fonctions de classe C®, mais on n’exige pas que le nombre
d’éléments w-dépendants envisagés soit constant.
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