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UBER DEN BEWEIS EINES SATZES AUS DER LIMITIERUN Gs-
THEORIE
VON

W. KOLODZIEJ (WARSZAWA)

W. Meyer-Konig und K. Zeller ([3], Satz 3.1) haben 1956 den fol-
genden limitierungstheoretischen Satz bewiesen:

Sat1z 1. Set X ein By-Raum, der aus Zahlenfolgen x = {t,} besteht
und in welchem die Funktionale F,(x) =1, (n =1,2,...) linear sind;
setzen wir ferner voraus, daff X die Menge T, aller konvergenten Folgen
enthdlt und dap T, nicht abgeschlossen in X ist. Dann gibt es ein beschrinktes
divergentes x,eX.

Die Verfasser geben einen direkten Beweis dieses Satzes; jedoch
gilt der folgende, viel allgemeinere

SA1z 2. Ist {F,(x)} eine Folge linearer, in einem F-Raume X erkldrten
Funktionale, deren Konvergenzmenge R micht abgeschlossen ist, so gibt es
Punkte x,,eR (m = 1,2, ...) und xoe X\R mit lim x, =z, sup |F,(@,)

m—o0 n,m=1,2,...
< + oo (die Folge {F, (x,)} ist also beschrinkt und divergent).

Um daraus den Beweis des Satzes zu gewinnen, geniigt es F, (z)
=t, (n =1,2,...) zu setzen. Zugleich zeigt sich, daB dieser Satz eine
Erweiterung auf F-Riume zulidBt.

Den Satz 2 haben S. Mazur und L. Sternbach ([2], Satz 2) fiir den
Fall, wenn X ein B-Raum ist, schon 1933 aufgestellt. Der Beweisgang,
der hier angegeben wird, umfaft diesen Satz in seiner vollen Allgemein-
heit, ohne den Grundgedanken des urspriinglichen Beweises zu storen.

Seien die Voraussetzungen des Satzes 2 erfiillt. Die Menge R bildet
ersichtlich einen F-Raum (mit derselben Topologie). Es gibt einen Punkt
Zoe R, fir den sup |F,(2,)] = + oo gilt, denn im Gegenfalle wire

n=1,2,...

die Folge {F,(x)} in jedem Punkte des F-Raumes R beschrinkt und
in den Punkten der dichten Menge R — R konvergent, was nach einem
bekannten Satz von S. Mazur und W. Orlicz ([1], Satz 5) ihre Konvergenz
in jedem Punkte des Raumes R nach sich ziehen wiirde, im Widerspruch

mit der Voraussetzung, daB R # R. Sei z,,eR (m =1,2,...) und lim z,
m—»oo
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= 2,; man kann annehmen, daBl |#(z,—2,)| <1/2™ fir m =1,2,...
und fiir jede reelle Zahl ¢ mit |# < 1. Ersichtlich ist

sup |F,(z,) < + oo (m=1,2,...),

n=12,...
sup |F,(2n)l < + o0 (n=1,2,...)

m=1,2,...

und
sup [F,(2n)l = + oo;
n,m=1,2,...

es gibt also eine absolut konvergente Reihe 2 ¢,, mit der Eigenschaft,
daB fir m=1

Opm = D hFo(2), 6, = D 0nFulzn) (n,m=1,2,..),
k=1 m=1

SUp O, | < + o0
n,m=12,...
ist und die Folge {@,} divergiert (vgl. Hilfssatz 2 aus [2]); wir konnen
voraussetzen, daB |4,] <1 (m =1,2,...) ist. Die Punkte

m (=]
wm=219kzk (m =1,2,...) und w0=219mzm
k=1

m=1

(diese Reihe konvergiert als Summe konvergenter Reihen ' 4,,(2, — %)

m=1

und ) 8,2, geniigen offenbar den Forderungen der Behauptung
m=1

unseres Satzes.

Will man aus den Voraussetzungen des Satzes 2 nur die Existenz
eines Punktes z, schliefen, fiir den die Folge {F,(x,)} beschrinkt und
divergent ist (was offenbar zum Beweis des Satzes 1 geniigt), so wird
der Beweis einfacher, weil man den Satz von Mazur und Orlicz nicht
auszuniitzen braucht.
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