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R-BASE DANS LES ESPACES ¥, SEPARABLES (2< p < )

PAR

C. SAMUEL (MARSEILLE)

Rappelons (cf. [1])

DeriniTION. Un base (x,), d’'un espace de Banach séparable X est une
R-base s’il existe un réel K > 0 tel que pour chaque entier m et chaque
famille ¢, ..., c,, de scalaires on ait

.

m m
E| X ry@exfl < K[| X ¢l
J= J=

ol (r;); est la suite des fonctions de Rademacher.

Il a été démontré dans [2] et [8] que tout espace de Banach séparable
avec une base qui contient un sous-espace isomorphe a ¢, posséde une R-
base.

Les espaces .#, ont été introduits dans [6]. Un espace de Banach X est
un espace ¥, s’il existe un réel 4 > 1 tel que pour chaque sous-espace E de
X de dimension finie il existe un sous-espace F de X de dimension finie tel
que EcCF et

d(F, E™®) < 4.

Il a été démontré dans [1] que si un espace %, séparable posséde une R-
base, alors il est isomorphe a /,. Nous savons que tout espace .#, séparable
(1 < p< o) posséde une base (cf. [4]). Nous démontrons le théoréme
suivant:

THEOREME. Tout espace ¥, séparable (2 < p < o) posséde une R-base.

Soit X un espace .#, séparable de dimension infinie avec 2 < p < co qui
n'est pas isomorphe a [,; nous savons que X contient un sous-espace
complémenté isomorphe a [, (cf. [3] et [5]). En utilisant le théoréme 4-5 de
[7] nous pouvons supposer que X posséde une base normalisée (x,), qui est
p-besselienne. Nous notons (x;), la suite des formes coefficients associées.

Puisque X posséde un sous-espace complémenté isomorphe a I, il suffit
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d’établir que X xI, posséde une R-base. Pour (x, y)€X xI, nous notons

(x, )=x+y et |I(x, Il = lIxll+Iyl.

Nous notons (e,), la base canonique de [, et (e;), la base duale. Nous
définissons le réel g €]1, 2[ par 1/p+1/q = 1. Pour chaque entier n > 1 nous
notons

(1 Z,o=2""x,+27"P § €ymy o
1 2"":“1 2"
@ fuo = ~ T3+ {5 L G
et pour 1 <k < 2" nous notons
3 Zoy =2""x,+ e, ,
- n 2”
ik

Il est facile de vérifier que f,, ;(z,4) = Om.n 01 €t il est bien connu (cf. [7]) que
Z1.0s 21,15 21,25 22,0 Z2,15 --- €St une base semi-normalisée de X XI,. Nous
allons prouver que cette base est une R-base et pour cela nous allons établir
que cette base est p-besselienne. Rappelons qu’il existe un réel 4, > 0 tels
que pour des scalaires a, b, ¢

“la+b+cl? < A,(lal”+1blP+]cl?).
Soit

w 20
z=) Y CoxZax=x+y avec xeX et yel,
n=1 k=0
Fixons un entier n > 1. Nous avons d’aprés (2), en utilisant I'inégalité de
Holder,
1 -njqg 2"
lenol = o@D € 7= X0+ 755 L €m0

k=1

zn
<2[Ix@N+( X I, 0IP)"],
k=1
donc

2ll
lenol? < 27 4, [, (P + 3 legn,  OIF).
k=1

Puisque la base (x,), de X est normalisée et p-besselienne, nous déduisons
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que

[ o]
Y. leol” < .

n=1

Fixons maintenant un entier n > 1 et un entier k€{l, ..., 2"}; nous avons
d’aprés (4), en utilisant I'inégalité de Hdolder,

~njp m_
ekl = Lfax (@) < —7=> —Ix, (x)|+ lezn“(}’) €n,; W
I;ék
e ’ "_2 ’ n 1/9-1 2 ’ 1/p
< =X () +5—l€}n,, I +(2"= 1)/ [Zlezn+,-(}’)|"] ,
1—2 71 &
ixk
donc
sl < A | 2o+ ( i N
nk P (l_z—n)p n m_ 2"+ k
zﬂ
L e'zn+,-()’)|"]-
izk

Nous avons donc
2n 2n
2l <204, [0+ 3 len,, OI]:

Il s’ensuit que

Z z Icn,k'p < 0;

n=1 k=1
nous savons donc que (z,,).x €St p-besselienne. Il existe donc une constante
¢y > 0 telle que, pour

o 27
z = Z Z C,,.kz,,,k eX le,
n=1 k=0

nous avons

[f: § leasl?]™”” < ey ”f § Cne Zn -

n=1k=0 n=1k=0
Etablissons maintenant que z,4, z;,, Z;,, 23,0, .- €St une R-base.
Soit
o 27

zZ= Z Z Cnk Znks
n=1 k=0
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354
il suffit de prouver que

supE|| Zl .z Pk (@) Cog Zasl| < 0,
n= -

est une énumération de la suite des fonctions de Radema-

ou (r""‘)n?l,oskSZ"
cher. Nous savons que

M =supilc,l; 1<net 0<k<2" <.

Soit w €[0, 1] et un entier n; nous avons, d’aprés (1) et (3),
2n . 2n

Z ru.k (60) cn,k zn.k = [2- " cn,O rn,O ((0) + 2- " z Cn,k rn,k (00)] Xn

=0 k=1

2n
+ z [2_ wp Cn,0"n0 ((0) + Cnk Tnk ((0)] ezn.,.k,

k=1
an

CnoTno(@)+27"1 Y Cn.krn.k(w)l

”Z Z ,,,‘(w)c,t,‘z,,k” Z|2 : Z

donc, pour un entier N donne

‘n=1 k=0
N 2n l/p
+[Z Z |2 n/pcnorno(w)+cnk n.h(w)lp]
n=1 k=1
et
(5) E“Z Z rnk(w)cnkznk“
n=1 k=0
2n
< Z Elz_ncn,ormO(w)+2-nlq Z cn.krn,k(w)l
k=1
N 2n \/p
+E[Z Z lz-”lpcn.orn,o(w)"'cn.krn.k(a,))lp] .
n=1 k=1
De
2n 2n
|2-"Cn,o "n,o(w)"‘z—"lq Z Cn,k rn.k(w)l < 2_"M+2_"M| z Cnk rn,k(w)l
k=1

k=1
et de l'inégalité de Khintchine nous déduisons qu’il existe un réel 4 > 0 tel

que

N
Z: E;IZ' Cn,07n,0(@)+27" Z cn,krnk(w)l

n=1

k=
N 1/2 N
Z ”"‘(Z leadl®)* S M+ MA Y, 272",



R-BASE 355

Avec 'hypothése 2 < p, donc 1/g—1/2 > 0, nous déduisons que
ao 2n
Y E[27"cholno@)+27" Y cpirailo)| < oo.
N=1 k=1
Nous allons étudier le deuxiéme terme du membre de droite de (5); de
127 ¢, 070 0(0) + Cop Tos (@)° < A, (27" |cp,ol? +|Cnul?)

nous déduisons

[Z Z |2 e c,,or,,,o(w)+c...kr...k(w)l"]""<A“P(z Z lensl?)' "

n=1 k=1 n=1 k=0

et par consequent

N
E[Y Z 12772 ¢, 0700 (0) + CuiPni (@)]7]'F < A‘“’(Z Z lewsl?)'’? < o0,

n=1 k=1 n=1 k=0

car nous savons que z; o, z,,,, ... €st p-besselienne. Ce qui achéve la preuve.
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