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1. Einleitang. Ein pythagordisches Dreieck ist ein Tripel <a, b, ¢)
natiirlicher Zahlen, die a <b und a’+4b* = ¢® erfilllen; das Dreieck
{a, b, o) heiBt primitiv, wenn a, b und ¢ teilerfremd sind (). Fiir die Anzahl
P(N) der primitiven pythagoraischen Dreiecke {a, b, ¢) vom Flacheninhalt
3ab < N zeigten Lambek und Moser [3]

P(N) = eN'"4-O(N™?)
mit der Konstanten

(1.1) ¢ = {2n°}" 121 (%) ~ 0,53134.

Wie Lambek und Moser ausfiihren, legt die Tafel [4] eine asymptotische
Formel

(1.2) P(N) = ¢NYV* —¢'N'® - R(N)

mit einem Rest B(N) = o(N"?) nahe, wobei diec Konstante ¢’ ungefahr
0,295 sein sollte.

Wild [9] zeigte, daB dies ziemlich genau zutrifft ; er bewies namlich (1.2)
mit der Konstanten(?)

, _leapy 1427

1.3 2
(1.3) t@p) 1t ~ 0,29746
und dem Restglied

(1.4) R(N) = O(NY1ogN).

(}) Parameterdarstellungen, die sdmtliche pythagordischen (bzw. simtliche
primitiven pythagordischen) Dreiecke in gewissen Integritdtsbereichen mit eindeutiger
Faktorzerlegung geben, findet man bei K. K. Kubota, American Mathematical Monthly
79 (1972), S. 503-505, bzw. N. Sexhauer, ibidem 73 (1966), S. 829-834, und ibidem 75
(1968), 8. 278-279.

(®) C(4/3) ~ 3,600038, {(1/3) ~ —0,973360, I'(1/4) ~ 3,625610 (alle Werte
gerundet).
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Der Beweis wird auf die Bestimmung der Anzahl L(N) der Gitter-
punkte (z,y) im ebenen Bereich

(1.5) zy(z*—y?)< N, O<y<uz,
zuriickgefiihrt. Nach [9] ist
(1.6) L(N) = dNY* — @' N+ F(N)

mit den Konstanten

d=1rI? e) {4V2x)! ~ 1,31103,
(1.7) :

1 .
@ = IC(E)’ {L+271%) ~ 1,74592,

und dem Restglied
(1.8) F(N) = O(N'™).

In dieser Note soll gezeigt werden, daB in (1.2) ein drittes Haupt-
glied von der Gestalt o'’N'* nicht auftritt. Dies beruht insbesondere
auf einer Verschiarfung der Abschatzung (1.8). Genauer wird gezeigt:

(1) Es gilt die asymptotische Formel (1.2) mit dem schdrferen Rest-
glied

(1.4') R(N) = O(NYexp[—yViogN]), y»>o.

(2) Unter Annahme der Richtigkeit der Riemannschen Vermutung gilt (1.2)
mit dem Restglied

(1.4") R(N) = O(N®#3+e),
(3) Die asymptlotische Formel (1.6) trifft zu mit dem Restglied
(1.8%) F(N) = O(NYlogN).

2. Beweis von (1.8'). Der diesem speziellen Problem angepafBte
Beweisansatz ist derselbe wie bei Wild [9]. In 0 < y < z ist die Kurve
xy (z*—y3) = N symmetrisch zu der Geraden y = aw, wobei

-]
(2.1) a = sin—;—(cos%) =V2-1

ist; auf dieser Geraden liegen keine Gitterpunkte. Bei Spiegelung an
dieser Geraden geht das ganzzahlige Gitter 4y = Z XZ in das von den

Vektoren (3V2, $V2) und (3V2, —}y/2) erzeugte Gitter

1 - 1 - '
A = {(-é-}/Zn, —2—1/2'n’); n,ne€Z,n=mn (mod2)}
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iiber. Daher ist.
L(N) = 221
v z

mit den Summationsbedingungen 0 <y < ¥, & > a”'y, oy (@*—y?) < N,
(z,y) e AguA, wobei

Y = V2sin %N"‘

zu setzen ist. Die kubische Gleichung 23 —ay? — N[y = 0 hat fiir jedes ¥
in 0 < y < Y genau eine reelle positive Wurzel &(y), die mit der Diskri-

minante
i3 -

E(y)=‘/%—+@+l/1£—VD
Yy 2y

gegeben wird. Demnach wird

durch

im= 3y 3 1

0<y<¥ a~ly<z<é(y)
(z,y)edgw 4

Mit den Abkiirzungen N’ = V2N, N” =V2N—}V2 und v(f) =
B —[B]1—3 folgt nach kurzer Rechnung

(2.2) L(N) =H,—H,—F,+F,
mit den Hauptgliedern

= D+ D) ),

u<Y y<¥
yeN’'UN’,
. -1 -1
H, = E;ﬂ ?/-*‘-;/T 2; ay,
y<Y 2 y<¥
yeN yeN'UN"’

und mit den Fehlergliedern

@) Fo= Detew)+ 3 v(E2)+

v<Y y<Y

1
,,d"’(;/é +3)

yeN"
und
1
2.4) Fo= D p@n+ Dy (-‘ y va(a-‘i+-2-).
u<l’ u<Y <Y 2

%
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Leicht ergibt sich fiir den von den Termen a~ 'y stammenden Teil H,
-des Hauptglieds in (2.2) die Asymptotik

(2.5) Hy, = a 'Y —a ' Yp(Y) ——;—I/Ea"lep(l@Y)-i-O(l).

Im Hauptglied H, wird die y-Summation bei N'* aufgeteilt; im
ersten Bereich wird die fiir 0 <y < Y giiltige Naherung

_ N 1/3 1 y'[ 1/3 23/3 xr— 53
(2.0 s =(7) +5(%) +owrr

verwendet. Die beim Einsetzen entstchenden Summen vom Typ J'y°
‘konnen mit der Eulerschen Summenformel ausgewertet werden (man
‘vgl. [6] und [6]). Man erhalt z.B.

2 §(y) = (C(';;)-}-—]%) Nlls'l"%Nﬁlls—¢(Nl/5)N4/15+0(N2/15).

y<NVs

Im Bereich N'°* <y < Y werden die Summen mit der Eulerschen
:Summenformel (vgl. etwa [7], S. 195) durch die entsprechenden Integrale
¥

-ersetzt. Das entstehende Integral [ &(u)dw wird als Flacheninhalt gedeutet,
Nlls 1]

zur Auswertung von f&(u)du wird die Naherung (2.6) benutat;
0

‘wegen der Monotonie der Ableitung &'(%) in 0 << Y kann, etwa
-nach dem zweiten Mittelwertsatz, das Integral

Y
NS Nsgu<yY

:abgeschatzt werden. Insgesamt ergibt sich] schlieBlich nach lingerer
‘Rechnung, die jedoch Routine ist,

1 ‘a4 1 1
E =N~ L Y (Y E(Y (—) N3 4 O (NS,
mdf(y) 2 Py +2a w(Y)&X)+¢ 3 +0( )

1Y€
1 1. T*1/4) 1
V2 ;: O =¥ e T2
yeN'UN"

- —;- Vévp(l’EY) (YY) +2-‘/=c(-;-) N'B L O(N%)
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und es folgt
(2.7 L(N) = dN'"* —d'N'® 4 O(N*') —F, + F,.

3. Abschiitzung der Fehlerglieder F, und F,. Zur Behandlung der
Fehlerglieder wird ein elementarer Hilfssatz vom Typ der Van der Corput-
Abschidtzungen aus [10] verwendet.

LeMMA 1. Hat die recllwertige Funktion f im Intervall [Q, Q'] eine
stetige zweite Ableitung, die dem Bedingungen

(3.1) %<1f“(w)|<—;— mit B>2,1>1

geniigt, 8o gilt

(3.2) D v(f(n) = 0({2P(Q' —Q)log B+1B}B").
Q<n<Q”

Zur Anwendung dieses Hilfssatzes bendtigt man eine Ungleichung
fir ¢’ (y). Eine etwas langwierige Rechnung ergibt fir $} <y < Y mit
positiven Konstanten ¢, < ¢y die Ungleichung

(3.3) 6y PN < E(y) < 0y TN

Um Lemma 1 anwenden zu kénnen, zerlegen wir das Intervall
0 <y < Y in Teilintervalle

NV1.2F <« y S NWT.2¥1 ) 0<Ek<K
(und ein Restintervall), wobei K so bestimmt wird, dag
Nll1,2K+l < Y < Nl/7,2K+2

ist. Wegen (3.3) konnen die Summen iiber die Teilintervalle mit Hilfe
von Lemma 1 abgeschitzt werden; man erhélt etwa

K41
(3.4) Z 'P(E(y)) < 2 {Nl/7.22k’9logN+214kl9} < NlllegN-
o<y<¥ k=0

Die restlichen Summen in (2.3) lassen sich analog behandeln und
man erhilt

(3.5) F, = O(N"*logN).

Zur Abschitzung des Fehlergliédes F, verwenden wir die fir v ¢ Z
giiltige Darstellung (man vgl. etwa [2])

1 1 1
(3.6) Y@ === O — exp[2nima]+0 (__)
Byl ™ Ml

11 — Collioquium Mathematicum XLIII.2
e
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wobei M > 0 beliebig ist und
ko]l = Min & —n|
neZ
gesetzt wird. Da a~' eine quadratische Irrationalzahl ist, ergibt der Liou-
ville’sche Satz die Ungleichung |la~'n|l > ¢(a)n~', und fir =,n’ €N,
n # n', die Ungleichung
[la="n]l — fla=*n’||| > ¢, {Max(n, n')}".
Hieraus erhalt man
1 1
(3.7) —— < 6N — = O(NlogN).
.,gé:v lla™n] 1;6; l
Beniitzt man noch die bekannte Abschitzung

.- 1
2 exp [2rima™'n] = O(m),

V1 Sn<yY,
so folgt aus (3.6) mit M = ¥ und (3.7) die Abschitzung
D p(a~'n) = O(logt¥).

<n<yY
Entsprechende Abschitzungen der restlichen Summen in (2.4) ergeben

(3.8) F, = O(log®N).
Aus (2.7), (3.5) und (3.8) folgt (1.8").

4. Beweis von (1.4') und (1.4"'). Nach [3] wird die Anzahl L'(¥)
der primitiven Gitterpunkte, die (1.5) erfiillen, gegeben durch
(4.1) L'(N) = D u(r)L(Nr~9).
'<Nl/4
Die Abbildung # +— L(n) ist eine monoton nichtfallende Funktion

mit abzahlbar vielen Sprungstellen s, < 8, < ... und den Sprunghéhen
h(1), h(2), ...; somit 148t sich L(N) in der Gestalt

(4.2) L(N) = D h(j)

8;<N
schreiben. Sei A = N'* und B < A geeignet gewahlt. Die Dirichletsche
Zerlegung (man vgl. [7], S. 112-113, und besonders [8])

ra=2+3.,-2,
21 = Z,u(r)L(Nr"), 22 = Z k() Z B(r),

r<B 8j<NB—* r<(N/sj)1/s

2= D ki) QY ww

. —4 <B
8;<NB r

mit
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ermdglicht in Verbindung mit der unter Annahme der Riohtigkeit der Rie-
mannschen Vermutung giiltigen Abschétzung

(4.3) Dulr) = 0(y+),

r<y

folgende Abschatzungen fir 3, 3, und J.
Aus (1.6), (1.8’) und (4.3) folgt nach kurzer Rechnung

_,_d__ 1/2__f_'___ 13 H(_l[ 1 El“ 1/6 1/3} o}
2=ty M wmm T ow) e YR

Fir ), erhalt man leicht (mit (4.3) und (1.6))
3 < (NB*)eNe,

Aus (4.2) und (1.6) folgt durch partielle Summation
D h(j)se < D

83<D
Somit wird

\ ! 2 ‘N e (] —3\1 (]
2”< 2 h(,)(—s;) N* < (NB3)'2 N,

sj<NB-—*
Die Wahl B = N*" fiihrt nun zu (1.4"’), wenn man noch die Formel
(4.4) P(N) = ) (—1)fL'(N-47%

>0
aus [3] verwendet.

Ganz entsprechend folgt (1.4') wenn man statt (4.3) die wohlbekannte
Abschatzung

(4.5) D u(r) = O(yexp| —yViogy))
r<y
verwendet.
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