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1. Introduction. Rappelons que la classe S(R) de Schwartz est com-
posée des fonctions indéfiniment dérivables de la variable réelle z qui ont
une décroissance rapide a l’infini ainsi que toutes leurs dérivées. Si 3 appar-
tient 3 S(R), nous poserons ; x(z) = 29/%4(29z — k), j € Z, k € Z, et nous
dirons que (z) est une ondelette si I’ensemble des fonctions ¥;x, j € Z,
k € Z, est une base orthonormée de L2(R). Une ondelette appartient donc,
par définition, 3 S(R); ce point de vue est plus restrictif que celui que le
lecteur trouvera dans [1] ou [2].

Nous montrerons, dans la section suivante, comment construire des on-
delettes a partir d’un algorithme que nous appellerons “analyse multi-
résolution”. Se pose alors le probléme inverse de savoir si derriére toute
ondelette il y a une analyse multirésolution.

Nous étudierons ce probléme en dimension un (sans pouvoir le résoudre
complétement). Puis nous formulerons et examinerons la question analogue
en dimension deux (la réponse est alors négative).

2. Analyse multirésolution. Une analyse multirésolution est, par
définition, une suite croissante de sous-espaces fermés V; de L?(R), j € Z,
vérifiant les propriétés suivantes:

0 00
(2.1) n V; = {0}, U V; est dense dans L%(R),
j=-o j=—o00
(22) VjeZ,VfelL*R), f(z)eV;e f(2z)€ Vi,
(23) VkeZ,VfeL*R), f(z)eVo& f(z—-k)eV,,
(24) il existe une fonction g € S(R) telle que la suite g(z — k), k € Z,
soit une base de Riesz de V;.

Rappelons que si H est un espace de Hilbert, une famille e;, j € J, de
vecteurs de H est une base de Rieszde H si e; est une famille totale dans H
(les combinaisons linéaires finies des e; forment une partie dense dans H)
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et s’il existe deux constantes c; > ¢; > 0 telles que, pour toute suite (finie)
des coefficients a;, j € J, on ait

1/2

(2.5) ¢ (Z |aj|2)1/2 < “Z aje_,-” <ec (Z |aj|2) :
i€l jeJ i€J

Pour construire une ondelette a partir de ’analyse multirésolution on
commence par remplacer g par une fonction ¢ € Vj telle que p(z — k),
k € Z, soit une base orthonormée de V.

En désignant par § et g les transformées de Fourier de ¢ et de g, on a
alors

(26) 2(6) = x5O Y lae+2mp)

k=-—o00

ou |x(&)| = 1, x(& + 27) = x(&) presque partout, x(§) étant par ailleurs
arbitraire. La condition (2.5) implique ¢; < (Y52 _ . |9(€ + 2k7)|2)1/2 < ¢,
et le choix x(£) = 1 conduira a ¢ € S(R).

Désignons par W; le complément orthogonal de V; dans V;;1. On a donc
Vier = V; ® W; et aussi

(2.7) f(z) eW; & f(2z) € Wiy,
(2.8) f(z)eEWy, keZ= f(x—k)EW,.

La construction des ondelettes a partir des analyses multirésolutions
découle du lemme évident suivant:

LEMME 1. Si ¢(z) appartient a la classe S(R) et si Y(z — k), k € Z, est
une base orthonormée de Wy, alors 1(z) est une ondelette.

En effet, par simple changement d’échelle, on en déduit que
2i/24p(2iz — k), k € Z, est une base orthonormée de W;. Par construc-
tion, L?(R) est la somme hilbertienne directe des W;, j € Z. Il en résulte
que 29/24)(2iz—k), j € Z, k € Z, est une base orthonormée de L?(R). Il reste
a construire ¥(z). Nous déterminerons, en fait, la transformée de Fourier
12({ ) de ¥(z). On peut multiplier cette transformée de Fourier par une fonc-
tion arbitraire x (&) vérifiant |x(€)| = 1, x(€ + 27) = x(&) et indéfiniment
dérivable. La fonction 1(z) n’est pas unique.

Pour construire 9(z), on observe que Wy C V; et que v2p(2z — k),
k € Z, est une base orthonormée de V;. On a donc

(2.9) Y(@)=2 ) Brp(2z+k),

k=—o00
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ou
o0

Br = f ¥(2)p(2z + k)dz .

-—00

Si v et ¢ appartiennent 3 S(R), la suite fix, k € Z, est & décroissance
rapide et m1(§) = Y pw _ o, Bk exp(ik€) est indéfiniment dérivable.
En passant aux transformées de Fourier, il vient

(2.10) $(2£) = ma(E)@(E) -

Nous avons de méme V C V; et donc

(2.11) e(z)=2 Y arp(2z+k),
k=-o00
ol
o = f e(z)p(2z + k) dz .

On pose mo(€) = Y pe_ ., @xe** et I’on obtient
(2.12) P(28) = mo(£)P(E) -

Nous disposons maintenant de deux bases orthonormées de V;, a savoir
V2¢(2z — k), k € Z, d’une part et {1(z — k), po(z — k), k € Z} d’autre part.
Ces deux bases orthonormées conduisent & un opérateur unitaire échangeant
les coordonnées dans ces deux bases. Il en résulte que la matrice

_{ mo(€) my(€)
S(6) = (m0(2+7f) m1(2+7f))

est unitaire pour tout £ € R.

Réciproquement, si S({) est unitaire, (2.10) définit une ondelette ¥ (z)
vérifiant les conditions du lemme 1. Un choix possible est donné par m;(§) =
e~ %¥mgy(£ + ). 1l revient & choisir By = (—1)*1@_i_; et les autres choix
consistent a multiplier m;(§) par une fonction x(§), indéfiniment dérivable
sur R, périodique de période 7 et unimodulaire (|x(£)| = 1 pour tout £ € R).

Posons ¢i(z) = ¢(x — k). Alors ’ensemble constitué des fonctions ¢y,
k € Z, et des fonctions ¥ i, j > 0, k € Z, est une base orthonormée de
L*(R) puisque L} (R) = Voo Wod W1 ®... 0 W, & ...

Il en résulte que ’on a, pour toute fonction f € L?(R),

(2.13) f@y= ) (flene@) + ). Y (Flvi)bix(e).

k=—o00 j20 k=—-o0
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L’algorithme (2.13) est beaucoup plus performant que la version rudi-
mentaire fournie par

(2.14) fl@)="3 Y (fl¥inin(@).

j=—o0k=—00

Si, par exemple, f appartient & la classe S de Schwartz il est naturel
d’espérer une convergence bien meilleure que celle définie par la norme L2.
Or, si nous nous limitons a (2.14), cet espoir est décu. En effet, on commence
par observer que si ¥(z) est une ondelette, on a nécessairement

(2.15) f zFP(z)dz =0 (keN).

— 00

Si (2.14) convergeait au sens de la norme L! lorsque f appartient & S, on
pourrait intégrer terme a terme et ’on obtiendrait la conclusion (absurde)
que ’intégrale de toute fonction de S est nulle.

En revanche (2.13) converge vers f au sens de la topologie de S dés que f
appartient 3 S. De méme (2.13) fonctionne encore si f est une distribution
tempérée et le second membre de (2.13) convergera vers f pour la topologie
de §'. Il n’en est rien pour (2.14) puisque I’on ne peut méme pas remplacer
f par la fonction identiquement égale a 1 sans tomber sur 1 = 0!

PROBLEME. Soit ¥(z) une ondelette (au sens de l'introduction). Eziste-
t-il toujours une seconde fonction ¢ € S telle que ’ensemble des fonctions
ok, k€Z, et jr,j >0, k€Z, soit une base orthonormée de L??

Nous ne savons pas répondre a cette question. Si c’est le cas, on appelle
Vo le sous-espace fermé de L? engendré par les ¢, k € Z, et W; le sous-
espace fermé de L? engendré par les ¥ x,k € Z,j > 0. On a alors L% =
VodWo® W1 ®...5Sion définit les V; par (2.2), on montre sans peine que
la suite V; est une analyse multirésolution de L?(R). Dire que ’ondelette
¥(z) provient d’une analyse multirésolution équivaut a écrire (2.13).

Terminons cette section en décrivant des exemples explicites d’analyses
multirésolutions (conduisant donc a des ondelettes ¥(z)).

On part d’une fonction 8(£€) € C§°(R) soumise aux conditions suivantes:

(2.16) '6(&) est paire et son support est inclus dans [—-47 /3,47 /3],
(2.17) 6(¢) >0 pour tout et (&) =1si —2r/3< €< 2n/3,

(2.18)  (B(€))2 + (B(E+27))2 =1si —4r/3<E< -27/3.

On désigne par mg(€) la fonction indéfiniment dérivable et 27-périodique

dont la restriction & [—m, 7] vaut 8(2£). On a, grice a (2.16), 6(2¢) =
mo(§)0(€) pour tout £ € R.
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On appelle ¢ la fonction de S dont @ est la transformée de Fourier.
Alors p(z — k), k € Z, est une base orthonormée de V; et les V; construits
a l'aide de (2.2) forment une analyse multirésolution. La fonction w(§) =
0(€)mo(£/2 + 7) est indéfiniment dérivable, paire et son support est inclus
dans 27 /3 < || < 87 /3. L’ondelette 3 que nous cherchons a construire est
alors définie par

(2.19) $(E) = e/ u(f).
Il en résulte que ¥(z) est réelle et vérifie ¥(z) = ¥(1 — z) (symétrie autour
de 1/2).

3. Etude de l’opérateur U en dimension un. Désignons une fois
pour toutes par i l'une des ondelettes définies par (2.19). Nous savons

alors que la fonction ¢ existe et appartient & S(R). Soit ¥ une ondelette
arbitraire dont nous ne savons rien. En particulier, nous ne savons pas
s’il existe une fonction @, appartenant 3 S(R), telle que la collection des
fonctions @i, k € Z, et 1;,-.,,, j € N, k € Z, soit une base orthonormée de
L%(R). En fait, nous ne savons méme pas si ’on peut construire @ € L(R)
avec cette propriété. Une stratégie utile sera de commencer par construire
@ dans L?(R) sans se soucier de la classe de Schwartz, puis de modifier ce
premier choix sans changer ’espace Vj, dont P(z — k), k € Z, est une base
orthonormée. Pour ce faire, il suffit de multiplier la transformée de Fourier
de @ par une fonction unimodulaire et 2r-périodique.

Pour comparer la base orthonormée inconnue 9;x,j € Z, k € Z, a celle
dont nous disposons déja, il est naturel d’introduire ’opérateur unitaire U
défini par U(v;x) = ¥jk (7 € Z, k € Z). Une stratégie optimiste et linéaire
conduit a poser U(px) = @. Puisque les fonctions @i (z) = ¢(z —k) forment
une base orthonormeée de Vjp, les fonctions @ seront une base orthonormée
de Vo.

Deux difficultés apparaissent. Nous montrerons qu’en général, la suite
@k ainsi obtenue n’est pas de la forme ¢(z - k), k € Z. Nous verrons ensuite
que @ n’appartient pas a S(R) mais nous avons déja évoqué cette difficulté.

Etudions sous quelles conditions ¢x(z) = @(z — k), k € Z. C’est le cas
si et seulement si la restriction de U a Vp commute avec les translations
entiéres. Alors la restriction de U a V; commute avec les translations 7 =
k2=3, k € Z. En effet, on a AUA™! = U ou A est 'opérateur unitaire
de dilatation dyadique défini par é f(z = v2f(2z). On observera que
AYjk = Yjt1,kx et que, de méme, AvY; i = Vi1 k-

La réunion des V; est dense dans L?(R) et les rationnels dyadiques k27
sont dense dans R. Il en résulte que U commute avec toutes les translations
réelles. Il existe donc une fonction m(§) € L*(R) telle qu’en appelant F

la transformation de Fourier, on ait F(U f)(£) = m(£)f(€). Puisque U est
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unitaire, on a |m(€)| = 1 presque partout. Puisque U commute avec les
dilatations dyadiques, on a m(2¢) = m(§). Enfin, le fait que U(¥;x) = Jj,k
appartienne & S(R) pour tout j € Z et tout k¥ € Z implique que m(§) est
indéfiniment dérivable en dehors de 0. Nous résumons ce qui précéde et
annongons ce qui suit dans I’énoncé suivant:

THEOREME 1. Si lon a (Upi)(z) = (Up)(z — k) pour tout k € Z,
alors U est un opérateur de convolution et il eziste une fonction ¢ € S(R)
telle que la collection composée des fonctions @i, k € Z, et des fonctions
YiksJ =0, k € Z, soit une base orthonormée de L*(Z).

Avant d’établir le théoréme 1 dans toute sa généralité, considérons le
cas particulier ou U = H est la transformation de Hilbert (c’est-a-dire
l’opérateur de convolution avec la distribution =~! v.p. (1/z)). Alors
H (%) = ¥ entraine H(%; ) = Jj,k puisque H commute avec les translations
et les dilatations positives. Puisque la transformée de Fourier de 3 est nulle
au voisinage de 0, H (%) appartient & S(R). Mais H(y) ne peut appartenir a
L'(R) puisque sa transformée de Fourier est discontinue en 0. Pour construi-
re ¢, on part de ¢ = H(y) et ’on observe que @, k € Z, est une base or-
thonormée de Vo = H(V,). A l'aide de cette base orthonormée particuliére,
on construit les autres choix en multipliant la transformée de Fourier de ¢
par une fonction 27-périodique et unimodulaire x(£). Nous allons, grace a
un choix approprié de x(§), faire disparaitre la singularité introduite par la

transformation de Hilbert. On veut que 5({ ) = x(&) sign £P(€) appartienne
a C§°(R). Pour cela, on définit x(§) = expia(£) sur [0,2x[ en imposant
a(€) = 0 sur [0,27/3], a(§) = 7 sur [47/3,27[ et a(27 — €) = 7 — a(§).
Finalement ¢ appartient a S(R) et est réelle. Les fonctions @(z — k),
kel et Jj,k ,j >0, k € Z, constituent une base orthonormée de L?(R).
Retournons au cas général. On doit, grace a un choix approprié de x(£),
effacer la singularité en 0 du produit x(&)m(£)@(£). On procéde comme
dans le cas de la transformation de Hilbert. On définit x(§) = m(§) si
0 < ¢ < 2nm/3, x(§) = m(§—2r) si 4 /3 < € < 27 et il convient de
raccorder ces deux choix en assurant |x(£)| = 1 et x(§) € C*(]0, 2x[). C’est
évidemment possible. On observera que x(&) est discontinue en 2k7 mais
que, si k # 0, ces singularités disparaissent aprés multiplication par @(€).
Le théoréme 1 est complétement démontré. On observera qu’il existe
des ondelettes ¥ auxquelles le théoréme ne s’applique pas. Choisissons en
effet ¢ de sorte que la fonction 6(&) vérifie, outre (2.16), (2.17) et (2.18),
la condition 8(€) > 0 si —47/3 < £ < 47/3. En ce qui concerne 1, nous
procédons de méme en imposant cette fois au support de 6(¢) d’étre inclus
dans [-57 /4,57 [4] avec B(§) = 1 sur [-37/4,37/4]. Alors 'opérateur U
défini par U(v;x) = 1,7;,-,,; ne peut commuter avec les translations; sinon les
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supports de ;/; et de zZ seraient les mémes et nous avons tout fait pour que
ces supports soient différents.

4. Etude de lopérateur U en dimension deux. Les fonctions
@ et ¥ sont toujours construites a l’aide de la fonction @ vérifiant (2.16),
(2.17) et (2.18). On pose alors $()(z, 4) = $(2)p(y), ¥P(z, ) = ¢(z)$(y)
et PC@)(z,y) = P(2)¥(y). Dans ces conditions la collection
2p(e)(2iz — k,2iy—1),j € Z, k€ Z,1€Z ¢ =1,20u 3, est une base
orthonormée de L?(R?). Cela signifie que la fonction ¢ est indispensable
a la construction des ondelettes bi-dimensionnelles. Le fait que trois on-
delettes soient nécessaires en dimension deux devient évident sil’on introduit
I’analyse multirésolution correspondante. La fonction ¢(z,y) = ¢(z)e(y)
a la propriété que la suite ¢(z — k,y — 1), k € Z, | € Z, soit une suite
orthonormeée; cette suite est une base orthonormée d’un espace que nous
noterons Vy. On a Vy = Vy®V, ol la notation ® signifie que le produit
tensoriel algébrique est complété pour la norme L2(R?); V; est défini par le
fait que ¢(z — k), k € Z, soit une base orthonormée de V;.

A partir de V, on définit les V; par f(z,y) € V; & f(2z,2y) € Vj41.
Alors cette suite V;, j € Z, est une analyse multlresolutlon de Lz(R ). La
définition est identique a celle donnée en dimension un a ceci prés que Z
doit étre remplacé par Z°.

On définit W; par V; @ W; = Vj41. Ona Vi = V; & Wj et la dis-
tributivité du produit tensoriel par rapport a I’opération de somme directe
fournit

Vitr = (V; © W;)8(V; & Wj)
= V;®V;

® V;@W;

& W;8V;

O W;QW; .
Finalement, V;;; est la somme directe orthogonale de V; et de trois autres
morceaux, ce qui conduit 3 trois ondelettes. Les fonctions ¢(z — k)y(y - 1),
k € Z,1 € Z, constituent une base orthonormée de Vo®@W)p, les fonctions
Y(z — k)p(y—1), k € Z,1 € Z, forment une base orthonormée de Wo®V, et
finalement les ¢(z — k)Y(y — 1), k € Z, | € Z, conviennent pour Wy@Wj.

Ceci étant, la méme question que nous avons posée en dimension un peut
étre formulée en dimension deux.

PROBLEME. Soit F un ensemble de trois fonctions y(z,y) appartenant a
la classe S(R?) de Schwartz et telles que la collection de toutes les fonctions

(4.1) 299(2'z — k, 27y -1), jeZ,kel,lel, peF,
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soit une base orthonormée de L*(R?). Eriste-t-il une fonction ¢(z,y) €
S(R?) telle que la collection des fonctions p(z — k,y—1),k € Z,1 € Z, et
des fonctions 27y(27z —k,29y—1),j >0, k€ Z,l € Z, ¢ € F, soit une base
orthonormée de L*(R?)?

Le théoréme suivant donne un premier élément de réponse.

THEOREME 2. Il eriste un ensemble F de trois fonctions ¢ de S(R?) pour
lesquelles on peut trouver une fonction ¢ € L2(R?) de sorte que p(z—k,y—1)
et 29(29z—k,29y~1),k € Z,l1 € Z,5 > 0,9 € F, soit une base orthonormée
de L?(R?) mais pour lesquelles il est impossible de choisir cette fonction ¢
dans S(R?).

Rappelons que les différents choix (notés ¢y, @2 etc...) de ¢ sont reliés
par $2(€) = P1(€)x(€) ou x(£) est une fonction unimodulaire et 27-
périodique en chaque variable.

Pour construire I’ensemble F', nous partons de ’ensemble E des trois
ondelettes explicites ¥(1)(z,y), ¥(?)(z,y) et ¥3)(z,y) construites au début
de cette section. Nous désignerons par ¢(z) la fonction associée a 1 et nous
supposerons (ce qui est compatible avec les autres conditions imposées sur @)
que P(€) # 0si — < £ < 7. On pose ensuite, si j € Z et k = (ky,k;) € y &

(42)  Pim(2,y) =292z - ky, 2y — k), PO €E.

De méme ¢(z,y) = ¢(z)p(y). Alors ’ensemble des p(z — k1,y — k2) =
or(z,y), k € 7%, et des Vi (z,Y), 5 EN, k€ 7%, ¢ € E, sera noté B
et constitue une base hilbertienne de L?(R?) composée de fonctions de la
classe S(R?) de Schwartz.

Nous désignons par R = R; + iR, ’opérateur unitaire sur L2(R?), com-
mutant avec les translations et les dilatations positives, et qui est défini, via
la transformation de Fourier F, par

(43) (FR)f(€) = j‘;T";f(o
1 2

Considérons alors ’image par R de la base B. Posons ¢ = R(yp) et 1,b =
R(®), ¢ € E. Alors les éléments de B = R(B) sont les fonctions @y et ¢( k)
puisque R commute avec les translations et les dilatations posmves _En

outre les fonctions ¢ appartiennent 3 S(R?) puisque F (¢)(§ ) = €3+£2 ¢(§ )

est, en fait, nulle au voisinage de ’origine.

Il est clair que @ n’appartient pas 3 S(R?). Plus précisément, &
n’appartient pas & L!(R?) car sa transformée de Fourier F({) n’est pas
continue en 0. Pour terminer de démontrer le théoréme 2, il suffit de prou-
ver que I’on ne peut effacer cette singularité a ’origine en multipliant F(¢)
par une fonction x vérifiant les conditions (4.4) et (4.5) du lemme suivant.
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LEMME 2. Soit x € L™®(R?). Alors les trois conditions suivantes sont
incompatibles:
(44) x(&1,&2) est 2m-périodique en chaque intervalle,

(4.5)  Ix(&1,€2)| = 1 presque partout,
(4.6) & + 62

VE + &

C définipar —-m <& <y, —w <& <.
En admettant ce lemme, on observe que la fonction &(&;)P(£2) X
\/—ﬁ%x(ﬁ,&) ne peut étre continue. Il reste a prouver le lemme.
1 2

x(&1,&2) est, en fait, une fonction continue sur le carré

On commence par désigner par F(£) la fonction continue sur le carré
C qui est égale 3 -Sitifa resque partout sur C. On remplace
q g mx(&,&) presque p P

immédiatement x({) par une fonction continue sur C privé de I'origine. On
appelle v la constante F(0) et l'on a |y| =1 et x(&1,&2) ~ v lorsque

-1
£3+¢2
£ = (&1,&2) tend vers 0.
On désigne par I' = 9C le bord orienté du carré C. On pose I; = tTI,
0 < t < 1, et 'on étudie la courbe x([};) paramétrée par la longueur d’arc
orienté s sur I'. La courbe x(I}) est incluse dans le cercle unité |2| = 1.
L’indice de cette courbe par rapport a 0 est une fonction continue de ¢
lorsque 0 < t < 1. Lorsque t tend vers 0 cet indice tend vers —1. Lorsque
t = 1, cet indice est nul puisque les bords opposés de I' se déduisent par
périodicité de période 27, soit en &, soit en £;; ces bords sont parcourus en
sens contraire (une fois identifiés par périodicité) et x(§) est périodique.
On aboutit donc a une contradiction.
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