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UN EXEMPLE D'UNE FONCTION SUP-MESURABLE
QUI NEST PAS MESURABLE

PAR

Z. GRANDE (ELBLAG) T J. S. LIPINSKI (GDANSK)

~ Désignons par R I'espace des nombres réels et par R’ 1’espace pro-
d‘qit R xR.

- Définition (voir [3]). Une fonction F: R*—> R est dite sup-mesu-
rable lorsque, quelle que 8o0it la fonction f: R — R mesurable (au sens de
Lebesgue), la fonction

g¢(@) = F (=, f(x))

est également mesurable.

La mesurabilité de la superposition F(z,f(x)) a ét6 examinée par
Carathéodory dans son livre [1].
" On sait qu’il existe une fonction F: R? > R mesurable au sens de
Lebesgue qui n’est pas sup-mesurable (voir [3], p. 298). Dans [2] ’auteur
a demandé s’il existe une fonction F: R?-—> R sup-mesurable et non-
mesurable. Nous démontrerons que la réponse est affirmative en admet-
tant ’hypothése du continu.

THEOREME 1. Admettons Uhypothése du continu. Il existe une fonction
h: A— R, o A < R, telle que son graphe G (h) est un ensemble non-mesu-
rable dans R® et son intersection avec le graphe de toute fonction borelienne
définie sur R est au plus dénombrable.

Démonstration. Rangeons toutes les fonctions boreliennes sur R
en une suite transfinie f;, fo, ..., [, ..., a < 2, o1 2 est le premier ordinal
indénombrable, et rangeons de méme tous les ensembles fermés dans R’
qui sont de mesure (lebesguienne) positive en une suite transfinie F',, F,, ...

ey Foy ooty a< Q2. Fixons un point (a,, b,) € F, et posons h(a,) = b,.
Soit a < 2 (a > 1). Supposons que, quel que soit # < @, on ait déja défini a,
et h(a;) = b; de maniére que

(agy bg) € Fp\ L<JBG(f,,) et a, # a, pour tout y < f.
y
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Remarquons que ’ensemble F,\ | G(f;) est mesurable et de mesure
positive. Il existe donc un point  °<¢

(aa’ ba) € Fa\}éjae(fﬁ)
tel que a, # a; pour f < a. Posons h(a,) = b,. Il est évident que
(‘) (a'a! h(au)) = (acn ba) ¢pg G(fﬂ)‘

Soit A = {a,: a< Q}. Démontrons que la fonction h: A — R satis-
fait aux conditions de notre théoréme. Supposons, par contre, que le
graphe G (k) soit mesurable. Comme il est alors de mesure zéro, ’ensemble
R?*\@G(h) contient un ensemble fermé de mesure positive, ce qui contredit
I’hypothése que G (k) coupe tous les ensembles fermés de mesure positive.

Soit maintenant k¥: R — R une fonction borelienne. Il1 existe done
un indice a, < 2 tel que k(z) = f, (#) pour tout z e R. Il résulte de («)
que

(@ay B(a0)) ¢ G(f,) = G(k) pour tout a > a,.

Comme a, est un nombre dénombrable, I’ensemble G(k)NG(h) est
au plus dénombrable, ce qui achéve la démonstration.

THEOREME 2. Admettons Uhypothése du continu. Il existe une fonction
F: R* > R qui est sup-mesurable et non-mesurable.

Démonstration. Soient # une fonction du théoréme 1 et G(h)
son graphe. Posons

1 pour (z,y)eG(h),

F(x =
@0 o pour (s,5) ¢6(0).

La fonction F: R? - R n’est pas mesurable puisque 1’ensemble G (h)
ne P’est pas. Supposons, par contre, que la fonction F ne soit pas sup-
mesurable. Il existe donc une fonction mesurable f: R — R telle que la
fonction g,(x) = F(x, f(x)) ne soit pas mesurable. La fonction g, étant
la fonction indicatrice de I’ensemble B = {r € R: f(x) = h(x)}, celui
n’est pas mesurable. La fonction f: R — R étant mesurable, il existe une
fonction borelienne k: R — R telle que ’ensemble C = {x € R: k(z) # f(x)}
soit de mesure zéro. On a bien

{xeR: h(z) = k(x)} > B\C.

Il en résulte que ’ensemble G(k)NG (k) est indénombrable, ce qui
est impossible vu les propriétés de G (k). La fonction F: R*— R est donc
sup-mesurable.
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