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In der Theorie der I!-Algebren und allgemeiner der harmonischen
Analyse nichtkommutativer lokal kompakter Gruppen G hat es sich gezeigt,
daB eine Klasse von Funktionenalgebren auf G eine besondere Rolle spielt.
Es handelt sich hierbei um gewisse dichte, linkstranslationsinvariante
Unteralgebren 2 von C (G), der Algebra aller komplexwertigen, stetigen und
im Unendlichen verschwindenden Funktionen auf der Gruppe G. Typische
Beispiele sind die Fourierschen Algebren A(G) im Falle kommutativer
Gruppen.

Diese 2 haben ihre eigene Norm, in der sie Banachsche G -Algebren
sind, es lassen sich also die verschrinkten Algebren I! (G, 2) definieren. Das
Interesse an den Algebren 2 wird u. a. durch die Bedeutung dieser L! (G, )
gerechtfertigt, denn diese treten z. B. gleichsam kanonisch als elementare
Bausteine der Gruppen - Algebren L' (G) auf; so sind die L' (R", A(R") etwa
genau die primitiven Quotienten von I (G) flir die zusammenhingenden,
zweistufig nilpotenten Gruppen. Es ist naheliegend zu fragen, ob eine analoge
explizite Darstellung der primitiven Quotienten, also der Faktoralgebren
L} (G)/ker n nach den Kernen ker = irreduzibler unitirer Darstellungen n von
G fiir beliebige zusammenhidngende nilpotente Gruppen G mdoglich ist.
Natiirlich kann man sich dabei auf Liesche Gruppen beschrinken. Man
weil nach Dixmier, daB dann die irreduziblen Darstellungen © von
Charakteren von Untergruppen H von G induziert sind. Ist dieses H nun
normal, so 148t sich in der Tat beweisen, daB I!(G)/kern im wesentlichen
wieder die Form L' (F, 2) hat und zwar fiir F = G/H mit einer Unteralgebra
2 von C_(F). Dieses 2 ist eine Invariante der Darstellung n; Gegenstand
dieser Arbeit ist das Studium dieser Algebren 2, Hauptergebnis der Satz, daB3
die Algebra 2 (F) der glatten Funktionen auf F mit kompakten Tragern in 2
enthalten ist und daB fiir ge 2 (F) die Abbildungen z — ¢°, z - ¢q, mit ¢°(x)
= q(zx), q.(x) = q(xz~!) stetig sind.
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Es sei zundchst G eine beliebige lokal kompakte Gruppe mit Eins-
element e und C_(G) die Banachsche Algebra der komplexwertigen, im
Unendlichen verschwindenden stetigen Funktionen auf G. Die Supremums-
norm auf C_(G) sei wie tiblich mit |f], bezeichnet. Wie in der Einleitung
seien fir eine auf G definierte Funktion f und fiir ze G die Funktionen f* und
f. durch

[f)=f(zx), f(x0)=f(xz"")

erklirt. Hierdurch operiert G von beiden Seiten stetig auf C, (G). SchlieBlich
definieren wir auf C_(G) die Involution f — f* durch Konjugation: f*(x)

=f(x).

Definition (vgl. [3], Theorem 4). Eine harte Alyebra auf G ist eine
* -invariante Unteralgebra 2 von C_(G), die den folgenden Bedingungen
gentigt:

(1) 2 ist eine Banachsche Algebra mit einer Norm |q| mit den Eigen-
schaften |g| = |g*| = |ql,..

(2) 2 ist linksinvariant, d. h. mit g liegt auch ¢° in 2 und es gilt |¢°| = |q].

(3) Fur jedes ge 2 ist die Abbildung z — ¢° stetig von G in 2.

(4) Das Ideal 2, der Funktionen aus 2 mit kompakten Tragern ist dicht
in 2.
(5) Sei 24, die Unteralgebra aller ge 2,, fiir welche alle q., ze G, wieder
in 2, liegen und fiir die z — g. stetig ist. Zu jeder e-Umgebung U in G gibt
es ein we 25, mit w # 0, dessen Trdger suppw in U liegt.

Das wichtigste nicht triviale Beispiel einer harten Algebra auf G ist die
Fourier - Eymard’sche Algebra A(G) = A,(G). Fiir harte Algebren 2 sind die
verschrinkten Algebren [! (G, 2) stets einfach und symmetrisch, sieche etwa
[3]; die vielleicht wichtigste Eigenschaft ist jedoch, daB ! (G, 2) von minima-
len hermiteschen Idempotenten erzeugt wird, vgl. [2], [3] und weitere dort
zitierte Literatur.

Wir betrachten nun weiter einen lokal kompakten Hausdorffschen Raum
V, auf dem G stetig wirkt, d. h. wir haben eine stetige Abbildung G xV - ¥,
wie iiblich mit (x, u) - xu bezeichnet, mit x(yu) = (xy)u, eu =u fiir alle
x, ye G, ue V. Die Fixgruppen

G,={xeG; xp=p}

der Punkte peV sind dann abgeschlossen. Falls auch die Bahnen Gp
= {xp; xe G} in V abgeschlossen sind, so erhdlt man unter ziemlich all-
gemeinen Bedingungen an G aus der Abbildung x-— xp einen
Hom&omorphismus ¢ des homogenen Raumes G/G, auf die Bahn Gp. Ist
insbesondere G, = le}, so ist ¢ eine topologische Einbettung von G in V.
Eine Unteralgebra ./ von C, (V) definiert dann eine Unteralgebra .o/, von
C, (G):

o, = | feC,(G); es existiert ein ge A mit f(x) = g(xp) fiir alle xeG}
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mit anderen Worten: &/, ist die Menge aller Funktionen ?g, ge o, definiert
durch

Pg(x) = g(xp).

Ist fiir S < V der Kern k(S) wie iiblich das Ideal aller auf S verschwindenden
Funktionen aus .o, so ist offensichtlich &/, zum Quotienten //k(Gp) iso-
morph. Ist .o/ Banachsch mit einer die Norm ||, majorisierenden Norm, so
ist k(Gp) abgeschlossen und folglich .«//k(Gp) Banachsch. Der Isomorphis-
mus .o/, = o//k(Gp) macht dann auch .o/, zur involutiven Banachschen
Algebra.

Wir k&nnen fir Funktionen f auf V und zeG genau wie im Spezialfall
V = G wieder f* durch f*(x) = f(zx) definieren. Hierdurch wird C_ (V) zur
G - Algebra. Ist nun ./ G-invariant, so zeigt die Formel (Pg)* = ?(g%), daBB
auch o/, linksinvariant ist, dagegen gibt es keinen Grund daftir, da3 mit f
auch f. wieder in o/, liegt oder gar die Abbildung z — f; stetig von G in &/,
ist, das folgende Ergebnis ist also keineswegs selbstverstindlich:

(0) Sei V ein n-dimensionaler reeller Vektorraum und G eine zusammen-
hdngende unipotente Untergruppe der linearen Gruppe SL(V), sei pe V und G,
= (e). Ist dann ./ eine G -invariante harte Algebra auf V und ist der Raum
Y (V) der Testfunktionen auf V stetig in .o/y, — vgl. Definition (5) —
eingebettet, so ist /(G) in .o ,oo enthalten, insbesondere ist die Algebra </,
hart.

Da G unipotent ist k6nnen wir G als Gruppe von Dreiecksmatrizen mit
Einsen in der Diagonale schreiben, insbesondere ist G nilpotent. Die Bahnen
in V sind dann stets abgeschlossene algebraische Mannigfaltigkeiten, siehe
etwa [4]. Die Voraussetzung iiber die Algebra o/ wird z. B. von der
Fourierschen Algebra A4, (V), allgemeiner von den A4,(V), 1 < p < oo, erfiillt.
Das ist genau der in der Darstellungstheorie nilpotenten Gruppen auf-
tretende Fall: Dort ist V = #*, der duale Raum des Ideals ¢ der Lieschen
Algebra 4" der Gruppe N, und G die durch die koadjungierte Darstellung
auf f* definierte Gruppe.

Die Liesche Algebra der zusammenhingenden unipotenten Gruppe G
148t sich konkret mit einer Lieschen Algebra % nilpotenter Endomorphismen
des n-dimensionalen reellen Vektorraumes V identifizieren. G besteht dann
genau aus den Transformationen

1
X =14+X+=-X>+...+ X"l Xe%.

2 (n—1)!
Fiir peV ist

4,=Xe%; Xp=0}
die Fixalgebra und exp%,=!e*; Xc%,  =Gp die Fixgruppe. Sei
Xiy...., X, eine Basis von 4. Die Bedingungen ,1) G, = le}, 2) 4,=0,
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3) X — Xp injektiv von % auf %p, 4) die X;p sind linear unabhéngig” sind
offensichtlich alle dquivalent, aus 4) folgt sofort, daB {peV; G, = {e}} eine
invariante offene Teilmenge in V ist.

Wir wihlen nun ein festes p mit G, = {e}, also %, =0, und einen
linearen Unterraum R < V mit

V =%p®R.
Die Vektoren b;=X;p, j=1,...,d, konnen wir durch Vektoren
bs+1s ..., by, aus R zu einer Basis {b;};=4,. ., von V erginzen. Zu der

Produktmannigfaltigkeit G x R erhalten wir durch

d
Xij n
(xl’x2a"'a xn)—’(e¥ adzlij')

ein globales Koordinatensystem. Die durch

¢: (x, u)— @ (x, u) = x(p+u)

definierte rationale Abbildung ¢ von G xR in V hat in diesen Koordinaten
und in der Basis {b;} im Punkte (e, 0) als Jacobimatrix die Einheitsmatrix, ¢
ist in (e, 0) also ein lokaler Diffeomorphismus. Somit existiert eine offene
Umgebung E von e in G und eine offetne Umgebung U von 0 in R, so daB
E x U diffeomorph auf eine offene Umgebung 2 von p in V abgebildet wird.

(1)  Zu jeder offenen Menge C in G mit kompakter Hiille K existiert eine offene
0-Umgebung W c R, so dass C xW durch ¢ diffeomorph auf eine offene
Umgebung von p in V abgebildet wird.

Zum Beweis gentigt es zu zeigen, daB3 ein W existiert, so dall K x W durch
¢ injektiv abgebildet wird. Wire diese Behauptung falsch, so gibe es Folgen
(x,, ), (V> vp) in K x R mit (x,, u,) # (y,, v,) flr alle n, limu, = limv, =0,
x,(p+u,) = y.(p+v,). Da K kompakt ist, konnen wir annehmen, da} x
=limx, und y =limy, existieren. Dann wire xp =yp, also x =y, also
vy, 1 x,eE flir fast alle n. Ferner folgt u,, v,e U flir fast alle n und somit
wegen y, !x,(p+u, =p+v, also y,;'x,=e u,=v, fir fast alle n, im
Widerspruch zu (x,, u,) # (y,, v,) flir alle n.

Als nichstes zeigen wir:

() 2(G) = A,

d. h. wir miissen zeigen, dafl zu jeder Funktion ¢e Z(G) ein fe o/ existiert
mit ¢@(x) = f(xp). Hierzu wihlen wir eine offene Menge E in G, die den
Tréger K von ¢ enthilt, und eine offene 0- Umgebung U in R, so dal ExU
durch ¢ diffeomorph auf die offene Menge 2 — V abgebildet wird. Das ist
nach (1) moglich, da K kompakt ist.

Sei Yy e 7 (R) mit suppy < U, y(0)=1. Dann ist y = ¢®@y¥Y € (G xR)
mit suppy =« ExU und yx(x, 0) = ¢(x). Die Funktion x-¢~! auf Q ist
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dann offensichtlich die Einschrinkung einer Funktion fe 2 (V) und es gilt
f(xp) = f(#(x, 0)) = x(x, 0) = p(x)

also ¢ =*fe./,, denn nach Voraussetzung liegt 2(V), also auch f in .
SchlieBlich bleibt noch zu zeigen:

(3) 2(G) A poo-

Da 2 (G) rechtstranslationsinvariant ist und in &/, liegt, genligt es zu zeigen,
daB fur ¢ € 2(G) die Abbildung z —» ¢, e o, stetig in e ist. Wir behalten die
bisherigen Bezeichnungen ¢, K, E usw. bei. Es gibt dann eine symmetrische
kompakte e-Umgebung L in G mit KLcE. Sei Z;={0e2(G);
suppo < E}, entsprechend Z¢ .y = 2(G xR), 9, = 2 (V). Es ist klar, daB y,
=@, ®y flir zeL in P,y liegt und die Abbildung z — x, beziiglich der
iblichen Topologie von 2,y stetig ist: Die Normen in 2 (G) lassen sich mit
Hilfe rechtsinvarianter Vektorfelder definieren. Weiter definiert ¢ einen topo-
logischen Isomorphismus i von 2 (G x R) auf 2, also in 2 (V). Setzen wir f,
=i(x,), so ist also z— f, stetig von L in 2(V) und damit nach Vor-
aussetzung auch in /. Wie oben sieht man, daB} ?f, = ¢, ist. Da schlieSlich
die Abbildung h — Ph die Algebra of stetig auf o/, abbildet, ist z — ¢, stetig
und (3), also auch unser Hauptergebnis (0) bewiesen.

FoLGe. Ist o/ = A(V) die Fouriersche Algebra von V, peV und G, = {e},
so ist of, eine harte Unteralgebra von C ,(G).

Die Fouriersche Algebra A(V) enthilt bekanntlich die Algebra & (V)
= & der Schwartz’schen Funktionen, infolgedessen ist die Frage naheliegend,
ob in diesem Falle auch #(G) (siche etwa [1]) in den ./, enthalten ist. Das
ist in der Tat richtig, falls p ,,in allgemeiner Lage” ist, denn dann kann man
in (1) C =G wihlen, d. h. es existiert eine 0-Umgebung U <= R, so daB
¢: (x, u) - x(p+u) ein Diffeomorphismus von G x U auf einen offenen, G -
invarianten Teil von V ist. Hiermit 1Bt sich ¥(G) c o/, und die Stetigkeit
von z — ¢, dann genau wie flir pe Z beweisen. Im allgemeinen ist jedoch V
iber den Bahnen Gp mit G, = {e} nicht lokal trivial. Der einfachste Fall
dieser Art ist der folgende: Sei dimV =4, {by, b,, b,, b3} eine Basis, N die
nilpotente Transformation Nb;=b;,;, 0<j<3 (by=0), G={e"; teR)}.
Ist R der von by, b,, b, erzeugte Unterraum von V und setzt man |y| = |y,|
+1ya2l +lysl fiir y =yobo+y, by +y2b,€R, so wird

6 12 6 12
e‘N (bz—;bl +t—2bo) = b2+?b1 +t—2'bo

Ist R der von by, b,, b, erzeugte Unterraum von V und setzt man |y| = |y,|
+1y2l+lysl fir y = yobo+y, by +y,b2€eR, so wird

A={(t, )eGxR; |yl(1+]l+]1?) < 1}
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von ¢ bijektiv auf die offene Obermenge 2 = ¢(A) der Bahn Gb, abgebildet:

Sind nidmlich (s, y), (t,2)e G xR, r =s—1t, also |r| < |s|+]t|, so ist |r| < 2]s|

oder |r] < 2]t]. Sei etwa |r| < 2]s|. Ist nun ¢(s, y) = ¢ (¢, z), so folgt
eNby+y) =by+z=r(1+yo+3ry, +3r?y,)b3(mod R)

also r = 0 und somit (s, y) =(t, z) oder
1= —yo—3ry,—sr’y, <Iyl(1+|s]+Is?),

also (s, y)¢ A.

Hieraus folgt nun leicht: Enthilt .o/ die Algebra ¥ (V), so enthilt o/,
auch #(R). Um zu zeigen, daB ein ¢pe #(R) in &/, liegt, haben wir hier
lediglich die Funktion ye (G x R) nicht wie frither durch ¢ ®y sondern wie
folgt zu definieren: Wir wihlen y e 2(R) mit Yy (0) =1 und ¢ (y) =0 fir
[y| >4 und setzen

1, ) =@y ((1+2)y).

Dann ist ye (G xR), suppx < A und x(t, 0) = ¢(t). Der Rest folgt wie im
Beweis von (2).

Es ist anzunehmen, daB mit derselben Idee auch allgemein gezeigt
werden kann, daB #(G) in ./, liegt, falls o/ die Algebra ¥ (V) enthilt.
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