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1. Einleitung. Es bezeichne .# die Menge aller komplexwertigen,
multiplikativen zahlentheoretischen Funktionen und .#, die Untermenge
derjenigen Funktionen f aus ., die |f| <1 erfiilllen. Der Grenzwert

w(f) =tim — >'few)
—»00 n Sz
wird — falls er existiert — Mittelwert von f genannt.

Fir Funktionen fe .#, wurde die Frage nach der Existenz eines
von Null verschiedenen Mittelwertes durch Delange ([1], [2]), und allge-
meiner die Frage nach der Existenz eines (nicht notwendig von Null
verschiedenen) Mittelwertes durch Halasz [4] gelost(?).

In dieser Note beschiftigen wir uns mit der Frage nach hinreichen-
den Bedingungen dafiir, daB fiir ,nah verwandte” Funktionen f, ge .#
die Existenz von M (f) die Existenz von M (g) nach sich zieht. Delange [1]
gab zu diesem Problem folgenden

SATZ A. Es seien f, ge My, M (g) existiere, und es gelte

1
(1) D i) —g ()] < oo
> P
und
(1.2) Ist g(2") = —(—1)(g(2))" fir alle r>2 und |g(2)] =1, so ist

f(2") = g(2") fiir alle r > 1.

Dann existiert der Mittelwert M (f) und es ist
a3y M) =u@[[{r+Yore0 i+ Yo reen)
p r=1 r=1

(1) Man vgl. hierzu auch die Arbeiten [10] und [11] von Wirsing.
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Wir werden in dieser Note einen Satz beweisen, der etwas allge-
meiner als Satz A ist; die Beweismethode wird von der von Delange
etwas verschieden sein — wir beniitzen einige einfache Ergebnisse aus
der elementaren Theorie der Banachalgebren. Als Folgerung geben wir
ein Ergebnis tiber
(1.4 M (f) =tim = D fm).

Z~00 n<z
n=0mod k

Im letzten Abschnitt werden Fragen iiber die Invertierbarkeit abso-
lut-konvergenter Dirichletreihen behandelt, die schon beim Beweis von
Satz 1 eine gewisse Rolle spielten.

2. Ergebnisse. Wir zeigen zunéchst

SATZ 1. Seien f, ge M, M(g) existiere und es gelte (1.1). Mit positiven
Konstanten ¢, und ¢, < 2 gelte fiir alle r > 2 die Abschdtzung

(2.1) max {|f(p")l, lg(P)} < ez (6, <2),
und es set fir alle v >1
(2.2) max{ 3" If(p)l, Y 9@} < ey
<z P<z

Weiterhin sei fiir alle Primzahlen p
(2.3) max{|f(p)l, lg(p)I} < e,p"*~*
mit einer Konstanten 6 > 0. Schlieflich sei fiir alle p
(2.4) 1+ y,.(8): =1+g;{’)+g;f:) + #0
in der Halbebene Res > 1. ,

Dann existiert der Mittelwert M (f) und es gilt die Beziehung (1.3)(%).
Bemerkung. Die Bedingung (2.4) ist offenbar erfiillt, wenn

_lg@) | lg(p?)l

I,(1): = + f..<1
? P p?
ist. Im Falle I',(1) =1 ist 14y, ,(0c+4) = 0 mit ¢ >1 dann und nur
dann méglich, wenn o = 1 und g(p") = — |g(p")|p™ fiir alle r =1,2,...

18t.

Beschrinkt man sich auf Funktionen f, ge .#,, so sind (2.1), (2.2)
und (2.3) von selbst erfiillt. Man erhilt somit leicht das

KOROLLAR 2.1. Es gilt der Satz A von Delange.

(2) Satz 1 bleibt richtig, wenn die Bedingung (2.4) fiir endlich viele Primzahlen
415 ---» qx verletzt ist, fiir die dann aber zusitzlich f(q7) = g(¢7).fiir alle r = 1, 2, ...
und » = 1.....k erfillt ist.
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Ordnet man jeder Funktion fe .#, eine vollstindig multiplikative (3)
Funktion f*e¢.#, durch die Vorschrift .

(2.5) @ ...om) = (@) - (f@n)r

zu, so konnte man vermuten, daB M (f*) genau dann existiert, wenn
M(f) existiert. Diese Vermutung ist jedoch falsch, wie folgendes, von
Delange stammendes Gegenbeispiel zeigt:

Sei f(n) = —(—1)"n%, a # 0 reell; dann ist M (f) = 0. Aber es ist
f*(n) = ™, wenn n ungerade ist, und f*(2") = (—1)"2", und M(f*)
existiert nicht.

Aus Satz 1 (oder aus Delange’s Satz A) folgt unmittelbar

KOROLLAR 2.2. Sei fe M, und f* die zugeordnete, vollstdndig multi-
plikative Funktion. Dann gilt:

(1) Die Ewistenz von M (f*) hat die Ewxistenz von M(f) zur Folge
(Halasz [4]).

(2) Ewistiert M (f), und gibt es zu jedem reellen a eine natiirliche Zahl r,
fir die f(27) # —2'® gilt, so existiert M (f*).

3. Eine Anwendung von Korollar 2.2. Sei fe.#,. Auf Grund der
Arbeit [4] kann man Aussagen iber ) f(n) und J f(n)x(n) machen,

n<ax n<z

wobei y einen Dirichlet-Charakter bezeichnet. Somit hat man Aussagen
iber

D f(n), falls (k) =1

n<zx

n=lmod k
ist (dies ist in Delange [2], Theorem 6, und in [9], § 4 ausgefiihrt).
Wir betrachten hier die Summe D f(n) und beweisen

n<z,n=0modk
SAtz 2. Sei fe M,. Es werde vorausgesetzt, daf der Mittelwert M (f)
existiert und daf es zu jedem reellen a eim r > 1 gibt, fiir das f(27) # —2%"
gilt. Dann existiert

(3.1) Myf) —tm= > fm).

&€
T=00 ¥ pn<z,n=0modk

Bemerkung. Dieser Satz findet sich in allgemeinerer Fassung
bei Delange [1], Theorem 5, wenn zusitzlich noch die Konvergenz von
Sp~'(1—f(p)) vorausgesetzt wird (was auf die Bedingung M(f) #0
p

hinauslauft) ().

(®) d.h. es ist f(nm) = f(n)f(m) fiir alle natiirlichen Zahlen =, m.

(*) H. Delange hat in seinem Vortrag auf der Zahlentheorietagung in Ober-
wolfach im Juli 1972 allgemeine Sitze iiber das Verhalten der Summe > J(m)
fir multiplikative Funktionen fe.#, gegeben. n<z,n=Imodk
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Beweis von Satz 2. Auf Grund der Voraussetzungen von Satz 2
existiert (nach Korollar 2.2) der Mittelwert M ( f"') fiir die zugeordnete
vollstindig multiplikative Funktion f*. Sei H (s ( ) = F(s)/F*(s) der Quotient
der erzeugenden Dirichletreihen F(s) = }'f(n)n~* bzw F*s) = Sf*(n
Nach [4], S. 369 (oder nach § 5), ist

H (s) =Zh (m)n~

als Dirichletreihe darstellbar, die in Re s > 1 absolut konvergiert. Wegen
F(s) = H(s)F*(s)ist

(3.2) foy = D h(d)f()

djn
hieraus folgt

63 Mifioi= D = S > ().

n<ze a<z m<z/k
n=a0dmodk km=o(d)

Da die Bedingung km = o(d) mit m = 0 mod(d/(d, k)) dquivalent
ist und da f* vollstindig multiplikativ ist, erhilt man

k
Mt(fi0) = D@t () X1

i<z re(k,d)
@
- ; ( ){ (1)~ (s @) +0(W(k, d))}.

Wohlbekannte Schliisse fithren zu

(34) My(f;2) = H(f)0(k) 2 +o(@)
mit der Konstanten (°)

_ N MA) (R
3.5) o) = 32 () 9

Zusatz zu Satz 2. Sei bk = pt ... p;rgegeben ; unter den Voraussetzun-
gen von Satz 2 gilt g

M) = %M(f)n{f(p)’% D ) —f @ PN @Y+
Xk 2<i<n
+ ) @)~ | [+ D e -sese-ne)
F>x ¥k =

(®) Ist f*(k) # 0, so kann eine Produktdarstellung fiir C(k) gegeben werden.
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“Beweis. Unter der zusidtzlichen Voraussetzung f(p,) #0 fir
e =1,...,r kann (3.6) durch Rechnung nachgepriift werden, wobei
die Produktdarstellung fiir die Konstante C (k) (vgl. (3.5)) verwendet wird.
Andernfalls 128t sich der Beweis dadurch fiihren, dafl man f durch

multiplikative Funktionen f a.pprox1m1ert die f (pe #0 fir p =1,

erfilllen. Man kann--zum Beispiel f = f(p”) nehmen, wenn p'f k
oder p/k und » > 2 gilt, und

Fo) e wenn f(p) =0 und p/k,
P = f(p), wennf(p) #0 und plk.
Man beniitzt dann |f(n)—f(n) < sw( (n, k)) < ew(k) und erhilt
f(n)— My(fla| < ew (k)z+o(a),
n<z,n=0(k)
und die Behauptung (3.6) folgt fiir £-> 0.
4. Hilfssiitze. Fiir den Beweis von Satz 1 benutzen wir emen Hllfssatz,

der eine wohlbekannte Folgerung aus Gelfand’s Theorie der kommutativen
Banachalgebren ist.

LEMMA 4.1. Ist B(z) holomorph in der offenen Kreisscheibe o] <1
mit der Taylorentwicklung B(z) = Zb 2", wobei Zlbnl < o0 zst “und gilt

B(z) # 0 in |2|<1, so ist die Taylorrezhe D) Bp2" fiir 1 |B(z) in |2| <1 absolut
konvergent .(Loom_ls [7]}, 23 0). . -

Mit der Transformation z = p“’ erhilt man das
KoroLLAR 4.1. Es bezeichne A(s) =gyt a;p % +a, p¥+ ... eine

(sehr spezielle) Dirichletreihe, f'm’ die 2 @] < oo ist. Ist A(s) #*0 m Res O

(insbesondere also auch a, +# 0), d(mn konvergzert die Dmchletrezhe

L = a0+a1p-s+ az'p_28+ cee
A(s)
fir 1/A(8) absolut in Res > 0. Dabet ist
@G =", 0 = __‘ao_2a
LEMMA 4.2. Bezeichnet o eine Banachalgebra mit Einselement e, ist
aed und llal| < 1, so ist (e+a)" ——e+a =e—a+a”ed und
o la n N nz
lla"l SToer el S

5. Beweis von Satz 1. Die erzeugende Dirichletreihe

(5.1) F(s) = ) f(n)n~
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und ihr Eulerprodukt konvergieren in Res > 1 wegen (2.1) und (2.2)
absolut. Eine entsprechende Aussage gilt fiir G (8) = 3 g(n)n~°. Wir bilden
fir Res > 1 den Quotienten

(5.2) H(s) = g(‘: n( +Zf(p "’)(HZ!J _m)

Nun sollen die einzelnen Faktoren der zunichst in Res > 1 giiltigen
Produktdarstellung fiir H (s) untersucht werden. Setzt man zur Abkiirzung

Yom(8) = D g@NP™ (m =1,2),

r>=m

50 ist wegen (2.4)

(5.3) 1+ =14+g@)P°+9@)Pp >+ ..., §(®) = —g(p),

nach Korollar 4.1 in eine in Res > 1 absolut-konvergente Dirichletreihe
entwickelbar. Mit der Abkiirzung

Pom(8) = D f@E)PT  (m =1,2)

r=m
ist demnach auch

(5.4) {1+0,, (8} {1+ 7,,1(8)} " =14+n(p)p~°+h(pHPp™ >+ ...

in cine in Res>1 absolut-konvergente Dirichletreihe entwickelbar;
dabei ist

h(p) = f(p)—9(p).

In der Banachalgebra .sa! der in Res>1 absolut-konvergenten
Dirichletreihen A (s) = }'a,n~® mit der Norm

31
(5.5) 4] = Z; |2,
1

besteht, wenn man noch die Abkiirzung

Pom(®) = XGNP (m=1,2)

r=m

einfithrt, nach (5.3) und (5.4) die Abschitzung
() | |h(p?)] ) g (p)
y t H 1+ p L gpals )}{ gpp +7pals )} “

< @) —g(p)
p

+ 19p, 1 ()1 17p,1 ()1 + lipp,2 ()1 + 175,2(8)1].
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Wegen (2.1) und (2.3) erhilt man die Abschitzungen

. c2 1— fir m =2
T p(p—oy) ’
ma;X{le,m(s)”, ”‘Pp,m(s)”} <

1
¢ ————— +e,p7 ) fiir mo= 1.

P(p—ce)

Hieraus folgt nach Lemma 4.2 fir m =1 oder 2 und geniigend
grofles p (etwa p > p,)

“711 1(8 )”m _ _
s <ec m(1/2+6)+ N
1— g = % P
Auf Grund dieser Abschitzungen und der Voraussetzung (1.1) kon-

vergiert

h h(p?

” (1+ ({’)—I— (I:a)+'--)
P p

Po<P<N

175,m () <

fiir N—oc gegen ein Element aus </, d.h. gegen eine fiir Res > 1 absolut-
konvergente Dirichletreihe. Nimmt man noch die endlich vielen Faktoren
mit p < p, hinzu, so schlieft man, daB die in (5.2) definierte Funktion H (s)
in eine Dirichletreihe

(5.6) H(s) — Zh(n)n", 2 e _

n

entwickelbar ist, die in Res > 1 absolut konvergiert. Aus (5.2) und (5.6)

folgt nun
fmy =) h(d)g(%).

din

Bekannte elementare Schliisse (man vgl. etwa Halasz [4], S. 370,
oder Delange [1], Lemma 4) geben nun

D fm) = Dh(@ Y g(m) = H(1)M(g)z+o0(x),
a<z

n<z m<z/d

d.h. der Mittelwert M (f) = H(1)M (g) existiert und es gilt (1.3).

Die Bemerkung nach Satz 1 folgt aus den bekannten Bedingungen
fiir das Bestehen des Gleichheitszeichens in der Dreiecksungleichung.

Zum Nachweis von Korollar 2.1 beachtet man, daf fir f, ge .#,
die Bedingung (2.4) fir p > 3 stets erfiillt ist und. fiir p = 2 nach der
Bemerkung genau dann verletzt ist, wenn |¢g(27)] = 1 fiir alle » > 1 und
g(2") = —(—1)"¢"(2) fir r > 2 ist. Mit der in diesem Falle bestehenden
Zusatzvoraussetzung (vgl. (1.2)) f(2") = ¢g(2") fir alle r>1 reduziert

|
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sich der p =.2 entsprechende Faktor

h(2) k(2
(2)  AE)

1+ 28‘ i '228

von H(s) (vgl. (5.2)) auf 1 und die Aussage (5.6) und damit der ganze
Beweis bleiben erhalten. Entsprechend wird Fufinote (2) gezeigt.

6. Uber die Inversen absolut-konvergenter Dirichletreihen. In §5
spielte die Entwickelbarkeit der Inversen einer Dirichletreihe in, eine
absolut-konvergente Dirichletreihe eine Rolle. Auf Grund des Wiener-
schen Satzes iiber die Inversen absolut-konvergenter Fourierreihen (vgl.
Loomis [7], 23 C, oder Rudin [8], 18.21) vermutet man einen entsprechend
allgemeinen Satz fir Dirichletreihen.

Es ist nicht allzu schwer, aus. ‘Gelfand’s Theorie der kommutatwen
Banachalgebren unter Benutzung des Kroneckerschen Approximations-
satzes ([6], Theorem 444) folgenden Satz herzulelﬁen

SATz 3. Ist

Al = Z%, 2|an|<oo,.,l

eine in Res > 0 absolut-konvergente Dzmchletrezhe, dewm Koeffwze'ntan @,
multiplikative Funktionen von n sind, so ist die Voraussetzung

A(s)#0 in Res=0
hinreichend dafir, daf 1/A(s) in Res > 0 durch eine Dirichletreihe

1 o0 o 0]
6.1 = Nan*® mit 2
(6.1) %) ',g;-an” mz : la,| < oo

darstellbar ist.

Es glbt Jedoch in der Literatur schon allgememere Satze, in der
Arbeit? [6](%) wird aus Gelfand’s Theorie folgendes Ergebnis (Theorem 1,
S. 865-866) hergeleitet: .

Die Dirichletreihe Z‘ann" mit D'la,| < oo hat dann und nur dann
eine Inverse E,_anm‘",mit D) a,| < oo, wenn- eine Konstante &> 0 existiert,
so. daf .

(6.2) R [Zd,,n*j_; 8

fiir alle s m@t Res'>=>"0 yzlt

(‘) Auf diese Arbelt hat mich freundhcherwelse Herr Professor Dr G Maltese
(Maryland) hingewiesen.
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