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L’objet de ce travail est de prouver son titre. On désignera systémati-
quement par B un espace de Banach, par B’ son dual et par o(B, B')
la topologie faible sur B définie par la dualité.

Définition 1. Un espace de Banach B a la propriété de Schur si les
parties de B compactes pour la topologie o(B, B’) sont compactes.

D’aprés un théoréme de Smulian, il est équivalent de dire que les
suites convergeant vers 0 pour o(B, B’) convergent en norme. Rosenthal
[J] a prouvé que de toute suite bornée en norme z,,n>1, dun tel
espace, on peut, soit extraire une sous-suite convergente, soit extraire
une ,sous-suite en I'”, c’est-d-dire une sous-suite z,4,, k> 1, telle que
LIZ R | P k§|0k| soient des normes équivalentes sur le sous-espace
=1 1

fermé de B engendré par @, k > 1.

On connait trés peu d’exemples de tels espaces: 1’espace 1, les quo-
tients de I' qui sont duals de sous-espaces de ¢, [3], les sommes directes
I' de tels espaces, le produit tensoriel injectif d’un nombre fini de tels
espaces [B5].

On va montrer, & ’aide de techniques d’analyse harmonique, que
certains espaces invariants par translation de fonctions continues sur
un groupe localement compact abélien ont la propriété de Schur.

Les notations sont celles du livre de Rudin [9]. Nous les rappelons
pour la commodité du lecteur.

On note:

@G — un groupe topologique localement compact abélien (désigné par
Le.a.);
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I’ ou @ — son dual;

I' — le compactifié de Bohr de I';

G; — le groupe G muni de la topologie discréte;

G,E — le sous-groupe de G; engendré par un ensemble F c G;

C(@) — l’espace des fonctions continues sur G, tendant vers 0 &
Pinfini;

Cr(G) — le sous-espace de C(@) formé des fonctions & spectre dans
un ensemble ¥ < I

L% (@) — le sous-espace de L® (@) formé des fonctions a spectre dans
un ensemble E < I';

Cz(K) — la fermeture, pour la norme de C(K), de l’espace quo-
tient de C;(G) par le sous-espace des éléments nuls sur un compact K < G;

M(@) — le dual de C(G);

PM(@) — Despace transformé de Fourier de L*(I'); -

A(G) — Yespace transformé de Fourier de L'(I);

PM(E) — le sous-espace de PM (@) formé des pseudomesures 2
support dans un fermé F < G; c’est aussi ’espace transformé de Fourier
de Lz (T');

A(E) — Yalgébre quotient de A (@) par l'idéal I(E) des fonctions
nulles sur un fermé F < G;

I'(E) — Despace des mesures discrétes sur un ensemble F < G;

ﬁf}_) — s8a fermeture pour la norme de PM(G).

Le résultat essentiel de ce travail est le théoréme suivant:

THEOREME 1. Soit E un compact dénombrable dans un groupe G l.c.a.
Alors Uespace PM (E) a la propriété de Schur.

On rappelle [4] que si E est compact dénombrable, ’espace PM (EK)
est le dual de A4 (F), et que ’espace I' (H) est dense pour la norme pseudo-
mesure dans PM (E). Il en résulte que PM(FE) est 1’espace transformé
de Fourier de Cy(I"). Pour étudier PM (E) on peut se limiter au cas ou G
est métrique compact, comme le montre le lemme suivant:

LemMME 1. Soit B un compact dénombrable dans un groupe G l.c.a.

(a) Sur U'(E) les normes induites par PM (G) et PM(G,E) coincident.

(b) Il existe un groupe métrique compact G, tel que G, F soit dense dans
Q,, tel que sur 1'(E) les normes induites par PM(G) et PM (Q,) coincident
et tel que E soit encore compact dénombrable dans G, .

La démonstration du lemme 1 est trés simple. Nous la donnons pour
la commodité du lecteur.

(a) Les espaces Cg(I'), Ox(I'/(G,E)t), Ogx(G,E)" sont isomorphes
et sont fermés respectivement dans L*(I") et L®(G,E) . Par transforma-
tion de Fourier, cela signifie que sur I'(E) les normes induites par PM (@)
et PM(G,E) coincident.
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(b) L’ensemble E est compact dénombrable dans @, le compactifié de
Bohr de G, et dans @,, fermeture de G, E dans G. L’application canonique

T,
(G, B)*
est injective, d’image dense dans I';/(G,E)- qui est un groupe métrique
compact isomorphe & (G, E)".

Le groupe I', contient un sous-groupe dénombrable I, d’image dense
dans T,/(G,E)*. Son dual G, est métrique compact.

Les applications canoniques ¢, F — @, — @, définissent une injection
de G, F dans G,, d’image dense, et ’ensemble E devient un compact dénom-
brable de @,.

En appliquant le résultat de (a) successivement & G,E et @, puis &
G, E et G4, on voit que sur I' (E) les normes induites par PM (G, E), PM (G)
et PM (G,) coincident.

La définition suivante est due & Kahane (cf. [6], p. 114).

Définition 2. Soient G un groupe abélien compact, A une] partie

de son dual & et V une partie compacte de G. On dit que V est associé &
C,(G) ou, plus simplement, associé¢ & A, s’il existe une constante k > 0
telle que

Iy, —

Vel @) IIfllee < Eflow)-
Il est clair alors que les espaces C,(G) et C,(V) sont isomorphes,

et que tout translaté de V est aussi associé & C ,(@G).
Définition 3. Dans les conditions de la définition 2, on dit que
C,(G) est de premiére espéce 8’il existe une constante % telle que, pour
tout voisinage V de zéro dans @, il existe une partie finie 4, = A vérifiant

VfeOs 1, (@ flloe < Klfllow-

Un résultat essentiel pour la construction de compacts associés est
un lemme de Varopoulos [11].

ProposITION 1 (Varopoulos [11]). Il existe une constante m, telle
que pour tout groupe G compact abélien, tout fermé E < @, tout couple
(y,y') e I'x I et tout élément 8 € PM (E)

(1) K8y y =¥ 21 < Mo 8llparey Iy — ¥ lloge) -

Pour démontrer le théoréme 1 on aura besoin du théoréme 2 et du
lemme 2 qui suivent. La partie (a) du théoréme 2 est due & Blei [2] et
a été retrouvée indépendamment par ’auteur. Pour la clarté de 1’exposé on
en donnera cependant la démonstration.

THEOREME 2. Soit E un compact dénombrable ayant un seul point
d’accumulation dans un groupe G l.c.a. Soit G,E le sous-groupe discret
engendré par E dans G. Alors on a
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(a) Vespace Ox(G,E)" est de premiére espéce;

(b) Vespace PM (E) a la propriété de Schur.

LEMME 2. S0it G un groupe abélien métrique compact, E un sous-ensem-
ble de I, tel que Cx(@) soit de premiére espéce. Alors Cgx(@) a la propriété
de Schur.

Démonstration. Soit (f,)>, € Og(G) une suite de fonctions conver-
geant vers 0 pour la topologie a(G’ @, M (G)). En particulier c’est une
suite bornée telle que

VecE f,(¢) - 0.

Comme F est dénombrable, il existe une sous-suite ( f )j=1, une suite
(@)52) € Cg(@), et une suite (k;);2, strictement croissante d’entlers posi-

tifs telles que
(i) Vi=1 "fnj_‘Pj"C'E(G) <27,
(ll) VJ supp¢j {ekj-i-l’ ekj-l-l}.
S%i] existe m > 0 tel que

Vn>1 I fallogie = m,

il est clair qu’il existe un entier j, tel que
. m
Vizi leloge = -

On va montrer que c’est impossible.
Il existe g, €@ tel que |lp; || = lg;, (g1)] et il existe un voisinage O,
du zéro de G tel que

— m
Vgeg,+0, I‘le(g)l = 2%

ol & est la constante de la définition 3.

Soit 0; un voisinage du zéro de G tel que O; = 0,. Il existe j, tel
que O, soit associé (avec la constante k) 3 Opngey.. ey ,(G) I existe
g:€9,+0; tel que

@y, llo < kll¢j2|l0(al +5)) = kl%, (92)1
puis O, tel que g,+0, < g, + 0, et tel que
— m
Vgeg,+ 0, |9y, (9)1 = ok

On construit ainsi par récurrence des suites (@j 1215 (@)%, et (0,), 1e
Soit g, un point d’accumulation de la suite (g;);2,; 11 est dans ﬂ (g,+ 0).
I1 en résulte que

m
Vi>1 |g;(90)] = o
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Or la condition (i) entraine que la suite (¢;);j2, converge vers 0
ponctuellement sur G.

Démonstration du théoréme 2. D’aprés le lemme 1 on peut
supposer que G est compact et que G, est dense dans G. On peut encore
supposer que le point d’accumulation de E est le zéro de @. L’application
canonique

= (@, B)"

est une injection d’image dense.

(a) 8i O est un voisinage ouvert du zéro de I'/(G,E)*, I’ensemble

Uy + O est un recouvrement ouvert de ce groupe compact, dont on peut

yel t=N

extraire un recouvrement fini {_) y;4 0. Comme la topologie de @ est la
i=1

topologie de dual de I' (voir [9], p. 10), ’ensemble

o 1o, ot < g myi =1, B}

2m,
est un voisinage ouvert du zéro de G (m, est la constante définie dans la
proposition 1).

11 existe un ensemble fini de points isolés dans E, soit Eo, tel que
E\E, soit inclus dans ce voisinage. Pour toute pseudomesure

j=J
SePM(E\E,) avec 8§ = Z a,ts,j,
i=1
il existe y, € I' tel que
181lp2e(z) < |'S (7o)l

et il existe 7 € {1,..., N} tel que yoey,+0.
En posant y, = y;+9' (» €0) on a

Vge@ vy, 0> =y Y =< =& D1 — vy ).
D’on

j=J i=J i=J
8(re) = D a5<re, > = 3 a) <y e — 2 a4 <y'y 6> (1—<ys5 €),
j=1 J=1 =]
3 ’ /\I
18121 () < S 5 Sup 18(y' )|+ ls}' (0)—8y' (o)l
y'€0

La relation (1) de la proposition 1 et la construction entrainent alors

/\' /\’ 1 ’ 1
18y (0) — 8y (y:)| < ) 187" lp sy = Y I81lp2e ()
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D’ou
18lpmE = I8lloy@,m ~ < 6sup|8(y)l.
y'e0

(b) Le groupe G,E étant dénombrable, son dual (¢,E)" = I'/(G,E)*
est métrique compact. Le lemme 2 et la partie (a) du théoréme 2 entrainent
que I’espace Oz (G, E) ", qui est isomorphe &4 PM (E), a la propriété de Schur.

COROLLAIRE 1. Soit E un compact dénombrable dans un groupe G
l.c.a. 81 le dérivé E' de E est fini, Uespace PM (E) a la propriété de Schur.

Cela résulte immédiatement du théoréme 2 et du facile

LEMME 3. Sous les hypothéses du corollaire 1, Uespace PM (E) est somme
directe d’un nombre fini d’espaces PM (H,), ot E; = E est un compact dé-
nombrable ayant un seul point d’accumulation.

Démonstration. Soit {e,, ..., ey} 'ensemble E’. On choisit des
voisinages ouverts v, (e,) et w,({e;, ..., éx}) dans @ tels que ¥, soit disjoint
de w,. 1l existe alors ¢, € A (@) telle que ¢, = 1 sur 7, et ¢, = 0 sur w,,
ceci parce que 'algébre A (G) est normale.

On choisit ensuite dans w, des voisinages v,(e;) et wy({e;, ..., ey}) tels
que 7, soit disjoint de w,, et on construit ¢, & suppert dans w, comme g,.
En répétant ce processus un nombre fini de fois on obtient une partition
de E,

=N ___ i=N
ou E, est un ensemble fini. Pour tout élément 8 dans PM(E\E,) on a
i=N
8 = 2 Se,.

i=1

Pour la démonstration du théoréme 1 on a besoin encore du

LeMME 4. Soit E un espace topologique compact dénombrable. 11 existe
un ordinal dénombrable a tel que le dérivé E® soit un ensemble fini mon
vide.

Démonstration (cf. [10], 8.6.8). D’aprés le théoréme de Cantor-
-Bendixon il existe un ordinal dénombrable » tel que le dérivé E® est
vide. L’ensemble D = {f: E® +# @} est une partie majorée de 1’ensemble
des ordinaux qui admet une borne supérieure a,. L’ensemble E(® ne
peut contenir une infinité de points, car E(°0*? ne serait pas vide et 1’on
aurait a, < sup D. Done, ou bien E°® est fini non vide, ou bien E®® est
vide. Dans ce cas a, a ou non un prédécesseur. Si a, a un prédécesseur,
noté a,—1, ’ensemble E®~1 ne peut étre que fini non vide. Si a, n’a
pas de prédécesseur, par définition E(“) est ’ensemble () E. Les ensembles

B<ag
E® étant compacts, il existe g, < a, tel que E® est vide, ce qui contredit
le fait que a, = supD.
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Démonstration du théoréme 1. A tout compact dénombrable
E est associé d’aprés le lemme 4 un ordinal « tel que E® est fini non vide.
La démonstration se fait par récurrence transfinie sur a. Le corollaire 1
du théoréme 2 résoud le cas a = 1. Etant donné un a > 1 on suppose
démontré que pour tout compact dénombrable F ayant un dérivé fini
non vide d’ordre a’ < a l’espace PM(F) a la propriété de Schur. Soit
maintenant E un compact dénombrable tel que E® soit fini non vide.
Pour alléger la démonstration, on se raméne, grice au lemme 1, au cas
ol G est métrique compact.

Soit (8,)3.; une suite d’éléments de norme 1 dans PM (E), telle
que 8, — 0 pour ¢(PM(E), PM (E)’). On va montrer que cette situation
est impossible. On note (eyy...,é6,,...) une énumération de FE, avec
E® = (e, ...,€,). On peut toujours supposer, comme dans la dé-
monstration du lemme 2, qu’il existe une suite croissante d’entiers
positifs (%k,);., telle que

Vau>1 supp8, < {6, 115--+) 6, )
Soit (v;);2, une suite décroissante d’ouverts de G tels que
Vizlo,,cu

et formant une base de voisinages de K,
Soit (,);2, une suite de fonctions dans 4 (@) telle que
(i) Vi=1 g, =1 dans %,
(ii) Vi>1 y, = 0 dans »;_,.
On est dans l’alternative suivante:
(a) Ou bien

38 >0 3’50 HN V’n = N ”Sn(l_'pzo)“PM(E) > &,

La suite (;S’n(l—w,-o));'f, ~ est en fait dans PM(Ene}) et converge
faiblement vers 0 dans cet espace. Or le dérivé d’ordre a de Env; est
vide. Cette situation est impossible d’apres I’hypothése de récurrence.

(b) Ou bien

On construit alors une sous-suite (8,):2, telle que

i=1
) 1
. Vi>1 187, (L — v)llpa sy < o>
Le support (fini) de chaque élément 8, y; est dans v;_; NE. La réunion
de ces supports a ses points d’accumulation dans H. La suite (8,,v;)i2,
est en fait dans un espace PM (F') «c PM (F) ou F est un compact dénom-
brable ayant un nombre fini de points d’accumulation. Or elle converge

faiblement vers 0, et est minorée en norme par }. Cette situation est im-
possible d’aprés le corollaire 1 du théoréme 2.

8 — Colloquium Mathematicum XILI.2
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Le théoréme 1 peut étre utile méme dans le cas des groupes discrets
comme le montre la

PROPOSITION 2. Soit G un groupe abélien localement compact, K = G un
ensemble compact et dénombrable, PM (K) espace de Banach des distributions
portées par K et dont la transformée de Fourier est bornée, G; le groupe G
munt de la topologie discréte et PM (K ;) Uespace de Banach des distributions
portées par K <= G; et dont la transformée de Fourier est bornée sur le com-

pactifié de Bohr de G. Alors PM (K,;) = PM(K). T

Pour prouver cette proposition, nous remarquerons d’abord que pour
une mesure u, a valeurs complexes, dont le support est une partie finie
de K, les normes de u dans PM (K) ou PM (K,;) sont égales. D’autre part,
d’aprés un théoréme de Loomis, tout élément S € PM (K) est limite, pour
la norme de PM (K), d’une suite u,, n > 1, de mesures a support fini. On
a donc PM(K) =« PM(K,) et la norme de PM (K) est induite par celle de
PM(K,).

Soit H le sous-groupe dénombrable de G; engendré par K et soit D,,
n > 1, une approximation de ’identité pour A (H); c’est-a-dire que

(1) D,(x) >1 (n - o0) pour tout =z eH,

(2) le support de D, est une partie finie F, c H,

(3) 1Dy llemy < C-

Alors on peut, dans le théoréme de Loomis mentionné ci-dessus,
choisir pour u, le produit D, 8. Ce produit a bien un sens car PM(K,) est
un A (H)-module.

Pour prouver que PM(K;)= PM (K), soit u e PM (K;) et u, = D, u.
On a

”-Dn,u“PM(K) = ”Dnll”pM(xd, < Ollll”PM(Kd)-

Enfin PM (K) est I’espace dual de 4 (K) car tout compact dénombrable
est un ensemble de synthése spectrale. De la suite (y,),>,, bornée dans
PM(K), on peut extraire une sous-suite (#n,)i=1, convergente vers
8 € PM (K), au sens de la topologie ¢(PM (K), A(K)).

Soit » la différence u —8. Pour tout ordinal dénombrable a, appelons
K@ le dérivé d’ordre a de K et soit I ’ensemble des ordinaux dénombrables
a tels que le support de » (qui est une partie de K) soit contenu dans K(*.
Nous allons démontrer que I est I’ensemble de tous les ordinaux dénom-
brables; alors il existera un ae tel que K® =@ ce qui entrainera
u—8 =0.

Il suffit de prouver que ael = a+1el et que f =supl el.

Supposons donc que » soit porté par K'® et montrons que » est portée
par K(*t1, le dérivé de K*:

Soit z, e KONK®@) ot soit f e A(K), égale 3 1 en 2, et & 0 en tout
z € K9, distinet de x,. Une telle fonction existe car z, est un point isolé
dans K(®,
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On a (g—8)Dy,f> >0 (n— o). En effet, [18D,—Slpam 0,
et <uD,, > = {(8,f) (n > o) pour tout f e 4 (K).

D’autre part, puisque le support de u—S8 est contenu dans K(?,
le choix de f montre que {(#—S8)D,, > - v{x,}. On a bien »{x,} = 0 et
» est portée par K(*+1,

Puisque le support L de » vérifie L < K pour tout a € I, il vérifie

Lc N K =EK®,
ael

THEOREME 3. Soit H un groupe abélien dénombrable, E une partie
de H et A le groupe compact dual de H. Supposons qu’il ewiste un groupe
abélien localement compact @, une partie compacte et dénombrable K < G
et un homomorphisme h: H — @, injectif, tel que h(H) c K. Alors Vespace
Oy (A4) des fonctions continues sur A a spectre dans E a la propriété de Schur
et est égal a L% (A).

En effet, L7 (4) s’identifie au sous-espace de PM (K,;) formé des u
nuls en tout z € K, = ¢ h(F). L’égalité PM(K;) = PM(K) entraine que
Dy, — pllprgxy =0 (R — o0), ot D,, n>1, est une approximation de
Pidentité pour A (k(H)). On a done Lg(4) = Cg(4).

Exemples. 1. Soit d;, k> 1, une suite d’entiers naturels tendant
vers Pinfini, telle que d, > 1 et que 4, divise d,,, pour tout ¥ > 1. Supposons
qu’une partie A = Z ait la propriété suivante: pour tout k¥ > 1, il y a une
partie finie F, c Z telle que A < F, ,ud,Z. Alors C,(T) = LY (T) et cet
espace de Banach a la propriété de Schur.

En effet, soit G le groupe quotient de z par le sous-groupe n de

et soit h: Z — G ’homomorphisme canonique. Alors k(A) est une sulte
d’éléments de @ tendant vers 0. Le théoréme 3 s’applique done.

2. Partons de I’ensemble A construit ci-dessus et appelons k4 ’ensem-
ble des sommes 4,4 ... +4, 00 4, e, 1 <j<k. Alors O, (T) = L(T)
et cet espace de Banach a la propriété de Schur.

L’exemple 1 est dii & Y. Meyer qui m’en a donné une preuve différente.
Le théoréme 1 admet la réciproque suivante:

ProPOSITION 3. (a) Soit E un ensemble compact métrisable dans un
groupe G l.c.a. 8t PM (E) a la propriété de Schur, ’ensemble E est dénombrable;
en particulier, I'(E) est dense en norme dans PM (E).

(b) Soit E un ensemble dans un groupe discret dénombrable I'. Si PM (H)
< PM(T) a la propriété de Schur, I'(E) est dense en norme dans PM (E).

En d’autres termes, si G est un groupe métrique compact et si LE(Q)
a la propriété de Schur, on a L% (@) = Cx(Q).

Démonstration. (a) Il résulte de [12], chapitre 4, § 3, que tout
compact parfait métrisable £ dans un groupe @ l.c.a. (non discret) contient
un compact parfait E, qui est un ensemble de Helson, c’est-a-dire que
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M (E,) est fermé dans PM(E,). Or cet espace M (E,) n’a pas la propriété
de Schur. Si PM (E) a la propriété de Schur, I’ensemble F ne peut contenir
aucun parfait done est dénombrable.

(b) Soit (K, )3, une approximation de ’identité dans 1’algébre A (F),
définie comme celle pour A(H) dans la démonstration de la proposition 2. Si
une sous-suite de (K,) pouvait engendrer dans A (¥) un sous-espace isomor-
phe 4 I, espace dual P M (E) contiendrait d’apres [8] un sous-espace isomor-
phe & M (T) et n’aurait pas la propriété de Schur. Il résulte du profond
théoréme de Rosenthal [7] qu’on peut extraire de (K,),-, une suite (K,,):2,
de Cauchy pour la topologie o(4 (E), PM (E)). Tout élément 8 ePM (E)
est limite pour la topologie o(PM(E), A(E)) de la suite (8K,)X,.
Comme l’application (continue) A(E) > PM(E): f+— Sf tra.nsforme la
suite (K, ) en suite de Cauchy faible, c’est-a-dire pour o(PM (E), PM (BY),
et comme chaque K, est & support fini, (8K, )2, est une suite de Cauchy
dans I'(E) pour a(l1 (B, 1 (E)) done converge en norme dans I*(E), né-
cessairement vers 8.

Un dernier résultat compléte le théoréme 3. Soit 4 une partie de Z et
pour tout ¥ > 1 appelons k4 I’ensemble de toutes les sommes 4,4 ...+ 4,
Aed.

THEOREME 4. Supposons que pour tout k = 1 Uespace C, ,(T') ne contienne
pas de sous-espaces fermés isomorphes a c¢,. Alors tout intervalle fermé de
T, non réduit & un point, est associé & C,(T).

Dans la preuve du théoréeme 4, T = R/2rnZ, la loi du groupe T est
notée additivement et un intervalle fermé de T est noté a < z < b lorsque
b—a < 2n; en fait Pintervalle considéré est 1'image modulo 2= Z de cet
intervalle de R.

La preuve du théoréme 4 nécessite les lemmes suivants.

LEMME 5. Soit I un ensemble métrisable compact, x, un élément de I e
Jfa: I > C une suite de fonctions continues sur I telles que

(@) 0 < 0 < Ifpllo < Og;

(b) f,(xy) — O et pour toute partie compacte J = I, ne contenant pas x,,

sup|f,| =0 (n —>o0).
J

Alors on peut trouver une partie infinie A = N et deux constantes C,
et O, telles que
Cysup|e,| < sup | }) 6o f(@)| < Cusup |-
ned ned neA
11 s’z:bgit du phénomene classique de la ,bosse glissante”.
LEMME 6. On conserve les motations et les hypothéses du lemme 5 mais

on supprime la condition f,(x,) - 0. Alors on peut lrouver deux suites
M<M< N < oo < My <my<... lelles qu'en posant g, (x) = fn, (®)—fn, (@)
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on ait

C,sup|e,| < sup IZ ckgk(-'”)l < C,sup|e.
k=0 I ' k=0

Ou bien f, (z,) — 0 et le lemme 5 s’applique. Sinon, quitte & extraire
une sous-suite on peut supposer que f,(z,) -1 7% 0. Alors la sous-suite
extraite n’est pas une suite de Cauchy dans C(I). Il existe donc un 6 > 0
et deux suites n; (k = 0) et m; > 0 telles que

N<M <Ny <My < ... @F sgp | fony, (%) — [ (2)] = 6.

La guite g,(x), ¥ > 0, vérifie donc les hypothéses du lemme 5.

LeMME 7. Les notations étant celles du lemme 5, soit X un sous-espace
fermé de C(I), me contenant aucun sous-espace fermé isomorphe & c,. Alors
pour tout x, € I il existe un voisinage ouvert V(z,) de x, tel qu’en posant
J = I\V (x,) les normes sup |f| et sup |f| sotent équivalentes sur X.

I J

Supposons en effet que la conclusion du lemme 7 ne soit pas satisfaite:
il existerait donc un systéme fondamental V,, n > 1, de voisinages de x,
et une suite f, € X telle que

sup|f,] =1 et sup |f,| = 0.
Vn IN\Vn

Les hypothéses du lemme 6 sont donc satisfaites et X contient un
sous-espace fermé isomorphe & ¢,.

LeMME 8. Soit A une partie de Z et E Uensemble A+A. On suppose
que Cgx(T) ne contient pas de sous-espace fermé isomorphe & ¢,. Soit [ — L, L]
un intervalle associé & Cg(T). Alors, pour tout 1 > L[2, [ —1, 1] est un inter-
valle associé a C 4(T).

Remarquons d’abord qu’en appliquant le lemme 7 a X = Cgx(T)
et I = [—am,n] o —n et » sont identifiés & x,, on vérifie qu’il existe un
L < n tel que [— L, L] soit associé &4 E. En prenant z, = 0, on montre
qu’il y a un ¢ > 0 tel que la réunion de [ —L, —¢] et de [e, L] soit asso-
cide & F = A+ A.

Soit d la borne inférieure des longueurs des intervalles associés & A.
On a évidemment 0 < d << 2L < 2.

En raisonnant par ’absurde, supposons d > L. Soit > 0 un nombre
assez petit pour que d > L+, 7 < ¢/2 et n < d/3; considérons les deux
intervalles I, = [—d, —n] et I, = [—d, n] de T. Alors I, n’est pas asso-
cié & A tandis que I, I’est avec la constante C(5). Il existe donc une suite
fn € C4(T) telle que

s‘}plfnl -0, fiulz,) =1, — NP, <1, et S‘;D'fn|<0("7)-
1
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Formons g¢,(z) = f,(z+=x,). On a

sup gl >0, ¢,(0) =1 et s%plynl<0(n).

[—d+n,—27]
Posons h,(2) = g,(—2); b, € CA(T),
sup |k,| >0, h,(0) =1 et suplh,|<O(n).
T

2n,d—1n]

Alors F,, = g,h, € Ox(T) converge uniformément vers 0 sur la réunion
de [—d+n, —279] et de [2,d—n] et vaut 1 en 0. Comme [2%, d— 7]
o [e, L], ceci contredit le fait que [ — L, —e]U[e, L] soit associé & Cg(T).

La preuve du théoréme 4 est maintenant évidente. Partant de
[ — =, =] associé & C,k,(T'), on déduit, par applications répétées dulemme 8,
que [—=n/2%, %/2%] est associé & O,(T).

L’idée d’utiliser le produit F, = g,h, dans la preuve du théoréme 4
est due & J.-F. Méla.
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