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G désigne un groupe abélien localement compact et I' son groupe de
caractéres. La transformée de Fourier-Stieltjes d’une mesure de Radon
bornée u sur G est définie par

B(y) =[vadp (yel).

TatorkEME (H. Helson et P. J. Cohen). Soit u # 0 une mesure de Radon
bornée sur Q. Si u me prend qu'un nombre fini de valeurs (entiéves), u est
une combinaison linéaire finie de mesures ym, o y est un caractére et m
la mesure de Haar d’un sous-groupe compact de G.

(1) Le sous-groupe des caractéres y tels que yu = u, qui n’est autre
que le stabilisateur de u, est ouvert et fermé dans I'. La mesure u est
supportée par son orthogonal H qui est un sous-groupe compact de G.
Tout caractére de H se prolongeant en un caractére de @, on peut supposer
pour démontrer le théoréme, que G = H.

(2) Notons I'(x) I’adhérence dans L*®(u), des caractéres de G, pour
la topologie faible o(L™(u), L'(x)). On vérifie immédiatement que I'(x)
est contenu dans la boule unité de L™(u) et est stable par multiplication
et conjugaison. On munit I'(x) de la topologie faible et de la relation
d’ordre naturelle de L*(u). Si on suppose G = H comme on 1’a dit en (1),
T est plongé injectivement dans I'(u).

(3) Soit y € I'(u). On voit, par passage 4 la limite faible, que la trans-
formée de Fourier-Stieltjes de la mesure yu

()" () = [y2du  (yel)

est également & valeurs entiéres. En particulier, pour deux éléments
distincts y et x' de I'(u), xu # x'u, et il existe y € I" tel que

It — 2 Nz = |f7xdﬂ—fyx'd#| = |(xu)" (»)—(x'w)" (PI=>1.
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(4) Toute suite (¢;);50, o = 1, décroissante, d’éléments positifs de
I'(u) est stationnaire. Sinon, pour tout » > 0, on pourrait écrire, d’apreés (3),

[dlul = [(L—pdlul = D [(g_,—g)dlul>n.
j=1

(6) Tout élément ¢ de I'(u) est tel que |p|® = |p|. Sinon, la suite |p|¥
= ¢'®’ contredirait la propriété (4).

(6) Dans I’ensemble des éléments positifs de I'(u), il existe y minimal
non nul. C’est une conséquence évidente de (4). Alors 1 est minimal non
nul dans ’ensemble des éléments positifs de I'(yu) et, par suite, tout
6lément non nul de I'(yu) est de module 1.

(7) Il suffit de démontrer le théoréme pour la mesure yu. Dans le
ca8 ol u # yu on pourra reprendre le raisonnement avec u' = u—yu
qui a la méme propriété que x. De plus, comme yp? = ¢,

faw'| = [dlul—[dlynl < [dlul—1

et on est assuré de conclure aprés un nombre fini d’étapes.

(8) On est donc ramené & démontrer le théoréme dans le cas ol tout
élément non nul de I'(u) est de module 1. On va voir que, dans ce cas,
Pensemble ‘des ¥ € I" pour lesquels u(y) # 0 est fini (et le théoréme est
alors évident). En effet, soit y, une suite généralisée de caractéres tels
que x(y,) 0, qui converge vers y dans I'(u). Comme | [y, du|>1, & la
limite | fydu| > 1; en particulier, y # 0, donc |z| = 1. On en déduit

=l =m0 2 =0

On aura aussi
lim|lx =¥l =0,

ce qui implique, d’aprés (3), que y, est constant & partir d’un certain rang.
Ceci termine la démonstration.

Note. La démonstration précédente est une version (un tout petit
peu plus naive) de celle mise au point dans les comptes rendus du Sémi-
naire sur ’analyse harmonique des mesures (Villetaneuse 1978), et re-
prend pour l’essentiel un exposé, fait a Trzebieszowice, dans le cadre
de la Conférence d’Analyse Harmonique de Aodt — Septembre 1978.
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