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1. Les opérateurs asymptotiquement linéaires introduits sur les
espaces de Banach par Krasnoselskil [6] interviennent fréquemment dans
I’é6tude de certains problémes non linéaires [1], [6], [8], [11].

Cette notion a été utilisée pour obtenir des théorémes de surjecti-
vité et de point fixe.

Récemment, & I’aide de la dérivée & l'infini le long d’un cdne, des
résultats d’analyse spectrale non linéaire ont été établis [1], [6], [8].

La dérivée asymptotique est utilisée dans 1’étude des problémes de
bifurcations.

Dans cette note on introduit la dérivée & l’infini le long d’un céne
dans les espaces localement convexes; notre démarche s’inspire d’une
idée utilisée par Marinescu dans le calcul différentiel sur les espaces lo-
calement convexes [9], [10].

On démontre que dans les espaces localement convexes la dérivée
% Dinfini le long d’un c6ne conserve une sorte de contractions.

2. On appelle espace localement convexe réel, un espace vectoriel
réel E qui a une topologie définie par une famille de semi-normes {|- |,}oesr
ayant les propriétés suivantes:

(i) (Vo e B)(z # 0)(Ja, € #)(|z],, # 0);

(ii) (Vayy az€ #)Fa € #)(|lays | lay < | 1)

Soient (B, {|*|o}ecw) 6 (F, {|*|s}scs) deux espaces localement con-
vexes réels.

On sait [9], [10], qu’un opérateur linéaire f: E — F est continu
si et seulement 8’il existe une fonction y: # — & telle que

lwlv(p) =0 = |f(z)l; =0

|f (@)1p
lalp()0 [ Cle(a)

et

< oo pour tout e A.
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Si Z(E,F) est ’espace de tous les opérateurs linéaires et continus
de E dans F, alors Z(E, F') est 1a réunion pseudotopologique des espaces
%,(E, F) ou

Z,(B, F) = {f: E —F |f linéaires et |f|s,p < oo pour tout f e #}.

Soit K < F un céne convexe, c’est-a-dire un sous-ensemble ayant les
propriétés suivantes:

(c;) K + K < K;

(c:) (VAieR,)(AK c K).

On suppose toujours que le cone K est total par rapport a I’espace E,
c’est-a-dire K — K = E.

Définition 1. On dit que 'opérateur f: K — F est asymptotiquement

linéaire le long du céne K s’il existe une fonction y: # — o et un opérateur
linéaire et continu f’'(co) € £, (E, F) tels que

tim @) = () (@)l

zeK lwlw(ﬁ)
121y ()~

=0 pour tout feXB.

Si f: K — F est asymptotiquement linéaire le long du céne K, alors
£’ (o0) s’appelle la dérivée a Vinfint le long du cone K de Vopérateur f. Comme
le cone K est total, f'(oc) est uniquement déterminée.

3. Soit (E, {|*|.}eew) UD espace localement convexe réel. Pour chaque
ae & et 2 c F on définit

v.(2) = inf{d > 0 | 2 peut étre couvert par un nombre fini d’ensembles
ayant le |-|,-diameétre < d},

La(R) =Inf{r > 0| 2 peut étre couvert par un nombre fini de
| |,-Sphéres ayant le |-|,-rayon < r}.

Soit € = {f: o« — [0, + ]} ordonné par I’ordre ponctuel. On définit
les fonctions

y: 2 > ¢

.t!u? - (y(2))(a) = 7.(R2) pour tout a e ,
1: 2% > ¢

}J) — (x(2))(a) = x.(2) pour tout a e «.

Comme les fonctions ¢ et y ont des propriétés communes, on désigne
par @ ou bien la fonction y ou bien la fonction .

Comme dans les travaux [1], [4], [12]-[15], [17], on peut démontrer
que la fonction @ a les propriétés suivantes:
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(1) #(AUB) < max{®P(A), (B)} pour tous 4, B € 2%,

(2) #(A) = 0 si et seulement si A est totalement borné.

(3) P(co(4)) = P(A), ol co(4) est 'enveloppe convexe et fermée
de 1’ensemble A.

(4) Ac B = ®(A) < D(B).

(6) Pour tout Ae B, et tout ae & on a

ya(u) = Aya(A)’ xa(}‘A) = lxa(A)7
donc
D(AA) = AD(4).

(6) Si on désigne par B, la sphére ouverte de |-|,-rayon = 1, alors
¥a(B.) <2 eb %,(B,) <2, donc &(B,)(a)< 2.
(7) Pour tout ae «:

Ya(A+B) < y,(4) +74(B)y;  2.(4A+B) < %a(4) + 2.(B),
donc

?(A+B) < ©(4)+P(B).

Soient E, F deux espaces localement convexes réels ayant la pro-
priété que la famille des semi-normes de l’espace F' est indexée d’aprés
le méme ensemble & que la famille des semi-normes de 1’espace E. Done
pour ces deux espaces on a le méme ensemble ¥.

On désigne par Py (resp. D) la fonction obtenue selon la construe-
tion précédente pour P’espace E (resp. F'), considérant simultanément la
fonction y ou bien la fonction y.

Définition 2. Un opérateur f: D c E — F est une (a*, D)-contraction
8i Pp(f(Q)) < a*Px(Q) pour tout ensemble borné @ = D, oll a* est une
application de « dans R_.

THEOREME. Soient E, F deux espaces localement convexes réels tels
que la famille de semi-normes de VUespace F est indexée d’aprés le méme
ensemble of que la famille de semi-normes de Vespace E. Soient K < E un
cone convexe total et f : K —F une (a*, D)-contraction. 8i f est asympiotique-
ment linéaire le long du cone K, alors f'(oo)|g est une (a*, ®)-contraction.

Démonstration. On note u = f (o0); soient a € & et A = K un
sous-ensemble borné tel qu’il existe ¢ > 0 ayant la propriété que |2|,q) = @
pour tout ze A.

On prend un nombre ¢ > sup{|z|,q | # € A} et soit ¢ > 0 arbitraire-
ment choisi. '

On note r = f—u.

Comme f est asymptotiquement linéaire le long du céne K, il existe
d > 0 tel que pour tout # € K ayant la propriété |z|,, > é on a

€12ly(a)
re)),x ——m.
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Si on note BY = {x € F| |»|, < 1}, alors pour tout 4 > 8/¢ on obtient

r(14) < E BF,

parce que
é
Mwlv(a) = )'[mlw(a) = ? Imlw(a) = 4.
Donec

w(4) @ f(14)~r(14) < f(R4) + = BE.
Cette relation implique
Ay (w(4)) = 7 (w(24)) < 7 (f(24)) + — 7a (Bd)

< a*(a)yy (A4) + Ae = l(a“‘(a)rf(A) +¢).
Comme & > 0 est arbitrairement choisi on obtient
(%) ¥a (u(4)) < a*(a) 7z (4).

On suppose maintenant que A < K est un ensemble borné arbitraire
et soit £ > 0 arbitrairement choisi.

Comme % = f'(o0) e Z,(B,F), oo y: o - o est la fonction qui
intervient aussi dans la définition de la continuité, on déduit

[u ()]
lu’la,w(a) sup - < oo
lzly(a)=0  [®ly(a)

et 8i |2|,q = 0, alors |u(z)|, = 0.
Pour les propriétés de ||, ,@q) voir [9] et [10].
Premiérement, on suppose que |ul,,, # 0 et soit

&

o= .
2 lu’la,vp(a)

On définit 4, = AngBj, et A; = A\A,. Dans ce cas, on a
(%*) u(4d,) < -;—Bf'.

Si |%ls,p@ =0, on prend 4, = AnB}, ot A, = AN\A, et, tenant
compte de la définition du |u|, ., et de la continuité de la fonction u,

on obtient (#*x*).
Done, dans ces deux situations, on a y¥ (u(Al)) e
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De la premiére partie de la démonstration, on déduit

Va (4(4s)) < a*(a)yd (4,) < a*(a)y (4).
Enfin:

va (w(4)) = yJ (w(4,)Vu(4,)) < max {y7 (u(4,), ¥7 (u(4,))}
< max{e, a*(a)y (4)}.

Comme ¢ > 0 est arbitrairement choisi, on a (=*).
Passant & la fonction @, on obtient '

Pp(ulx(4)) < a* Pg(4),

tenant compte du fait que le méme raisonnement est valable aussi pour
X« (a € ) et le théoréme est démontré.

Remarque. Le théoréme précédent est vrai dans le cas ou F et F
sont deux espaces de Fréchet ou dansle cas £ = F.

4. On sait, que dans les espaces de Banach, il existe des relations
entre les opérateurs asymptotiquement linéaires et les opérateurs quasi-
bornés définis par Granas [5] qui a obtenu des théorémes de point fixe
pour des opérateurs quasi-bornés.

Cain, Jr., et Nashed [2] ont donné une extension de la notion d’opé-
rateur quasi-borné aux espaces localement convexes dans le cas ou £ = F.

On propose ci-dessous une définition de la notion d’opérateur quasi-
borné dans le cas général. Cette définition semble étre treés naturelle et
elle permet d’établir des relations dans les espaces localement convexes
entre les opérateurs quasi-bornés et les opérateurs asymptotiquement
linéaires.

Soient (B, {|*|c}ecar) ©6 (F, {|*|s}seq) deux espaces localement con-
vexes et soit f : £ — F un opérateur.

Définition 3. L’opérateur f s’appelle quasi-borné s’il existe une
fonction y: # — o telle que les nombres

lflﬁ.w(ﬁ) = inf [ sup If(m)'ﬂ]

0<e<oo Lizlypy=e lew(ﬁ)

sont finis quel que soit f € 4.

Les propositions suivantes sont des conséquences directes de la dé-
finition 3.

ProPoSITION 1. 8¢ Vopérateur f: E — F est quasi-borné, alors il existe
une fonction y: # — A telle que

(Ve > 0)(Fo > 0)((Vz e B) @ly(ey > o) (If(@)s < (If 1, v T €) l-’”lv(p))

PrROPOSITION 2. 8’il existe ume fonction y: B — o et 8'il ewiste pour
chaque fe B deux constantes k>0 et k, v(8) =0 telles que If(@)ls
< Ky, pi) 121y (s) + Koz, p(5) DOUT tout 1 € B, alors f est quasi-borné et |f |5,y < Ky, p(a)-
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PROPOSITION 3. 8i f: B — F est asymplotiquement linéaire a Vopérateur
linéaire v: E — F le long du cone K = E, alors f est quasi-borné et | Tl8,00)
= |Tlg,pe)r O% |Tlppe) €8 la semi-norme uiilisé dans [9] pour définir la
structure pseudotopologique de Vespace Z(E, F).
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