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UN ENSEMBLE REMARQUABLE DU POINT DE VUE DE
D’ANALYSE DE FOURIER SUR Q,

PAR

J.-P. SCHREIBER (ORSAY)

Soit @, le groupe additif localement compact des nombres p-adiques,
Z, le sous-groupe des entiers p-adiques. On désigne par Z(p) le groupe
des rationnels s’écrivant q/p” (ou q et r sont des entiers relatifs). On
notera parfois de la méme maniere, par abus de notations, les images
canoniques de ce groupe dans , ou dans le groupe des réels R.

L’image dans Q, de Z(p) n [0, 1[ est un fermé de Q,, réguliérement
réparti dans le sens ou toute boule de rayon 1 de Q, le rencontre en un
point et un seul. On se propose de montrer ici que cet ensemble, qu’on
notera =, posséde, du point de vue de ’analyse de Fourier beaucoup de
propriétés analogues & celles du groupe des entiers Z, dans R.

On donne d’abord quelques propriétés des fonctions continues sur Q,
a spectre dans =, ce qui permet d’obtenir la propriété de synthése spectrale

pour les ensembles parfaits homogeénes de Q, du type ) e.p*, (¢, =0 ou 1).
k=1

Ensuite (§ 5 et 6), par “enroulement’ de Q, sur le solénoide p-adique on
étudie la fermeture de = dans le compactifié de Bohr ainsi que les limites

—
(A

uniformes sur £ de caractéres.

1. L’ensemble = est un spectre régulier. On choisit 1a mesure de Haar
sur Q,, m, de facon que m(Z,) = 1; d’autre part H, désignant le caractére
continu sur Q, valant exp2ini pour tout A de Z(p), on identifiera 0,
avec son groupe dual en associant & z de Q,, 1e caractére y — (x, y) = H,(xy).

Définition (cf. [1], p. 297). Une partie A de Q, est un spectre régulier
8’il existe un compact K de Q, (compact associé & A) et un nombre ¢ < 1
tels que pour tout polynéme trigonométrique P 2 spectre dans 4, on ait

sup [P (x)| = (1—¢) sup |P()|.
zeK mer
Pour A4 = E, nous avons le

THEOREME 1. 8¢ L2 est un ouvert borné de Q,,, de mesure de Haar stricte-
ment supérieure a 1, sa fermeture Q est un compact associé & =



126 J. -P. SCHREIBER

Quitte a remplacer 2 par un ouvert un peu plus petit on peut
toujours supposer qu’il est réunion finie de boules ouvertes disjointes (et
de megure strictement supérieure a 1).

La démonstaration repose alors sur le lemme suivant:

LEMME. 8¢ Q2 est une réunion finie de boules ouvertes bornées de Q,,
Pimage canonique de 2 N Z(p) dans R est une suite réguliére X de densité
uniforme m(Q), c’est-a-dire:

a) inf |[z—2'|> 6 >0,

z,2'e>

b) lim 2—11, card{ ) n[a—T, a+T]} = m(RQ),

T >0

uniformément par rapport a a.

Démonstration du lemme: Si 2 est une boule de rayon p~%,
2 est une progression arithmétique de différence p donc de densité
uniforme p~ = m(L2). On passe trivialement au cas d’une réunion de
boules disjointes. ‘

Montrons maintenant le théoréme 1: Soit R un polyndme trigono-
métrique & spectre dans =, et soit P le prolongement continu a R de la
restriction de P a Z(p). Ce prolongement est un polynéme trigonométrique
sur R & spectre dans Z(p) n [0, 1[. On a alors

sup |P(¢)] = sup |P(x)| = sup |P(a)l.

a:ch zeZ(p) zeR

Or il résulte du théoréme de Paley et Wiener (cf. [5], § 5, th. 4) que
pour toute suite X réguliére de densité uniforme strictement supérieure
a 1, il existe une constante positive c¢ telle que

sup|P(z)] > ¢ sup|P(x).
zeR

ZeX
D’ou le résultat en appliquant le lemme:

sup|P(z)| > ¢ sup|P(x)|, et Q est associé & 5.

reQ a;ch

Nous allons montrer maintenant que la taille des compacts associés
4 £ donnée par le théoréme 1 ne peut étre améliorée, et cela en utilisant un
théoréme d’isomorphisme d’algébres de restrictions (introduit dans [3]),
pour prouver que Z, n’est pas associé & Z.

Selcn 1’usage on désignera par A (@) lalgébre des transformées de
Fourier des fonctions intégrables sur le dual du groupe G et, pour un
fermé E de G, par A(E) lalgébre des restrictions 3 E des fonctions de
A(G) (cf. [6]).
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—

ProrosITION 2. Si pV est le diamétre d’un compact K associé a =
et B une boule de rayon p—Y, les algébres A(E+ B) et A(E x B) sont iso-
morphes.

Démonstration. Suivant la méthode de [3], théoréme 1, il suffit
de montrer qu’il existe une constante ¢ < 1 telle que, pour toute famille
{f,} de fonctions continues sur Q, tendant vers 0 & l’infini, et & spectre
dans B (i.e. dont la transformée de Fourier a son support dans B), A décri-
vant une partie finie quelconque de X, on ait '

(*) sup| ' fu(@) (2, 2) | > (1—e) sup | D' fi(#)(4, ).

zeQ, ' “J z,yeQp "2

Choisissant alors z, et y, tels que

| Y fa(@0) (25 90)| > (1— &) sup | 3" f,(2)(2, y)
A A

z,Y<Qp

’

—

on peut trouver, puisque x,+ K est associé 34 =, un point y, vérifiant
Yo— ol, < PV et

| D ful@a) (A, 90| > (1— )] D fi(@60) (2, 90)] -
A )

Mais les fonctions f, ayant leur spectre dans B, leurs transformées

de Fourier fl sont les translatées de fonctions & support dans la boule
de centre 0 et de rayon p~". Or une fonction dont le spectre est dans
cette boule est constante sur toute boule de rayon p". Donc il existe
un caractére y ne dépendant que de B tel que

Ji(a) = f,(b) x(a—1D),

dés que |a—b|, < p". Done

| D ful@o) (3, 90| = | X H1w0) (2, )

I

ce qui donne (*).
COROLLAIRE. La boule Z, n’est pas un compact associé & Z.

En effet, s’il en était ainsi, on aurait un isomorphisme continu de
A(EX Z,) sur A(E+ Z,). Mais comme =+ Z, =@Q,, il résulterait un
homomorphisme continu surjectif de 4(Q,x Z,) sur 4(Q,). Or, d’apres
le théoreme de P. J. Cohen, (cf. [6], 4.3.1.) cela n’est pas possible puisque
Papplication de @, dans Q, X Z, définie par &— (4,() avec AeZ, (e Z,
et 14+ ¢ = &, n’est pas affine.

2. Application aux fonctions a spectre dans =. Une fonction f sur Q,
est & spectre dans Z si c’est la transformée de Fourier d’une distribution 7'

—

portée par Z; du théoréme 1 il résulte qu’une telle fonction est connue
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dés qu’on connait sa restriction & un ouvert de mesure supérieure a 1,
comme le montre, en particulier, la

PROPOSITION 3. Soit T une distribution sur Q,, portée par = et T sa
transformée de Fourier. Si la restriction de T & un ouvert  de mesure su-
périeure & 1 est une fonction continue f, T est une fonction uniforménent
continue sur Q,,.

Démonstration. On peut toujours supposer 2 borné. Soit p, la
fonction caractéristique de la boule p™" Z, et T, = y,-T. Les polynémes
trigonométriques T, = , * T convergent uniformément vers f sur un
ouvert ', de mesure > 1, et réunion d’un nombre fini de boules ouvertes.
Comme 7', est & spectre dans = et que d’aprés le théoréme 1

sup [T, (@)— T (@) = C sup |T,(@)— T, (@)

xefd’ erp

il résulte que les Tn convergent uniformément sur Q, et donc que T est
une fonction uniformément continue.

De la méme maniére, on montrerait, avec les hypotheses de la propo-
sition 3, que si 7 satisfait une condition de Lipschitz d’ordre a sur un
ouvert de mesure > 1, T est lipschitzienne d’ordre a sur Q,.

On peut voir facilement d’autre part que si K est un compact associé
a &, & toute mesure & support compact u, on peut faire correspondre une
mesure 4 portée par K, telle que [fdu = [fdu pour toute fonction f
continue a spectre dans Z. En particulier, si on prend pour K le sous
groupe 1/pZ,, on obtient:

PROPOSITION 4. A tout élément A de 1/p £ on peut faire correspondre
une mesure u, portée par 1|/p Z, telle que pour toute fonction continue f
a spectre dans = on ait

Va, lal, <p f(a+2) = [1_ fl@+h)du(h),

et de fagon que st A+ A el/pE, alors p,*pu; = py ;.

3. Application a la synthése spectrale pour certains ensembles parfaits
homogénes de Q. Pour un entier 1, 0 <! < p, on note F, I’ensemble des

[ o]

sommes ) ¢.p*, ou ¢, est entier et 0 < e, < 1. On a alors la proposition
k=0

suivante.

THEOREME 5. Les ensembles E; sont de synthése spectrale dans Q,.

Sil =p, E, = Z, qui est un sous-groupe de Q,,. Sil< P, B, est un
ensemble parfait, homogeéne (cf. [2], chap. I pour les définitions).

Pour chaque entier positif » notons y, la fonction valant p™ sur le
sous-groupe p"Z, et nulle ailleurs, x,(#) = x,(z— 1), et A, ensemble
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n—1

des Z &, p" ol 0 < ¢, < l. La mesure de Dirac au point A est notée 6*. A toute

pseudo mesure S portée par E, associons les suites de mesures

T D e T, == DS, g

I.EA ) ).eA

Soit ¢ une fonction de 4(Q,), constante et égale & ¢, sur ’ensempble
A+p™Z,, pour chaque Aed,. Pour n>m on peut décomposer tout
élément A de 4, en somme: A = 4,+¢, ou 4,4, et [g,], <p~™. On

a alors pour n > m
- A
¢ = E 1, D" Xn»

).sAn

et
By0) = D 6, 7", 1.

iedy,

D’ou, d’une part

By9> = D 278, i< 9> = (T, 9D,

leAn
et d’autre part

Byo> = D <8, ™ [ 2h(@e@)dm(z) = <8,, ).
leAn
Ces fonctions localement constantes forment un ensemble dense
dans A (Z,); il suffit donc de montrer que les normes || T, m. = sup |7, ()]
e

sont uniformément bornées pour déduire que 7, — S dans la tz(’)pologie

faible des pseudo-mesures. On aura alors obtenu que toute pseudo-mesure S
portée par E, est limite faible d’une suite de mesures portées par E,,
(et méme ici d’une suite de mesures définies & partir de S par un procédé
linéaire explicite), ce qui entraine la propriété de synthése spectrale
(cf. [2], p. 115). De méme ||S, ||, ,. uniformément borné entrainera 8, — oco.

- ’ n—-oo
Or on a [[8,/l,m = I8*2ullpm. < [8llp.m.» ce qui donne déja, pour
le cas | = p, une suite simple de mesures portées par E;, convergeant
vers § faiblement. Pour le cas I < p, montrons qu’il existe une constante
positive C telle que, pour tout » et tout @, complexes, on ait:

|2 ana@=hn >0 X mo@=2],,

Par changement de variable, cela équivaut &

| X ane=n),>c] 3 asw-2],,.

Aep~™M4, Aep—R4,,

9 — Colloquium Mathematicpm XXIII. 1
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Or la fonction f, transformée de Fourier de > @a,8(z—2) et la

Aep~Ty
fonction g, transformée de Fourier de Y a;yo(z— ) coincident sur Z,.

lep"nAn
D’autre part, la fonction f ayant son spectre dans 1’ensemble

et Z, ayant la mesure 1, on voit comme au théoréme 1 que, pour ! < p,
il existe une constante C telle que

sup |f(2)| = Csup [f()|

:z:sZp zer
d’ol
sup |g(z)| = Csup |f(»)l.

z¢Qyp 2p
Finalement on obtient, pour tout » > 1, en prenant a, = S(1)),

ClTullp.m. < 18allp.m. < 18]lp.m. »

ce qui prouve que lorsque ! < p, les mesures discrétes T, portées par F
tendent faiblement vers S.

4. Fermeture de = dans le compactifié de Bohr de Q,. Pour la topo-
logie induite sur R par celle de son compactifié de Bohr, les seuls points
de R adhérents & Z sont les points de Z lui-méme. Nous allons voir main-
tenant que £ posséde, & un point pres, cette propriété.

Posons =* = Z(p) n [0, 1].

PROPOSITION 6. Dans’ la topologie induite sur Q, par celle de son com-
pactifié de Bohr Q,, les points d’accumulation de = sont les points de E*.

Montrons d’abord que =* n’a pas de point isolé pour la topologie
de Bohr sur Q,.

11 suffit pour cela de montrer que 0 n’est pas un point isolé de =*;
et pour voir cela il suffit de se donner un homomorphisme continu quel-
conque, k, de Q, dans une puissance du cercle 7%, et de considérer que
pour tout voisinage ¢ de 0 dans TV on peut trouver a et g dans E*, avec
a—peE* a—pf #0 et ha—p)ed.

Montrons maintenant que Z* n’a pas d’autre point d’accumulation
que ses propres points. Pour cela soit 2, le groupe compact dual du groupe
discret Z(p) et j, (resp. j,) I'injection de @, dans Z, (resp. de R dans X))
duale de l'injection canonique de Z(p) dans Q, (resp. de Z(p) dans R).
On peut tracer le diagramme commutatif:



/ 5
\R/

ol ]p est le prolongement canonique de j, a Qp

Soit F 'adhérence dans 2, de j, (& *). Comme dans la premiére partie
on voit que E = j,([0, 1]). Or 3o(Qp) N Jo([0, 1]) = j,(E*). En relevant
E dans Qp a Paide de j;,, on obtient donc que les seuls points de Q, adhér-
ents & =* pour la topologie de Bohr sont les points de Z* lui-méme.

5. Approximation uniforme sur Z des caractéres non continus de Q.
Rappelons une derniére propriété de Z, plus forte que celle d’étre
un spectre régulier (cf. [6], § 1, Théoréme 1), et que Z posséde trivial-
ement:

PROPOSITION 7 ([7], prop. 1). Tout caractére faible (homomorphisme
non nécessairement continu de Q, dans T) est limite uniforme sur Z de
caractéres continus.

Une preuve trés élémentaire figure dans [8]; nous allons ici appli-
quer les méthodes géometriques du § 4. La restriction & = d’un caractére
faible de Q, est déterminée par la donnée d’un caractére sur le groupe
discret Z(p) engendré par =, c’est & dire par un point o de X,.

Soit k¥ un entier et V (k) I’ensemble des éléments y de X, vérifiant
lw(A)—1| < p~* pour tout A de £; V (k) est un compact qui contient en
particulier j,(p *Z). Il en résulte que le compact V (k) -+ Jp(»~* Z) contient
Jp(Qp) qui est dense dans X, et donc contient X, tout entier.

Au caractére o on peut donc associer un y de P "Z tel que

G_jp (X) € V(k)
c’est-a-dire

sup |o(1)— ()| < p~*

AeE

ce qui prouve la proposition.
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