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1. L’extension, proposée et étudiée dans la suite, de la notion de
dérivée de Lie dans les variétés de dimension infinie, plus précisément
dans les variétés modeleés des espaces de Banach (VB), montre une fois
de plus la fécondité de cette notion et 'importance du travail du Pro-
fesseur Slebodzinski.

A ma connaissance, il n’existe & ce sujet que le travail de Craioveanu
[3], ou la dérivée de Lie fut introduite sur les variétés de dimension infinie
au sens de Laugwitz [6], en utilisant le calcul avec des indices et en tran-
sposant la méthode employée par Yano [10]. Craioveanu montra que
la dérivée de Lie d’'un objet géométrique linéaire est aussi un objet linéaire
et retrouva la formule [y, Ly]—¥ x ¥y = 0.

Le point de vue adopté ici est différent. Il consiste a considérer la
dérivée de Lie comme un opérateur local de dérivation de grade O et
subordonné a d’autres opérateurs; les résultats en sont présentés dans
une forme invariante. Ainsi, la notion en question devient une extension
naturelle, sur (VB), de la dérivation de Fréchet des espaces de Banach
(SB). Aussi la liaison entre la dérivée de Lie et une loi de dérivation sur
les variétés fibrés banachiques (FB) sera établie.

1. PREMISSES ALGEBRIQUES

2. Soit L une algébre graduée sur un corps commutatif K (qui peut
étre considéré comme sous-espace vectoriel de la sous-algébre L°). L’al-
gébre L est anticommutative si on a
(1) u

— pa N vy
pVq = (1) v, ou u,el? et v el,.

q
Si Palgébre graduée L est anticommutative et associative, on a une

algebre extérieure. Un exemple en est 1’algebre extérieure A(E) d’un
K-module quand A”(E) = 0 pour p < 0.
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Définition. Un endomorphime linéaire De¢End(L) est appelé la
dérivation de grade peZ si D vérifie les conditions:
@) (a) DL™ =« L"*?,
(b) D(u,,v,) = Du,v,+(—1)""u,,Dv, ou u,eL™ et v,eL".
Si L est une algébre extérieure, on peut y poser par définition

[D,D'] = DD'—(-1)"D'D,

ol D' est une dérivation de grade ¢. On voit aisément que le crochet
[D, D'] est une dérivation de grade p+q et on a

[-D’ DI] = (_l)pq+l[DI) D]’
(D, D'}, D"| = |D, [D', D"]|—(—1y™[D’, [D, D"]|

ou D" est la troisiéme dérivation.
Suivant que le grade p de la dérivation est impair ou pair, on dit
que ’on ait une antidérivation ou dérivation proprement dite. Alors

(a) Si D est une antidérivation, DD est une dérivation (ou zéro).

(b) 8i D et D' sont des antidérivations ou dérivations proprement
dites, DD'+D'D et DD’ —D'D sont des dérivations.

(¢) Si D est une dérivation et D’ est une antidérivation, DD’ —D'D
= [D, D'] est une antidérivation.

Exemple. Si A(F) est ’algebre extérieure d’'un K-module E, ’adjoint
du produit extérieur est dit le produit intérieur. Si X e¢FE et wedA"(E*),
le produit intérieur ¢y est donné par la formule

(3) (XgAh oo A X Jixw) = (XAX A A X, |0

ol (ulw) =r!{u;wy ol ued"(E) et wedA"(E*).
Le produit intérieur i, par XeE est une antidérivation de grade
p = —1, parce qu’il résulte de la définition

(4) CigAT(BY) c ANEY),  iyix =0
et on montre par le caleul (voir [4]) que
(4') ix(UpAVg) = ixUy A Vg+(—1) Uy A tx0,.

3. Définition. Une K-algébre extérieure L est dite différentielle
si une antidérivation d de grade p =1 (d(L”) =« L") y est donnée et
dd = 0. Alors (2) devient
(5) d(upAvy) = duy, A v+ (—1)u, A dv,.

L’antidérivation d est alors appelée la différentielle extérieure de 1’al-
gébre L.
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En particulier, si ’on suppose que 1’algebre L = A(E*) est pourvue
d’une différentiation extérieure, il résulte de la propriété (b) que

est une dérivation de grade zéro et on peut P’appeler la dérivée de Lie
suivant X ¢E associbe a la différentielle extérieure d.

4. Remarque. Soient U < F l’ensemble ouvert dans un SB réel,
A,(U; R) lespace de Banach des p-formes différentielles définies sur U
avec les valeurs réelles et @ A4,(U; R) = A(F) I’algébre extérieure de E

D=0

(voir [2]). A Paide de la dérivée de Fréchet et de 'opérateur d’alternation
convenable, on définit la différentielle extérieure sur A (F) par la formule
(voir [2])
(6)  (do)(Xo,y ..., Xp)
= M (~1) (0 X)(Xoyoory Xy .oy X)) 0L 26U et X;e.
t=0

On a pour p =0 et p =1

(df (@) (X) = f'(2)- X
et
(dw,) (X4, X,) = (w;'Xl)(Xz)—(w;‘Xz)(Xl)-

Puisque ixf = 0, iyo = (X; w) et, en particulier, ixdf = {X; df)
= Xf, il vient en utilisant la formule (C)

(7) (Zxf)(@) =f'(2) X = Xfl, et Lyol,=aw,X,.

La dérivation de Lie sur SB se réduit donc & celle de Fréchet de
P’application w: U — L(E, R).

2. LA DERIVATION DE LIE SUR LES VARIETES DE BANACH

5. Les VB de classe C* sont définies usuellement par les atlas
(complets) A = {(U;, ¢;)}ie1, C’est-a-dire par une famille de couples formés
par les ensembles ouverts U; =« B d’un espace de Hausdorff, tels que

\V U; = B et par les homéomorphies ¢; : U; - E (SB modéle) compa-
tel .
tibles C*; cela veut dire que, pour chaque couple ¢, jel, les applications

9 = 9097 19 (Uy) > ;(Uy)  (Uy = UinU; #0O)

sont des difféomorphies de classe C* sur E.

L’ensemble I = {g,;¢Diff E|g,; = p;op; ' pour tous les couples 3, jel
pour lesquels Uy # @} est un pseudogroupe différentiable de groupe
des difféomorphies C” de ’espace modéele E.
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La réunion de tous les atlas d’une classe d’équivalence donne un
atlas complet et une structure C* de B.

L’espace modéle E est supposé un SB réel, réflexif, admettant des
bases topologiques dénombrables bien ordonnées et assujetti au théoréme
de graphe fermé, ce qui permet de choisir des bases adéquates telles
que les sous-espaces complémentaires soient munies de sous-bases supplé-
mentaires. L’espace de Hilbert est un exemple de ce genre et B est alors
une variété hilbertienne.

6. Les FB. Soit (M, =, B) un espace fibré localement trivial de fibre
F, de groupe structurel G et d’atlas fibré

A ={U;, v)}iex OU 9 U XF —>a (U

sont des homéomorphies des cartes locales. Si la fibre type F est un SB
et Paction du groupe structurel G sur F est linéaire, ’espace fibré M
est dit fibré vectoriel de Banach. Si, de plus, la base B est une VB de mo-
déle E (en général distincte de F') et les changements de cartes g;: U;
# @ — G < GL(F) sont des applications différentiables C*, on obtient
FB de P’atlas vectoriel A. Les sections de FB, c’est-a-dire les applica-
tions C* ¢: B —> Mous: Uc B — M telles que noo = idg ou mos = idy
respectivement donnent les objets géométriques linéaires (homogénes)
de la variété-base B. L’ensemble X' (U) des sections de M au-dessus de U
est muni naturellement d’une structure de F-module sur ’anneau F(U)
des fonction différentiables C* sur U. L’existence des sections au-dessus
d’un U < B ouvert peut étre établie en utilisant les cartes vectorielles
de M et en prolongeant les sections définies sur les domaines de
ces cartes.

Remarque. On peut considérer I’espace affine 4 (F) associé a un ¥
qui est SB. Pareillement, I’espace projectif P(F) peut étre défini comme
Pensemble des variétés linéaires 1-dimensionnelles qui contiennent 0eFE
ou, autrement .dit, qui est ’espace quotient de E\ {0} par la relation
d’équivalence correspondante.

Maintenant, lorsqu’on consideére dans la définition de FB qui vient
d’étre donnée la fibre F = A(F) ou F = P(FE) et que 'on prend pour
le groupe structurel un sous-groupe du groupe affine ou celui du groupe
projectif respectivement, on obtient la définition des fibrés affines ou
des fibrés projectifs sur B, et les sections dans ces fibrés nous donnent
les objets géométriques linéaires (généraux) et projectifs respectivement.

7. L’exemple le plus important de FB est le fibré tangent 7'(B)

= (J T, (B) ayant comme fibre le modéle E de B qui est un SB ou encore
zreB

fibré cotangent 7*(B) de fibre E*. Une section X (w) de T'(B) ou de T*(B)
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est appelée le champ vectoriel ou la forme de Pfaff respectivement, définis
sur B et la valeur (X_, w,> pour chaque x¢B est une fonction C* (sur B);
on la désigne par (X; w) = w(X).

Considérons & présent deux FB, n: M - B et =n’: N — B, ayant
la méme base. Au-dessus d’un point xzeB, on a les fibres locales =~ '(x)
= M, et n'"'(x) = N, isomorphes avec les fibres type par ¢,: F — M,
et 7,: F' — N, respectivement. L’application

ta: 0 ’
: FXF — M_XN,
0 =

xr

est une isomorphie et on peut définir sur M @N = 3 M, x N, une struc-
reB

ture ¥B, M., N, et M, x N, étant des espaces de Banach.

Le FB M @ N est appelé la somme directe ou somme de Whitney (voir
[1]). De méme, il y a lieu de considérer le SB L(M_, N,) des applications
linéaires continues. On peut montrer (voir [5]) que I’ensemble L(M, N)

= |JL(M_,, N,) a une structure de FB au-dessus de B. En particulier,
xeB

si N = BxR, on obtient L(M,N) = M*, le fibré dual de M.
Diverses autres variantes nous fournissent, outre les sommes directes
(ou celles de Whitney), les fibrés d’applications multilinéaires, ceux
d’applications multilinéaires alternées etc. Tous ces FB jouent un role
important dans la géométrie des VB. Cependant, quant aux VB, bien
que ’on puisse y introduire les champs tensoriels et les opérations ten-
sorielles, ils ne jouent pas le méme role que dans le cas de dimension
finie, puisque le produit tensoriel des deux SB n’est pas en général un
SB. Mais lorsqu’on considere, au lieu des tenseurs, les sections de FB
des applications multilinéaires et que la composition en est possible,
on obtient dans le cas de VB une extension naturelle des tenseurs et de

leurs produits.

8. Opérateurs locaux sur les VB. Commencgons par le produit in-
térieur. Soient X un champ vectoriel et » une p-forme différentielle.
Le produit intérieure de o par X est une (p —1)-forme donnée par (3) ou
(3" (ix®)(Xgy .oy X)) = 0(X, Xyy .0y X

»)

pour zeB et X,,..., X, eT(B).

Il en résulte que iy est un opérateur local jouissant des propriétés
(4) et (4').

On peut définir d’'une maniére analogue I’opérateur d de la différen-
tielle extérieure d’une p-forme différentielle par la (p +1)-forme con-
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venable (voir [5], chapitre V, §2) comme il suit:

»
(8) (dw)(Xoy ...y Xp) = 2(—1)ix,.(w(xo, veey Xiyeony X))+
i=0
p . . -~ Y
+ 2 (—1)t+]w([Xi’ X;‘]’ Xo’ sy Xi7 XY Xj7 ceey Xp)?
1<j=0

le crochet [X;, X;] étant défini antérieurement (voir ibidem §1). On en
déduit aisément les propriétés de d formulées plus haut dans 3.

La dérivée de Lie d’une forme différentielle est 1’opérateur donné
par la formule (voir [8])

(C") Lxow =d(ixw)+ix(dw).
En utilisant (3’) et (8), on obtient la formule invariante

(9) (Zxw)( Xy ..y Xp)

»
= X(0(Xyy ..oy Xp)) = D 0(Xyy oy [ X, Xy, oeey X,p)

ou
(9" (ZLxw)(Xy, ..., X))
vy
= Zx(0(Xyy ooy X)) = D) 0(Xyy ooy [X, XD, ooy X).

=1

Ici en résulte que
Zx(fo) = (Zxflo+fLxo pour feF(B).
En particulier, on a pour p =0 et 1
(10) Zxf=Xf et (Lx0)(Y)=X(o(X)—o(X,Y].

En appliquant (10,) & la fonction w(X) = (X, w), il vient pour
tout we7 3 (B) '
Zx(0(Y)) =<Y, Lx0)+<{ZxY, )
ou
X(0(Y)) = (Lx0)(Y)—o(Zx T).
Il en résulte en vertu de (10;) que

(C) ?.Y =[X, Y].
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Remarque. Soient U < £ un ensemble ouvert de E qui est un SB
et ve ¥ — un vecteur donné. On peut considérer » comme un champ vectoriel
constant sur U qui associe & chaque point ze U le vecteur de T, (E) corre-
spondant & veE. Un champ vectoriel X peut étre donné par ’application
n: U — E qui associe a chaque we U le vecteur 5(x) de E. En considérant
maintenant (%,n), = [v, 9], = 5’ (2)v, puisque v'(x) = 0, on voit que la
dérivée de Lie dans ce cas se réduit & celle de Fréchet de I’application 7.
Aingi, la dérivation de Lie des champs vectoriels est une extension na-
turelle, sur VB, de la dérivée de Fréchet de SB.

Nous pouvons & présent faire encore un pas, & savoir appliquer la
dérivée de Lie & une section T dans FB, £,..,(T*(B), T(B); R) des
applications p+ ¢q linéaires. En effet, définissons 7' par la formule

(11)  (ZxT)(@Y ..., 0?; Xy, ..., X,)
D

= X(T(0y ..., X)) = D) T( o0y Zx0y ..., Xp)—

-,
I
]

ou
(1)  (Lx0)(Y) = X(o*(Y))— o’ ([X, ¥]), LxX;=[X,X,].

Dans le cas de dimension finie, 7' est un champ tensoriel de type
(p, q) et on retrouve la formule globale de Vaisman [9].

Remarque. La dérivée de Lie d’un objet linéaire, c’est-a-dire d’une
section quelconque n: M — B de FB, peut étre définie directement
comme il suit (voir [7]) pour le cas de dimension finie.

Le champ vectoriel X de la base B détermine sur un voisinage U
de chaque point xeB le groupe local {a,} & un paramétre. Pour chaque ¢,
la difféomorphie o;: U — U, = ¢,(U) permet de transporter la structure
de U sur U,, ce qui induit une transformation locale sur FB, & savoir
a;: Y (U) - n~1(U,) de M, qui est compatible avec la structure fibrée.
A la section ¢ de M vient correspondre celle ¢, = o,(¢) de M au-dessus
de U,.

Définition. On appelle la dérivée de Lie de ¢ (en xeB) suivant X
P’expression

1
(.?XO')Z: = lim"t— {a‘(a)_' :C}'
—0

Si 0 = w (forme différentielle), on a a0 = af w; si ¢ = Y, on a o
= a. Y, et ainsi de suite. Il en résulte que £y o est une nouvelle section
dans le méme FB M; si £xo = 0 (section nulle), on dit que l’objet ¢
est invariant par rapport aux difféomorphies du groupe «; généré par X.
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3. LES CONNEXIONS LINEAIRES SUR FB ET LA DERIVATION DE LIE

9. Soient B une VB C*, F ’anneau des fonctions C* sur B, n: M — B
un FB et 2 (U) le F-module des sections C* au-dessus de ’ensemble
ouvert U < B.

Définition. Une loi de dérivation D dans X' (U) est une applica-
tion D: 7(U) x Z(U) - X(U), désignée par Dy. Admettons que D est
locale, F-linéaire par rapport aux champs vectoriels et se comporte comme
une dérivation (de type spécial) en vérifiant la formule

(12) Dx(fo) =fDxo+Xfo pour fe{ et oel.

En particulier, on a 2 = F pour M = B X R et on peut convenir
que Dxf = Xf pour feF.

On remarque immédiatement que la différence D —D' de deux lois
de dérivation de 2 est une section dans le ¥B L(T(B), M; M), tandis
que Dx(ou D%) en est une section en L(M; M).

Deux FB, soit M' et M?, étant donnés sur la méme base B avec
les lois de dérivation D' et D* en X'et 2? respectivement, on démon-
tre facilement que ’on a la loi D donnée sur ¥FB L(M', M?) par la
formule

(Dxw)(0) = Dx(w(0)) — w(Dxo)

pour ceX', XeJ, et weL(Z", 2?).

Cela revient & vérifier la validité de la relation (12).

En particulier, si M' = M et M> = Bx R, on a 2* = F et L(Z', 2*)
= X* Alors

(13) (Dxw)(0) = X (w(0))— w(Dx0).
Plus généralement, on a pour les p-formes différentielles de B a va-

leurs dans un #-module 2' de FB M

(14)  (Dxw)(01y---5 0p)
D
= X(w(oy, ..., ap))—Zco(ol, ...y Dx04y...,0,) pour o;eX.
i1

On obtient ainsi une nouvelle section dans le FB A,(T(B); M).
Définition. IL’expression R(X,Y) = DyDy—DyDx—Dx, y) ol
X, Ye7(B) et DyeL(M, N) s’appelle la courbure de la dérivation D.
Vu que R(X, Y)(fo) = fR(X, Y)o, il en résulte que R(X, Y) est
une section en L(M; M), plus précisement en A,(T(B); L(M; M)); par
conséquent, R est une 2-forme différentielle & valeurs dans L(M; M).
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10. On peut maintenant étendre les opérateurs locaux iy, d et L
& F-algébre A des formes différentielles extérieures définies sur B & valeurs
dans un M qui est un FB.

Les formules (3’), (8) et (9) du §2 sont formellement les mémes si
I’on adopte pour les formes de grade 0 la loi de dérivation canonique
Dy f = Xf, pour laquelle on a évidemment R(X, Y)f = 0. Ainsi, la dérivée
de Lie d’une p-forme se trouve donnée par ’égalité

(9) (Zxo)(Xy, ..., Xp)

D
= X(0(Xy, ..., X)) = Y o(Xy, ..., [X, X1, ..., X,).

i=1
Remarque 1. En considérant le fibré tangent M = T'(B), on voit
que
Zix Y =[fX, Y] =f[X, Y]-YfX,
d’ou il s’ensuit que la dérivation de Lie sur 7'(B) n’est pas une loi de
dérivation. En comparant les formules (14) et (3’), on constate que ce

résultat négatif subsiste encore pour les FB A,(T'(B); M) et ainsi de
suite.

Remarque 2. En considérant la différence Dy—%y = Ay, on voit
que Ayf =0 puisque Dyf = Lxf = Xf pour feF. On parvient ainsi
a un nouvel opérateur local, la restriction duquel aux fonctions scalaires
sur B est 0.

Remarque 3. En appliquant deux fois de suite les trois opérateurs
considérés, on établit facilement les formules de liaison suivantes:
(15) ix =0, [ZLx, iy]—i[x,r] =0, dR =0,

(16) (["?X,gl’]—g[X,Y])w = R(X, Y)o,
[Z%,d]lo =ixRAw et dw =PRAo,

bien connues dans le cas de dimension finie (voir [4] et [7]).

En particulier, pour le fibré trivial M = B X R ou, plus généralement,
pour M = B x F, la courbure R de la dérivation est nulle et on a alors
le zéro dans les membres droits des formules (16), valables pour les formes
différentielles ayant leurs valeurs dans un SB donné F.

4. LA FONCTION DE CONN EXION ET LES COORDONNEES LOOALES

11. Définition. On appelle 'application
(17) I': 7,x2*x 2 - F donnée par I'(X,0,t) = O(Dxt)
fonction de connexion de la loi D de dérivation.

2 — Colloquium Mathematicum XXVI
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En tenant compte de la définition de D, on a les propriétés suivan-
tes de I':

(1) I' est une fonction F-linéaire en deux premiers arguments,

(2) F(X7@7t1+t2) = F(X7 @7t1)+F(X’@,t2)’

(3) F(Xy @’ft) ZfF(X7 o, t)+(Xf)@(t)-

Dans le cas de dimension finie et de M = T'(B), on retrouve la fone-
tion de connexion de la connexion linéaire V de Vaisman (voir [9]).

La courbure R(X, Y) étant par définition une section de L(M, M),
on peut écrire
(18) R(X, Y)(0,1) = O(R(X, Y)t),

d’ou en vertu des formules (1)-(3)
(19) I@(R(X7 Y)t) = F(Xa @7DYt)'_P(Y1 @7DXt)_F([X’ Y]; @7 t).

12. Les expressions dans les coordonnées locales. Quel que soit le
point zeB, on a une carte locale (U, ¢) autour de = et une carte vecto-
rielle (U, y, F) de FB n: M — B. Dans chaque y¢ U, on a le repére na-
turel 0 et le corepére dual d, tandis que dans tous les points de la fibre M,
au-dessus de y, on a les mémes bases duales ¢ et @ de la fibre.

La loi de dérivation est connue dés que la fonction I'de D, a savoir
reo,e,t) =0(D,t) est donnée; la courbure est alors définie localement
par P’égalité

R(0,0)(0,1t) = O(R(9, 9)1).
Par exemple, une section ceX(U) est donnée dans xeB par 1’égalité

o(x) = o(x)t et le champ vectoriel X par ’égalité X = Xo. On a donc
localement

Dyo = X(da+1'(0, 0, t)qt.

En appliquant la formule (11,) pour la dérivée de Lie d’une .forme
de Pfaff, on arrive a ’égalité

(Zx0)(Y) = (X0o+XTI'(0, 0, t)o+wiX) Tt

ol w =wdt et Y = Y0. Les formules locales obtenues peuvent &tre
spécifiées a 1’aide des indices; ce qui conduit dans le cas de dimension
finie aux formules dues & Oproiu (voir [4]).

On a pour les coefficients de la loi de dérivation

(20) D, t, = I'it,,
d’ou
(21) Dyo = X¥(0;0" +T50%)1,.
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La courbure de D est donnée localement par les composantes
R(0;, 0;)t, = R%;t5.
En appliquant (19), on arrive a la formule
(22) Rl = 0,If,— 0, I, + 5Ty, — T, T,.
Enfin, les trois opérateurs ix, d et £y, appliqués & une p-forme
a valeurs en X, s’expriment localement par les formules
(23) (ixw)iz...ip = X' wy

1‘!2...‘ip ’

(24) do = — (0;0F i, +Tjpof i )t da' A dx 1A ... A da'p,
p! a
(25) (Zxw).q,

»
= (Xj 0; w;-’l,,,,-p + Z aiaXJ ng...iaj...ip + X717 wgl---"p) tas
a=1 )

0= —aw; ; GTIA...Ada'p
iy

avec les coefficients w; poip = w;-'l__,,-p t,.
Notons que les dermers termes dans (24) et (25) sont ajoutés au
cas ordinaire.
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