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1. NOTATIONS ET DEFINITIONS

Soit I' un groupe abélien localement compact métrisable et sépa-
rable, G son dual. Soit d une distance invariante sur I'. Pour tout y dans I’
et tout & positif, posons

Iyl = d(0,y), Bs={yel,|y| < d}.

Pour toute partie fermée E de I', B(E) désigne ’algebre de Banach
des restrictions & E des fonctions de 1'algebre B(I') des transformées
de Fourier des mesures de Radon bornées sur ¢, munie de la norme quo-
tient.

DEFINITION 1. La partie A de I'" est un ensemble de Sidon si toute
fonction de 1°(A) peut étre prolongée sur I" en une fonction de B(I').

D¥FINITION 2. Soit K, un compact de G et ¢, une constante posi-
tive. Le couple (K,, C,) est associé a A si pour tout polynéme trigonomé-
trique P(z) = ) a,(=, A),

Aed
D la;] < Gy sup |P ().

AeA GGKO
DEFINITION 3. Pour tout ensemble A < I' le pas de A est le nombre

p(A) =inf{|A—2"|,Aed, N ed, 2 # A'}.

2. INTRODUOTION

Dans ce travail, nous démontrons le résultat suivant:

THEOREME. Soit A un ensemble de Sidon de I' et K une partie compacte
de I' telle que

A+E)N(A+K) =0 (Aed, M ed, L #1).
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Alors il existe C = C(A, K) tel que pour tout ¢ > 0, toute fonction f
de A(I") & support dans K et tout b dans 1°(A), il existe une fonction @ dans
B(I') telle que

(1) 1Blzr) < €O lflLacry [Bllo
(2) D(y) = Db(Af(y—2), ped+K,
(3) D) < ellflyn By yeI'\(4+E).

Ce théoreme compléte des résultats antérieurs obtenus par Y. Meyer
et S. Drury. Soit = Papplication de B(I') sur I*(A) définie par la restric-
tion & A des éléments de B(I'). Tout d’abord Meyer [3] démontre 1’exis-
tence d’une constante positive J telle que = admette des sections L qui,
composées avec ’application de passage au quotient de B(I") sur B(A + B;),
soient des applications linéaires et continues de 1*(A) dans B(A 4 By).
Dans ce résultat on manque d’information sur lordre de grandeur de
L(b) en dehors de 4+ B,, pour b dans [*(A4). Un théoréme plus précis,
ol apparait 1’analogue de la condition (3) ci-dessus, est démontré dans [1],
a l'aide d’une méthode introduite dans [2]. Il reste & déterminer quelles
sont les meilleures valeurs possible de 4. Pour un ensemble de Sidon de
nombres réels, Meyer ([4], p. 190-193) établit alors que ’on peut prendre
0 < 6 < 27'p(A). La démonstration faite dans [4] utilise des propriétés
particuliéres & R. Nous suivrons une autre méthode pour obtenir dans le
cas général la propriété correspondante (4.1). Dans (4.2) nous résolvons
le cas qui correspond & la valeur limite § = 27'p(A).

Cette étude compléte le § 3 de [1]. Nous avons rappelé ici quelques
définitions et résultats et renvoyons & [1] pour des éventuels compléments.

Je remercie Monsieur Y. Meyer qui m’a suggéré ce travail, Mme
A. Bonami et Monsieur J. F. Méla qui m’ont conduit & simplifier quel-
ques démonstrations, et Monsieur S. Hartman qui a corrigé maintes
imperfections dans la rédaction.

3. UN OAS PARTICULIER

LEMME. Soit A un ensemble de Sidon de I'y K, et K, des parties compac-
tes de I telles que d(A+K,, A+ K,) > 0.
Alors il existe une fonction @ dans B(I') telle que:

(i) D(y) =1, yed+K,,
(ii) D(yI=0, yed+K,. ’

La démonstration du lemme utilisera la proposition suivante, impliCife-
ment contenue dans les résultats de [1], § 2:
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PrOPOSITION. Soient A, et A, deux ensembles de Sidon. Etant donné
a > 0, il existe un compact K, de G et une constante Cy > 0 ayant les pro-
priétés sutvantes: pour tous y, et v, dans I" tels que la distance séparant y, + A,
et y,+ A, dépasse a, le couple (K,, C;) est associé & la réunion de y,+ A,
et y,+A4,.

Démonstration dulemme. Posons 4, = 4, = Aet a = d(4+K,,
A+ K,) dans la proposition qui précéde, et soit (K,, C,) le couple corres-
pondant & a. Le théoréme ,,d’élargissement” ([1], théoréme 1.2) fournit
8 = 8Ky, Cp), 0 < & <2 'a, tel que pour tout ensemble de Sidon A’
associé au couple (K, C,) et tout bel®(A’), il existe @ ¢ B(I") satisfaisant
a la condition suivante: '

@ (y) =b(A) (yeA+By,Aed).

Pour tout x dans I, posons B(z, 8') = {yel, |[y—x| < §'}. Nous
pouvons déterminer un recouvrement ouvert fini de 1’ensemble compact
K, UK, de la forme

{(B(K, 8),1< i< U{B(K, §),1<j<s},

olt &}, ..., k; sont dans K, et k%, ..., k2 sont dans Kz. La distance entre
(ki+A) et (k} + A) est supérieure ou égale & a, donc I’ensemble de Sidon
(ki +A)U (k] +A) est associé & (K,, Cy) et le théoréme d’élargissement
fournit @;;¢B(I") telle que

1, yed+B(k,d),

D, (y) = 1<i<r, 1<j<s).
162) 0, yeA+B(E, &) ( y 1<G<9)

La fonction produit
¢‘ == ” ¢i_’f
1<i<s
vaut 1 sur A+ B(k}, 8') et est nulle sur A + K,. La fonction
@ =1—(=1y [] (®:~1)

1<i<r

remplit alors les conditions (i) et (ii).

4. DEMONSTRATION DU THEOREME D'INTERPOLATION
LINEAIRE APPROCHEE

4.1. Premiére étape. Démontrons le théoréme sous I’hypothése
supplémentaire suivante: il existe a > 0 tel que si Ae/l AMed et A # X,

la distance entre A+ K et A'4- K dépasse a.
Etant donnés un compact K, de G et une constante positive O,
la propriété d’élargissement démontrée dans [1] (corollaire 3.1) fournit
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8y = 6o(K,, Cp) et C' = ' (C,) tels que: pour tout ensemble de Sidon A’
associé & (K,, C,), pour tout &> 0, b’ el®(A’) et f' dans A(I") 4 support
dans B, , il existe une fonction @eB(I') avec les propriétés suivantes:

(1) 1Dy < &0 1 Ly 1l

2 D(y) = DV (Wf(y—4), ved +By,
Aed’

(3 1B(y)| < elif llary ¥’ ks el N(A" +By).

Soit 6, = min(dy, 2" 'a). On peut déterminer un recouvrement ouvert
fini de K de la forme {B(k,, 6,;), 1<<<p} ou k,, ..., k, sont dans K.
Soit (g;),<i<p une partition de 'unité dans 4 (I") subordonnée & ce recouvre-
ment, c’est-a-dire: pour 1 < ¢ < p, g; est une fonction de A (I") & support
dans B(k;, 6,), et Y g;(y)=1 pour y dans K. Notons K; le support de g;

1<i<p
et posons K; = K\ B(k;y6,). Pour 1<i<p, le lemme fournit une

fonction t;eB(I") telle que
1 9 y € A + Ki 9

T: =
M =1y Leas+x.

Posons
&, = &(p sup Izdlgry Igallagry) ™" -
1<i<p

Pour 1< i< p, la propriété d’élargissement ci-dessus nous donne
une fonction ®;¢B(I') satisfaisant (1'), (2') et (3'), avec A', By ,f et &
remplacés par k;+A, B, ,(9:f):, et &, respectivement ((.lhf)k,. désigne
la translatée de g;f détinie par (9;f)i, () = (9:f) (¥ +k:), pour tout y dans I').
En plus, pour 1 <1< p et A dans 4, on pose b’ (1+k;) = b(4), ou b est

une fonction dans 1°(A4). On vérifie facilement que la fonction & = >’ &7,
1<i<p
satisfait aux conditions (1), (2) et (3), ou C est une constante convenable,

indépendante de ¢, f et b.

4.2. Deuxiéme étape. Pour obtenir le théoréme lorsque a = 0, nous
rappelons que tout ensemble de Sidon A de I' est une réunion finie d’en-
sembles de Sidon 4,,..., 4,, dont le pas tend vers l’infini ([1], corollaire
du lemme 6.2).

Posons H = K+ K—K +Ell2. On constate que K est contenu dans H
et que la propriété suivante est vérifiée: si 1 et A’ sont deux points distincts
de A et si d(A+K,A +K)<1/2, alors A+ K < A'+H. Ce choix de H
va nous permettre d’obtenir la deuxiéme étape a partir de la premiére,
appliquée & des parties convenables de A.

Comme le pas de chaque A; tend vers l’infini, il existe une partie
finie A7 de A; telle que

inf{@A+H, 2 +H), A, eANAy 2 #2}>1/2 (1A<i<m).
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L’ensemble A,\ A} et le compact H satisfont la condition supplé-
mentaire de 4.1 (avec a = 1/2), donc étant donnés f, b et & selon I’hypo-
thése du théoréme, il existe @,¢ B(I") satisfaisant a (1) et telle que

D bf(y—2),  ye(ANA)+K,
Dy(y) = Jreap\al
0, ye(AN 4) +(H\ K),
1P; ()| < ellflary bllay  7eIN((4\ 43) + H).

Notons A = {AeA\N A}, A+ K ¢ (ANA)+H}, 1<j<m. Alors,

d’aprés le choix de H,
inf{d(A+K, X +K), A, Me(ANADVAL A # 2} >1/2.

L’ensemble (A4,\ A%)U A} et le compact K satisfont aussi ’hypothése
supplémentaire de 4.1, d’ou existence de ¢’ > 0 et de ®! dans B(I")
telle que ”¢g”B(I‘) <C,

1, Ye(Ai\A2)+K,

o, ye/lf—}-K,
B4 (y)| < m~V7"  ailleurs.

®l(y) =

Posons _
‘P¢=¢.-”¢§, ¥ = Z; ¥, 4= U 4.
1<jsm 1<ism 1<ism
J#i

La fonction ¥ satisfait aux conditions voulues, pour A dans A\ 4,.
D’aprés 4.1 appliqué & ’ensemble fini 4, et au compact K, on peut déter-
miner une fonction ¥, de B(I') remplissant les conditions exigées pour A
dans 4,. Etant donné que

d(4y+ K, (AN 4)) +K) > 0,

on peut trouver g dans A(I') telle que g(y) =1 si yedy+ K, g(y) =0
siye(AN A4y) + K et 0 < g(y) < 1 pour tout y dans I'. La fonction @ = g¥, +
+(1 —g)¥ remplit alors toutes les conditions requises.
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