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DER ORDNUNG f EINER IMMERSION
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1. Einleitung. In dieser Arbeit zeigen wir, da8 jede kompakte Man-
nigfaltigkeit eine Immersion in den euklidischen Raum besitzt, die beliebig
kleine n-te totale Absolutkrimmung der Ordnung g > 1 im Sinne von
Chen (1] hat.

Es sei f: M™— E"*¥ eine Immersion der kompakten, differenzierbaren
Mannigfaltigkeit M™ in den (n 4 N)-dimensionalen euklidischen Raum.
Mit (N?, n', M") bezeichnen wir das Einheitsnormalenbiindel der Immersion
f und +': N'- 8"+N¥-1 gei die GauBsche Normalenabbildung. N! ist eine
orientierte, (n+ N —1)-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit mit
dem Volumenelement y!. Sind %4, ..., k, die Hauptkriimmungen der
Immersion, so ist die a-te Kriimmung durch

n!

n n
= : eee .t = ——
(a) K, R (a) a! (n—a)!

definiert. K, und K, sind entsprechend der mittleren und der Killing-
-Lipschitz-Kriimmung gleich. Ist dZ, , »_, das Volumenelement der Ein-
heitssphiare S"+¥-!, so gilt K, u' = (+')*dX,, y_, (Einzelheiten siehe [1]
und [2]).

Chen [1] definierte die a-te totale Absolutkriimmung der Ordnung
B einer Immersion f: M"—E"*" durch

“l<..-<‘a

1
T4f, 0) = G—— [ 1K,
n+ap— Nl.

wobei C,, das Volumen von 8™ ist, und bewies — ein Ergebniss von Will-
more [4] und [6] verallgemeinernd — daB fiir jede Immersion T'4,(f, n) > 2
gilt. Bezeichnet u(M") die Morse-Zahl der kompakten Mannigfaltigkeit M™,
so zeigen die Ergebnisse Kuiper’s (vgl. [2]), da8
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inf TA,(f,1) = u(HM"
feIm(M™)

gilt, wobei Im(M") die Menge aller Immersionen der Mannigfaltigkeit
M"™ in einen euklidischen Raum sei.

2. Hilfssiitze. § bezeichne eine Zahl groBer als 1.
Ist D die Menge aller singuliren Werte der Abbildung »': N'— 8"*¥-1,
so definieren wir 4%: §"*¥~! >R durch

D B, (o) fir 24D,
Af(2) = { ect)19
0 fiir zeD.

Die Funktion A/ ist korrekt definiert, weil (»')~!(z) fiir 2¢D eine
endliche Menge ist. Aus dem Satz von Sard folgt, dal D eine Nullmenge
der Sphére ist.

Fir ee(»')"'(2) und z¢D sei

+1  falls »! die Orientation in e erhilt,

cle) =
(e) —1 falls »! die Orientation in e¢ umkehrt.

HivrssaTz 1. Es gilt

JIEfu = [ A3()AZu n-
N1 sn+N-1

Beweis. Wir haben

[ 1B Put = [ K, P (sgnK,)(»")* dZp sy,
N1 N1

Wenden wir auf das letzte Integral den Satz von Fubini an (vgl. [3]),
8o erhalten wir
[IESu = [ P@EAZyno,
Nl sn+N-1
wobei

|K,(e)I”~* (sgn K, (e)) (e) fir 2¢D,
F(2) = 3 esth)~Ye)
0 fir zeD.

Aber sgn K, (¢) = ¢(e). Damit gilt F(2) = A?(2) und die Behauptung
ist bewiesen.
Mit Hilfe der Immersion f kann man auf M eine Riemannsche Metrik

g, induzieren.
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Fiir 2¢D ist {2z, f)> eine Morse-Funktion, wobei {,> das Skalarprodukt
in E"*¥ bezeichnet [2]. Ist p ein kritischer Punkt dieser Morse-Funktion,
8o sei hess, (z,f) die Hessesche Form im Punkt p.

HILFssATz 2. Es sei 2¢D und p,,...,p, alle kritischen Punkte der
Funktion {z,f). In jedem Tangentialraum T, M" (1 <1< @) wihlen wir
eine orthonormale Basis vf (1 < a < n) beziiglich g, aus. Dann gilt

e
Al(2) = 2 |det (hess,, <2, f>(vf, 07))|P~".
=1

Beweis. Ist (»')7'(2) = {¢;,...,¢,}, 80 gilt [2] bei entsprechender
Nummerierung p; = n'(¢;). Ist I, die zweite Fundamentalform der Im-
mersion f in e;, 8o gilt

K, (&) = det(l, (vf, v7)).
Jedoch I, = —hess, <z,f) [2], woraus

K, (&) = (—1)" det (hess,, <z, >(o%, 7}))
folgt.
Die Behauptung erhalten wir jetzt aus der Definition der Funktion Af.
Ist f: M"—E"*"Y eine Immersion und i > 0 eine reelle Zahl, so ist
Ji = Af ebenfalls eine Immersion. Fiir die auf M" induzierten Metriken
gilt g, = 1g;.
HrILFssATZ 3. Es gilt

1
TAn(f1y B) = ‘;ln(TT)‘TAn(f’ B).

Beweis. Sind D und D, die Mengen der singuliren Werte der GauB-

schen Normalenabbildungen ', »} fiir f und f;, so ist D = D u D, eine
Nullmenge in 8"*¥-!, Demzufolge

1
TAn(fM B) = 0 Afgd2n+N—11
N+”"-lsn+N—l_5
1
TA(f, ) =5—— [ Afafu.n,

C

und es geniigt fiir z¢f) die Formel

1
‘A;A(z) MB-1) Af (2)
zu zeigen. 3
Ist z ein Element der Menge 8"+¥~! — D, so haben die Morse-Funk-

tionen (z,f> und (z,f;> die gleichen kritischen Punkte p,, ..., p,. Wir
wiahlen eine orthonormale Basis o§ beziiglich g, in jedem der Tangential-
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rdume T, M" (1< e) aus. Dann ist v{/A eine orthonormale Basis
bezughch -‘7fz in T, M” Nach Hilfssatz 2 gllt

e —
2 \\|P-?

= Z det (hessp‘<z,f1> (DT’G, T))

=1
ZQ
i=1

1 [4
= WZIdet(hes 2y O(0f, R = /‘L"("*l) Al (2).
=1

A% (2)

-1

det (—11- hess, (z, f>(v¢, vi-’))

3. Folgerungen aus den Hilfssiitzen. Im”(M") sei die Menge der
Immersionen f: M™—> E"+¥,

SaTz. Ist die Menge Im™ (M™) nicht leer, so gilt fiir > 1
inf{TA4,(f, B): feIm® (M™} = 0.

Beweis. Natiirlich ist das Infimum nicht negativ. Ist f ein Element
aus Im"(M™), so f, = Af ebenfalls. Demzufolge

1
0 <int{TAy(f, B): feIm™ (U™} < TA,(fyy ) = 2= T4n(f, )

fir jedes 4 > 0. M ist kompakt, also TA,(f,B) << +oo.
Daher gilt

1
<Int{TA,(f, )2 feIm™ (M)} < lim —5s T4, (f, ) = 0.

FOLGERUNG. K3 set M eine kompakte Mannigfaltigkeit und B > 1.
Dann gilt
inf{TA4,(f,): feIm(M™)} = 0.
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