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Soit G un groupe abélien compact et I' = @ son dual. Un ensemble
E < I' est dit de Sidon si toute fonction bornée ¢ sur F peut étre pro-
longée en la transformée de Fourier u d’une mesure (complexe bornée)
ueM(G). Drury [2] a prouvé que la réunion de deux ensembles de Sidon
est de Sidon en resolvant ainsi un probléme qui avait longtemps demeuré
ouvert. Précisément, il a démontré le théoréme suivant:

La fonction indicatrice d’un Sidon est approchable uniformément
par une pu.

Le reste suit d’'un théoréme antérieur de Rudin ([6], p. 123) disant
que E est de Sidon pourvu que ’algébre B(E) des restrictions u | (ueM(G))
soit dense dans l’espace C,(E) des fonctions bornées (continues) sur E:

B(E) = Cy(FE). Nous nous-proposons de mettre en évidence une simple
conséquence du théoreme de Drury:

THEOREME 1. Toute fonction bornée définie sur un ensemble de Sidon
dans un groupe abélien discret infini peut étre interpolée par la transformée
de Fourier d’une mesure diffuse (c’est-a-dire s’annulant pour tout ensemble
a un point).

Démonstration (1). Si ¢ est une fonction bornée sur I, on dira
que le nombre M (¢) est la valeur moyenne de ¢ (précisément, lamoyenne
invariante), si, quel que soit ¢ > 0, on peut trouver des points z,, ..., 2 eI’
de maniére & avoir

1 n
(1) ’;i—Zlcp(wi-l-y)—M(«p) <& pour tout yel'.

Si M(p) existe, elle est unique (pour la preuve facile voir Maak [4],
par exemple). Appelons mince (,,Nullmenge”; voir [4]) tout ensemble §

(!) Une autre démonstration de ce théoréme m’a été communiquée par J.-P.
Kahane: La ndtre nous semble plus élémentaire.
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pour lequel la moyenne M (cg) de sa fonction indicatrice vaut 0. Le com-
plément d’un ensemble mince soit dit large. La proposition suivante est
immédiate:

(i) Pour qu’un ensemble S soit mince il faut et il suffit que, quelle que
soit la fonction @ bornée sur 8 et valant 0 dans I'\S, on ait M(p) = 0.

Ensuite, on prouve aisément:

(ii) La condition suffisante et nécessaire pour que la moyenne d’une
fonction bornée p = 0 soit 0 est que, pour tout ¢ > 0, Pensemble {xel': ¢ (x) > €}
80it mince.

Pour tout groupe abélien localement compact G et tout voisinage V,
de son élément neutre on peut trouver une fonction continue f, définie

positive a support dans V, et telle que f,(0) = 1. On a alors f >0 et
I f||Jl = 1, donc ’expression f () fa )dx représente une espece de valeur

moyenne approchée pour la fonction bornée ¢, définie sur I' = ¢ (cf. [6],
p. 118). En posant

(@) = i@+y) et F.(y) = [fu@i,(@de  (peM (@)
r
on a, pour V, supposé symétrique,

= J 1 —8)(y, D du(t) = ff,, )y, ) dp(t)
= £.(0)-(9, 0)- u({O}) + f fal =) (y, D du(t).
Va\{0}
Si le systéme {V,} constitue une base de voisinages de 0, il en résulte
(2) limF,(y) = u({0}) uniformément en y.
Comme f, est intégrable, z est bornée et i est uniformément continue,

F,(y) se laisse approcher, uniformément en y, par des sommes rieman-
niennes

D fa(@)is(@mi+y)8;,  ob _Zf,, )8 =1, fol@) >

En vertu de (2) il en est de méme pour x({0}). Ainsi, la définition (1)
entraine

(3) p({0}) =M
En posant ¢ = u*xu* (cf. encore [6], loc. cit.) il en résulte

M(3) = D lu({th?

teG
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Par conséquent, on a M (|u|*>) = 0, si et seulement si u est diffuse.
Ce-ci est bien connu mais nous avons reproduit la démonstration pour
accentuer l’existence et la valeur de la moyenne invariante de u et de
|#|®. La condition (ii) permet de remplacer 1’équation M (|u|*) = 0 par
M (|u|) = 0 est d’obtenir la proposition suivante:

Si u est diffuse, Vensemble F = {x: |u(x)| < &} est large quél que soit
e> 0.

Nous aurons encore besoin de deux propositions.

(iii) Tout ensemble de Sidon est mince.

En effet, d’abord M (cg) existe grace a (3) et parce que la fonction

¢z est un membre de B(I') (Drury). Ensuite, si 'on avait M(cg) > 0, I'
serait 1a réunion d’un nombre fini d’ensembles de Sidon (translatés de E),
ce qui contredirait le résultat de Drury.

(iv) 8t F est un ensemble large dans I', discret ou mon, F est dense
pour la topologie faible, c’est-a-dire celle du compactifié de Bohr T.
S’il n’était pas ainsi, on pourrait construire une fonction continue y
sur f’, nulle sur ¥ mais telle que [ ydz > 0. Pour la restriction (presque-
Ir

-périodique) f|, de n’importe quelle fonction dans C (f) on a

M(f) = M(flr) = [flo)de

puisque cette intégrale se laisse approcher par des combinaisons convexes
de translatées de f| (sommes riemanniennes), donc on a M(y|;) > 0,
contrairement & (i).

Si E est de Sidon dans un I" discret et si u est une mesure sur @ telle
que |lcg — pllo < & s0it u = p,+ ug la décomposition de u en partie diffuse
et en partie discréte respectivement. Comme E est mince (voir (iii)) et
comme la réunion de deux ensembles minces est mince, ’ensemble
F = {xeE': |u.(x)| < &} est large et on a & la fois |u(z)| < & eb |u.()] <e
pour tout zeF. Done, il suit

(4) l#g(®)| < 2¢ partout dans F.

Or, (iv) et (4) entrainent que |u;(w)| < 2¢ pa,rtout sur I'. On en déduit
leg(®) — p.(x)| < 3¢ partout sur I. Ainsi, on a démontré une version
renforcée du théoréme Drury, & savoir la version suivante:

LEMME. La fonction indicatrice d’un Sidon dans un groupe abélien
discret infini est approchable uniformément par les transformées de Fourier
des mesures diffuses.

Une conséquence simple de ce lemme est qu’il existe une mesure
diffuse u, pour laquelle u, = 1 partout sur E. En effet, si » est diffuse
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et si |v(w)—1| < &< 1 pour ze E, il y a une mesure o telle que ¢ = 1/»
sur E. Done, il suffit de poser u, = »*o.

Ensuite, étant donnée une fonction bornée ¢ sur E, on peut 'interpoler
d’abord par la transformée d’une mesure u (diffuse ou non) et ensuite
convoler u par u, afin d’obtenir une mesure diffuse dont la transformée
soit identique avec ¢ sur F, ce qui achéve la démonstration du théoreme.

Théoréme 1 se laisse transcrire pour les ensembles de Sidon ,to-
pologiques” situés dans R. Si E = {r,} est un tel ensemble, il existe
un intervalle V = (—a, a) tel que toute suite {y,}, o y,ex,+V, est
sidonienne [5]. Si 'on choisit ¥, = p,/¢(1 < n < ) ou ¢ est un dénomi-
nateur fixé, suffisamment élevé, on peut considérer la suite {y,} comme
un ensemble de Sidon dans le groupe discret Z@ = {p/q} (peZ), iso-
morphe & Z, et appliquer (iii). Done, {y,} est mince dans Z@. Il suit de
13 que, si K (T, x) désigne le nombre de points de E situés dans ’inter-
valle (—-T+2,T+x), on a K(T,x) = o(T) uniformément en z. Par
conséquent,

T
1
lim — foE+V(w+y)dm —0
T—>o0 2T 7
uniformément en .
Bien sfr, on peut majorer ¢y, par une fonction bornée uniformé-

ment continue y pour laquelle encore

T
lim unif — fw(x-l—y)dm — 0.
T-0 2T -7

Il vient M(y) =0 (voir (1); on approchera les intégrales par des
sommes riemanniennes). A plus forte raison, M(cg,y) = 0, c’est-a-dire
E+V est mince. Pour tout ¢ > 0 il existe, d’aprés [1], une mesure u
(= me+ pg) sur R telle que p(x,) =1 (1 <n < oo) et |u(z)| < ¢ en dehors
de E+V. On peut en déduire que |u,(x)—1| < 3¢ sur E (c’est une partie
du Lemme pour R au lieu d’un I" discret). En réalité, on n’a qu’a répéter
le raisonnement utilisé dans la preuve du Théoréme 1; il reste & relire
sa partie finale (aprés le Lemme) pour arriver au résultat que voici:

THEOREME 2. Toute fonction bornée sur un ensemble de Sidon dans R
peut étre interpolée par la transformée de Fourier d'une mesure diffuse.

Rappelons encore que linterpolation d’une ¢ Cy(E) par la trans-
formée d’une mesure discréte n’est pas toujours possible [3].
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