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FONCTIONS ARITHMETIQUES MULTIPLICATIVES
ET MULTIPLICATEURS DES COEFFICIENTS DE FOURIER
DES FONCTIONS DE PUISSANCE p-IEME SOMMABLE

PAR

HEDI DABOUSSI &t JACQUES PEYRIERE (ORSAY)

On désigne par f une fonction définie sur Z, paire, & valeurs réelles,
multiplicative (c’est-a-dire telle que f(mn) = f(m)f(n) lorsque m et n
sont premiers entre eux) et telle que sup{|f(n)|; neZ} = 1. Une telle fonc-
tion est déterminée par les nombres f(0) et f(p’) lorsque p parcourt
I’ensemble P des nombres premiers et j 1’ensemble des entiers positifs.

Pour chaque nombre premier p on désigne par Z, ’anneau des entiers
p-adiques, par | |, la valeur absolue p-adique et par F, la fonction ainsi
définie sur Z,\{0}: F,(x) = f(lz|;"). 11 est clair que pour tout entier =,
non nul, on a

f) = [[ Fo(n).

peP

Soit @ le groupe compact [] Z,; on appelle h 1’homomorphisme naturel

peP

de Z dans @, h est continu injectif et d’image dense. Le groupe dualde [[ Z,
peP

est canoniquement isomorphe a Q/Z et ’homomorphisme dual de h est

Pinjection canonique de Q/Z dans R/Z ~T. La fonction F = Q F,
peP
est définie sur G auquel on a enlevé I’ensemble E de mesure nulle constitué

des points dont une au moins des coordonnées est nulle. Remarquons
que h"'(E)nZ = {0} et que Foh(n) = f(n) pour tout entier rationnel
non nul.

Soit H un groupe abélien localement compact, soit 4 le groupe dual
-de H et #: L%(A)—L*(H) la transformée de Fourier. Soit r un nombre
réel supérieur & 1. La sous-algebre #,.(H) de L*(H) est définie comme
suit: me A,(H) 8’il existe une constante C > 0 telle que pour tout élé-
ment g de L?(A) et tout élément h de L?(A) la relation #h = mZ g entraine
k|, < C|lgll,. La norme de m dans .#,(H) est le infimum des constantes C
possibles.
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On démontre, d’apreés une idée d’Yves Meyer, le résultat suivant:
THEOREME 1. 87 f: Z—>R est paire, multiplicative et vérifie |f| <1 et

2 ——1 —/@) < +o0,
peP p

alors, pour tout r > 1, les conditions suivantes sont équivalentes:

(a) fe #.(Z),
(b) FeJl,.( [] z,,)
peP

(F est définie a Vaide de f comme il est précisé dans Vintroduction).
De plus, si Uon modifie convenablement f(0), on a

Iflarzy = 1Ellapien -

La démonstration repose sur le théoréme suivant de Lohoué [3]:

THEOREME 2. Soient Gi et Gy deux groupes abéliens localement com-
pacts et h: G,—>G, un homomorphisme continu, injectif et d’image dense.

(a) Pour toute fonction continue F:G,—C et tout r > 1, Fe #,.(G,)
et Fohe #,(G;) sont équivalents et de plus les normes de F et Foh dans ces
espaces sont égales.

(b) Plus généralement, 8o0it (@,)qcqy une approvimation de Videntité
sur le groupe G, et soit F:G,—C une fonction borélienne bornée telle que
(F*@,) ()~ F (x) sutvant A pour tout x dans h(G,). Alors Fe #,.(G,;) en-
tratne Fohe #,(G,) et ||[Foh| 4ua) < |Fllape,-

Remarquons que la fonction F vérifie les hypotheses du théoréme
2(b). En effet, le produit
n [F )t
peP Zp
est convergent, donec, étant donné ¢ > 0, il existe une partie finie, P,,
de P telle que
[n pr(t)dt—1\< c.
PP Zp

D’autre part, pour chaque peP, et pour z = 0,

P [ Fy(z+t)ds

v’ zp
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tend vers F,(x) lorsque j tend vers 4-oo. C’est dire qu’il existe une suite
de nombres entiers, N,, tels que y,/N, désignant 1la fonction caractéris-

tique de k(N ,Z), on ait

lim F * g, (x) = F ()
k—»c0

pour tout 2 dont aucune des projections n’est nulle. Quitte & prendre une
sous-suite on peut supposer que F * y,(0), lorsque k¥ tend vers + oo, a une
limite que nous prenons pour nouvelle définition de f(0).
On en déduit que si F est multiplicateur, f ’est aussi, et que
flepz) < |1 Fllape)-
Supposons maintenant que f appartienne & .#,(Z). Posons ¢, = h(N,Z);

nous savons que
Go =[] Gus

peP

ou @, , est un sous-groupe ouvert de Z, et l’on a

F#xa(h(3) —1_[ @] pr(h(j)—t)dt.

Or d’aprés un théoreme de Delange [1] la fonction f a une moyenne
sur toute progression arithmétique et le produit précédent n’est autre
que la moyenne de f sur la progression N,Z +j,

R B S B
Forafb() = Hm 2 D 1 k),

ce qui montre que (F * y,)oh est dans ’ensemble convexe fermé de .#,(Z)
engendré par f et.ses translatées, par suite

I(F * 2, Oh”.d,.(Z) If e,y (z) -

Nous pouvons appliquer le théoréeme 2(a) & la fonction F*y,:

1" * gnllgey < I(F * 20)O b || grpzy < I1f |l.#p(z) -

On en conclut que ||F| 4@ < ISl #y(z) CAT Fxy. converge vers F
_ pour la topologie a(L°°(G L'(@)), ce qui achéve la démonstration.
Remarque. Le méme théoréme, avec la méme démonstration,
est valable & plusieurs dimensions: suivant Delange [2], une fonction de
deux variables est multiplicative si f(m,, n,)f(ms, ny) = f(Mmymy, nyn,)
lorsque m;n, et myn, sont premiers entre eux; le groupe G est alors

[1(2,x2,)

peP
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Nous donnerons deux applications:

COROLLAIRE 1. f étant une fonction satisfaisant aux hypothéses du
théoréme 1, nous supposerons que, pour.chaque nombre premier p, il existe
une valewr f(p%), j =1,2,..., différente de 1. Soit a, la premiére de ces
valeurs. Si sup(a,) < 1, la fonction f n’est multiplicateur des coefficients
de Fourier des fonction de L' (T') que lorsque r est égal a 2.

' On va montrer que, lorsque r % 2, le produit ” 1o )|ayiz,) diverge
peP
vers -+ oo, ce qui prouvera que F n’est pas multiplicateur des transfor-

mées de Fourier des éléments de I"(Q/Z).

Evaluons ||F,| Hzp) quand 1 <7< 2, cas auquel on peut toujours
se restreindre. Pour tout ensemble F, 15 désignera la fonction caractéri-
stique de E. On a

Fp = lzp\pnzp + ap 1anp\p"+1Zp + ¢p

pour un entier n convenable et une fonction @, & support dans p"t'Z,.
La norme de F, dans .#,(Z,) peut étre minorée de la fagon sulvante
soit ¢ la fonctlon 1pn-1z pn+1z,; alors

(pr = 1pn-—-lzp\pnzp + a.'p 1pnzp\pn+lzp .

11 suffit maintenant de calculer les normes y et 6 de & '(p) et de
F Y (¢F,) dans L'(Z,) pour écrire 6 < y||F,| 4 (Zg)? € qui fournit la mlno-
ration cherchée. Plus précisément, désignant par I I’orthogonal dans Z,
de p’Z,, nous avons

a 1 1
g 1(.(p) = pn_]_ (ll"n_l _?11’.,”_1)7

(=] () 5 [3el] = (=) Lo (o]

et, tenant compte du fait que r est strictement compris entre 1 et 2,

1 r
-G

1-a, a

P p?

1-—

!

et +’_1_—_%

n—l)+( )(pn+l n— l]




1+ o
p(1—ay)

T (1 - a’p )r
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& 1—a,) 1
||Fp”:/1,.(zp) = 7 =1+ pr—lp +O(pr—1 )

et le produit infini [] ||Fp||f,,',Fp) diverge vers --oo.
peP

Ceci prouve, par exemple, que la fonction caractéristique de ’ensemble
des nombres quadratfrei n’est multiplicateur de & (L"(T)) que lorsque r
égale 2

COROLLAIRE 2. La fonction caractéristique, dans Z*, de Vensemble des
couples de nombres premiers entre eux n’est un multiplicateur de F (L'(Tz))
que lorsque r égale 2. ~

De la méme fagon, on montre que

n Byl ayzyxz,y = +o0 lorsque 1<r<2.
jpsP

Cette fois
Fp == 1 - 1PZpXPZp

et pour évaluer la norme de F, il suffit de se placer sur le quotient
(Z,%2Z,)/(pZ, x pZ,). On a la situation suivante: si D = Z[pZ, on appelle 4
la diagonale de D x D et f) le dual de D. Soit ¢ la fonction caractéristique
de la diagonale, sa transformée de Fourier est 1, [p, ol A+ est Dortho-
gonal de A4; appliquons & ¢ le multiplicateur 1—1,,: par transformée
de Fourier nous obtenons 1 , /p —1/p?, par suite

(1 1\ 1
1 ol a2y x 2, = (—“‘—)P‘f‘ 3 (Pz—P):I ',
\p p? T

d’ou

, 1\ 1 1 1 1
“Fp“./l,.(szzp) =1 —; P 1 —; =1+ e +o0 e y
ce qui assure

””Fp”/,(szzp) = +to0o Sil<r<2.
peP
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