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O PEWNYM ZAGADNIENIU PROGRAMOWANIA LINT OWEGO

W ostatnich czasach wyodrebnila sie i rozwinela nowa galaZ mate-
matyki, tzw. badania operatywne. Jedno z typowych zadan tej dziedziny
daje si¢ napisaé jako uklad réwnan

(1) fi(@, @y bgs..) =0 (i=1,2,...,8),

gdzie a; = (@i, @iy +vos Oni)y by = (bygy bagy ey byg)y ... 83 danymi ukla-
dami liczb. Rozwigzanie takiego zadania polega na znalezieniu ukladu
niewjemnych liczb # = (@, Zay ..., &,).

W przypadku, gdy istnieje wiecej niz jedno rozwigzanie x ukladu (1),
zadanie to wymaga wyboru jednego z mozliwyeh rozwigzan, optymalnego
ze wzgledu na jakie§ dodatkowe warunki. Zazwyczaj optymizacja tych
dodatkowych warunkéw daje sie wyrazié tak, Ze spofréd rozwigzar ukta-
du (1) wybieramy to, dla ktérego pewne wyrazenie

(2) _ G(z,p,q,...)

Osiaga maksimum. W wyraZzeniu tym p = (py, Pay .-+ Pa)y ¢ = (€1, sy
<y Qn), ... 83 réwniez danymi ukladami liczb. Ten szczegé]ny przy’pa,dek
nazywa, i@ zagadnieniem programowanio.

W przypadku, gdy réwnania ukladu (1) sg liniowe i gdy wyrazenie (2)
jest ré6wniez liniowe, mamy do czynienia z tzw. zagadnieniem progra-
mowania lintowego. Zostalo ono rozwigzane ogélnie przez Dantziga tzw.
metodq simpleksw. Mimo to, czesto poszukuje sie innyeh, dogodme]szych
rozwigzaf rozmaitych zagadnien programowania liniowego.

Matematyk izraelski, J. Intrator, podczas swego pobytu w Polsce
Przedstawil nam wraz z czefciowym rozwigzaniem nastepujace zagadnienie:

Pracodawea potrzebuje robotnikéw do wykonywania réznych prae,
np. A jest kopaniem rowéw, B — ukladaniem cegly,..., K — sprzata-
niem, Prac tych jest k. Do wykonania pracy 4 praeodawcy potrzeba m 4
robotnikéw, do pracy B — mg,..., do pracy K — mx robotnikéw.
Razem potrzeba mu m,+mp+.. +mK = m robotnikéw. Ot6z zglasza
8i¢ owych m robotnikéw i nalezy kazdemu z nich przydziclié prace. Oczy-
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wideie mozna to zrobié na wiele sposobéw. Pokazemy, ze to zadanie jest
typowym zadaniem ekonomicznym z niejednoznacznym rozwigzaniem
ukladu réwnan (1).

Oznaczmy literg & macierz niewiadomych #;; o %k kolumnach i m

wierszach. Kazda kolumna odpowiada jednej z k prac: 4,B,...,K
i dlatego wskaznik I bedzie przebiegal te wartofei: I = 4, B K
Kazdy wiersz odpowiada jednemu robotnikewi, j =1, 2, ,m Nle-

wiadoma x;; moze przybieraé jedng z dwoéch Wa,rtoécl 0 lub 1 a miano-
wicie, jeSli niewiadoma ®;; przybiera warto$é 1, to znaeczy, ze robotnik
o numerze j zostal przydzielony do pracy I; natomiast jesli niewiadoma x;;
przybiera wartosé 0, to robotnik j-ty nie zostaje przydzielony do pracy I.
Oczywideie jeden robotnik nie moze byé przydzielony do dwéch lub
wigcej prac, ale musi byé przydzielony doktadnie do jednej pracy. A wige
macierz & musi mie¢ te wlasnosé, ze w kazdym jej wierszu musi wystgpié
jedna jedynka, a poza nig same zera. Innymi stowy, w kazdym wierszu,
ozyli dla kazdego §, musi zachodzié¢ réwnanie

K
(1’) Z Xr; = 1.
I=4

Réwnan takich jest m. Poza tym, jak wiadomo, do pracy I mamy prze-
znaczyé my robotnikéw. Znaczy to, e w kolumnie I macierzy & ma wy-
stepowaé dokladnie m; jedynek, a poza tym zera. Innymi stowy, w kazdej
kolumnie, czyli dla kazdego I, musi zachodmé réwnanie:

1) Zmu = my.
| =

Takich réwnan jest k. A wiec elementy macierzy ®, ktérych jest n = km,
muszg speliadé s = k--m réwnan.

Zadanie to ma wiele rozwigzani; mozna bowiem przeznaczyé do
pierwszej praey pierwszych m, robotnikéw, do nastepnej pracy — na-
stepnyeh mp robotnikéw itd. Macierz x mialaby wtedy w pierwszej
kolumnie jedynki na pierwszych m, miejscach, w drugiej na nastepnych
mp miejscach itd., a poza tym same zera. Préez tej macierzy, ktérs
0ZNaczymy przez &,, rozwiazanie zadania da kazda macierz otrzymana
Z macierzy &, przez przestawienie wierszy. Wobec tego musimy wybraé
jedno z rozwigzan, optymalne ze wzgledu na dodatkowe warunki
zadania.

Te dodatkowe warunki mogs byé réinej natury. J. Intrator zada,
zeby tak rozdzielié robotnikéw do poszczegélnych prac, by lgezna wydaj-
no§é ich pracy byla jak najwigksza. W tym celu przed rozwiazaniem
zadania poddaje sie wszystkich robotnikéw prébie, by oszacowaé ich
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wydajnofei w poszozegdlnyeh pracach. I tak, niech macierz w o ele-
mentach wy (I = A4,B,...,K; j=1,2,...,m) bedzie wynikiem owe]
préoby, a wiec w4, bedzie wydajnoscia pierwszego robotnika przy kopanin
rowow (w zlotych na godzine), wp, bedzie wydajnofeia tego samego
robotnika przy ukladaniu cegly, itd. Ogélnie w; bedzie wydajnosecia
w zlotyeh na godzine j-tego robotnika przy praey I. Przez laczng wydaj-
nodé W(x) pracy wszystkich robotnikéw, rozmieszezonych przy poszoze-
gélnych pracach wedlug maecierzy @, bedziemy rozumieli sume wydaj-
nosei poszczegolnych robotnikéw przy przydzielonych im praeach:

71 3

K
(2I) Z XpiWr; = Sww,

I=47

§

gdzie przez S oznaczymy sume wszystkich elementéw macierzy, a przez
2w macierz o elementach gy; = x7;wy;. Dodatkowy warunek polega ‘wiec
na tym, zeby wyrazenie (2') osiagnelo maksimum. Tak wladnie nalezy
przeznaczyé robotnikéw, ezyli poprzestawiaé wiersze macierzy a,. Po-
niewaz réwnania (1’), (1'') i wyrazenie (2') sg liniowe wzgledem niewia-
domych w7;, nasze zadanie jest zadaniem programowania liniowego.

W literaturze znane jest tzw. zagadnienie transportowe (,,the trans-
portation problem‘‘, zob. np. [2]) W nastepujacym brzmieniu. Dostawea
D; (j =1,2,...,m) ma dostarczyé s; towaru, a odbiorca O; (I = 4, B,

., K) ma otrzymaé m; tego towaru. OczywiScie

K m
mp = Z'S'f =M,
=4 f=1

gdzie M jest ogélna ilofcig towaru dostarczanego przez wszystkich do-
stawedw i otrzymywanego zarazem przez wszystkich odbiorcéw. Koszt
transportu jednostki towaru od dostawey D; do odbiorcy O; wynosi wy;.
Nalezy ustalié dostawy d;; tak, zeby bylo

m K
Zdl,-=m1, Zdﬂ = 8
j=1 . I=4

1 zeby koszt transportu, ezyli wyrazenie

m
>3 g
osiggnelo minimum.
w szezegélnym przypadku, gdy dy; moga sie réwnaé O lub 1 i 8 = 1
dla kazdego 7, a wiee M = m, zagadnienie to nosi nazwe zagadnienia
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preydziatu pracy (the asgsignment problem, zob. np. [4]). Jest to wlagnie
zagadnienie Intratora.

 Opréez ogblnego rozwigzania Dantziga (patrz ‘[1]), ktére stosuje sie
réwniez do rozwigzania tego zadania, znane sg jeszcze inne rozwigzania
szozegblowe (patrz [2], [3], [4], [6]). W dalszym ciagu przedstawimy
jeszcze jedno rozwigzanie tego zadania, otrzymane przez nas niezaleznie
od rozwigzan poprzednio opublikowanych (ani Intrator, ani autorzy
niniejszej pracy nie znali wezefniejszych rozwigzal), a znamienne
tym, ze nadaje sie do konstrukeji automatu, ktéry eliminuje wszelkie
rachunki.

Macierz niewiadomych ® ma tyle wierszy i tyle kolumn, co znana
macierz w. Poniewaz niewiadome x;; mogs przybieraé tylko wartoSei
0 i 1, mozna macierz @ natozyé na macierz w nie znaezgce w ogéle zer,
a jedynki macierzy ® znaczge jako podkreflenia odpowiednich elementéw
macierzy w. Zadanie nasze polega wigo na podkrefleniu m elementéw
macierzy w w ten sposéb, zeby w kaidym wierszu podkreflony byt
dokladnie jeden element, a w I-tej kolumnie m; elementéw. Kazdy
robotnik zostanie przeznaczony do tej pracy, w ktérej jego wydaj-
no§é zostala podkre§lona. Suma podkreflonych elementéw ma byé jak
najwieksza.

Mozna by zaproponowaé nastepujace rozwigzanie, ktére nazwiemy
wstepnym: W kazdym wierszu macierzy w podkreflimy najwiekszy ele-
ment, tzn. kazdego robotnika przeznaczymy do pracy, w ktérej uzyskuje
on najwieksza wydajno§é. Takie rozwigzanie daje gwarancje, ze wyra-
Zenie W osiggnie maksimum i ze beda spemione réwnania (1’), nato-
miast moze si¢ okazaé, Ze nie beda spemione réwnania (1''). Znaezy to,
ze niewgtpliwie przy wstepnym rozwigzaniu lgezna wydajno§é bedzie
najwieksza, a kazdy robotnik bedzie przydzielony do jednej pracy, nato-
miast moze si¢ okazaé, ze do pracy I przydzielonych zostanie w ten
sposéb nie m; robotnikétw, lecz wiecej lub mniej. Mogloby sie zdarzyé,
%Ze np. wszysey robotnicy osiagneliby najwieksza wydajnodé przy ko-
paniu rowéw. Woéwezas rozwiazanie wstepne skierowaloby wszystkich
robotnikéw do kopania rowéw, co jest sprzeczne z tym, ze do ko-
pania rowéw mialo byé skierowanych tylko m, robotnikéw, a reszta do
innych prac.

Postaramy si@ teraz przeksztateié macierz w tak, by rozwizzanie
wstepne dla tej przeksztaleonej macierzy bylo wladciwym rozwigzaniem
zadania, tzn. by rozwigzanie wstepne przeksztalcopej macierzy kierowato
do pracy I dokladnie m; robotnikéw. Przeksztalcenie to bedzie polegato
na dodawaniu statej liezby h; do kazdej liczby I-tej kolumny macierzy .
Oznaczmy tak przeksztatcong macierz liters v;

(3) v =w+h vy = wy+h.
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Lgezna wydajnosé pracy przeksztalconej macierzy v dla dowolnego rozwis-
zania & speliajacego réwnania (1')i (1'') bedzie réwna (patrz réwnanie (2')):

K m K
Vix) = Zzwﬂ(wﬂ"l“hf) = W(‘PH-Z myhy.
I=4j=1 I=4

Zatem V(@) réini sie od W () o liczbe stala, zalesng jedynie od liczb m;
oraz hr, a niezalezng od macierzy x. Stad wynika, ze je§li jaka§ macierz
Xy jest najlepszym rozwiazaniem ze wzgledu na macierz v, tan. ze V (@)
jest wigksze niz V(x) dla dowolnej macierzy @, to ta sama macierz X0
jest réwnoczeénie najlepszym rozwigzaniem ze wzgledu na macierz w
(W(x) osiaga maksimum dla x = x,). Liezby h; tak dobierzemy, by
watepne rozwigzanie dla macierzy v = w+h bylo wlaciwym rozwig-
zaniem, tj. by spelnialo réwnania (1''). Innymi stowy w ten sposéb dobie-
rzemy state hy, Zeby po ich dodaniu do odpowiednich kolumn macierzy 20
i po podkrefleniu najwigkszej liczby w kazdym wierszu tak otrzymanej
magierzy okazalo sie, Zze w I-tej kolumnie jest podkreflonych m; liczb.
Przeksztalcenie (3) bedziemy wykonywali stopniowo, powiekszajac
poszezegbélne kolumny. Zwréémy wieec uwage na macierz w i w kazdym
Jej wierszu podkreslmy najwiekszy element. Gdyby sie okazato, Ze Wyko-
nawszy t@ operacje podkreliliémy w kazdej kolumnmie tyle elementéw,
ile potrzeba, tj. ze w I-tej kolumnie podkresliliémy m, elementéw, to
wstepne rozwigzanie byloby rozwigzaniem wiageiwym, speliajacym nie
tylko réwnania (1’), ale i (1"), a zarazem oczywifcie maksymizujgecym
wyrazenie (2'). Jegliby jednak tak nie bylo, to w niektérych kolumnach
byloby za mato podkreslonych elementéw (mniej niz my), a w niektéryech
innych za duzo (bo laeznie podkreflers jest tyle, ile trzeba, tj. tyle, ile
Wwierszy ;ma macierz w, czyli m). Kolumny ze zbyt mats ilo§cia podkreslen
bedziemy krétko nazywali kolumnami z niedomiarem, a kolumny ze zbyt
duzg ilofcig podkreflers — kolumnami 2 nadmiarem. n
. Wydajnoéei mierzymy w zlotych na godzing, wiec elementy macie-
rzy w beda dane z jaka$ dokladnofeia, np. do jednego grosza lub do setnej
ozeSei grosza. Na wigksza dokladno§é nie pozwola przyrzady i metody
Wyznaczania wydajnodci. Oznaczmy te dokladno§é symbolem ¢,.
7 Pierwszym krokiem przeksztateenia (3) bedzie nastepujace dziatanie.
Bierzemy z macierzy w dowolng kolumne z niedomiarem. Przypufémy,
Ze jest to kolumna B. Wazystkie elementy tej kolumny powigkszymy o #,.
Co moze sig staé z podkrefleniami? Jesli jaka$ liczba kolumny B byla
Podkreflona, to znaczy, ze byla ona najwieksza w swoim wierszu. Ale
Przez powiekszenie si¢ nie przestala byé najwigksza w tym wierszu, ezyli
Pozostanie nadal podkrelona. Jeli natomiast w jakim§ wierszu p byla
Podkreflona liczba w innej kolumnie niz B, np. w kolumnie I, to znaezy,
%¢ liczba podkreflona w tym wierszu wy, byla przedtem wieksza od liczby
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Wg,. Skoro jednak liczbe wg, w kolumnie B powigkszyliSmy, moze sie
okazaé, e przekroezy ona podkreslona dotychezas liczbe wy,. Jezeli
okaze si¢, Ze w rozwazanym wierszu podkre§lona przedtem liezba wj,
stanie si¢ mniejsza niz liczba w tym wierszu i w kolumnie B (ré6wna
juz wg,+1), to trzeba bedzie wéwezas wymazaé podkreslenie spod
liezby wy,, a podkreflié liczbe w kolumnie B. Powiemy wéwezas,
%e podkreflenie przeskoczy w tym wierszu z kolumny I do kolum-
ny B.

A wige przy powigkszaniu elementéw kolumny B kolejno o liezbe #,
podkreslenia mogs nie ulega¢ zmianom lub mogs przeskakiwaé z innych
kolumn do kolumny B. Zatem. ilo§é podkre§lenn w kolumnie B nie zmniej-
82y sig, a ilofé podkreflenn w innych kolumnach nie powiekszy sie. Przy
tym im bardziej powiekszymy kolumne B, tym wigeej podkreflerr do
niej przeskoczy. Mogliby§my nawet uzyskaé to, zeby wszystkie podkresle-
nis przeskoczyly do kolumny B, wskutek dodania do niej dostatecznie
duzej liczby (np. najwiekszej z liczb wy). Ot6z kolumne B bedziemy
powigkszali dopdty, az ustapie w niej niedomiar. Moze sie zdarzyé,
Ze przy dodaniu jakiego$ ¢ (bedacego catkowita wielokrotnoscia #,) w ko-
lumnie B bedzie jeszeze niedomiar, a po dodaniu liezby ¢--1, bedzie juz
nadmiar, gdyZ réwnoczesnie przeskoezy do kolumny B wiecej niz jedno
podkreflenie. Taki przypadek rozwazymy péZniej i wylaczymy z na-
szych rozwazan. Zakladamy zatem, ze w kolumnie B nie pojawi sie nigdy
nadmiar. Gdy ustanie w niej niedomiar, bedzie w niej tyle podkreflen,
ile trzeba, tj. mg. Te¢ oze$é przeksztalcenia (3) nazwiemy pierwszym
krokiem. Jefli po tym pierwszym kroku nie ma kolumn z niedomiarem,
to pierwszy krok jest juz calym przeksztaleeniem.

Jefli jednak pozostaja po pierwszym kroku jeszcze kolumny z niedo-
miarem, bierzemy do nastepnego kroku dowolng z nich, np. kolumne I
(z niedomiarem) i znowu powigkszamy ja o liczbe ¢ taks, zeby odpowiednia
iloéé podkrefleti przeskoczyla do niej z innyech kolumn (moze miedzy
innymi réwniez z poprzednio traktowanej kolumny B), tak by w tej
kolumnie I nie bylo ani niedomiaru, ani nadmiaru. Jesli po tfym drugim
kroku pozostajg jeszeze kolumny z niedomiarem, obieramy dowolng z nich
i robimy nastepny krok przeksztaleenia (3). Moze sig okazaé, ze bedziemy
musieli przy tym kilkakrotnie powiekszaé te sams kolumne, gdyx przy
powiekszaniu innych kolumn wytworzy! si¢ w niej nowy niedomiar (pod-
kreflenia przeskakiwaty z tej kolumny do innych kolumn).

Wykazemy teraz, ze po skorezonej liczbie takich krokéw nie bedzie
juz kolumn z niedomiarami (a wiec i z nadmiarami), ezyli ze w kazdej
kolumnie bedzie tyle podkrefler, ile trzeba.

Zauwazmy przede wazystkim, ze Zaden krok przeksztalcenia (3)
nie moze spowodowaé nowego nadmiaru w jakiej§ kolumnie, gdyz pilnu-
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mniejsze wybierzemy i,, czyh im wigksza dokladnodé pomiaru wydajnosei,
tym rzadziej bedziemy natrafiali na niejednoznaczne rozwigzania. Przy
odpowiednim doborze i, pra,wdopodoblenstwo tego bedzie znikomo male.

Niejednoznaezno§é -ta nie jest eecha metody, leez istotng cechs
zagadnienia i wszystkie metody rozwigzywania tego zagadnienia sg
w tym sensie niejédnoznaczne.

Opiszemy teraz automat do rozwigzywania powyzszego za,gadmema,
Dziala on na zasadzie réwnowagi. Dla uproszozenia przyjmiemy tylko
trzy rodzaje prac 4, B i C oraz szefciu robotnikéw 1,2, ..., 6.

o

6k o’oo.oooj' . A B C
- o L] 1

B o 0 3 o o ) 1
I ]

L

R IO
A B )
— | I
6 ]
i | [2M=345 U L _, ZM—347,
Rys. 1. a) Widok z géry belek odpowiada- Rys. 2. Widok z géry na
jacych pracom A4, B,0; b) widok jednej uklad szefciu beleczek (od-
belki z boku z pretami do nastawiania wy- powiadajscych szeéciu ro-
dajnosei wyy botnikom) i trzech belek
. (odpowiadajgcych  trzem

pracom)

Maszyna sklada 8i¢ z trzech pozmmyeh réw:noleglych belek 4, Bi C
(odpowiadajg one pracom 4, B i C) (patrz rys.1), oraz z szeécm jedno-
kilogramowyeh beleczek 1,2,...,6 (odpowiadajacych robotnikom), po-
ziomych, lecz prostopadlych do belek 4, B i 0 i rozmieszezonych nad
nimi w réwnych odstepach (rys. 2). Ka.zda. z helek i beleczek moze sie
podnosié i opadaé zachowujac polozenie poziome. W ka.zdej z belek
4, B i C przewiercono sze§é pionowych otworéw w réwnych odstgpa,ch
W otworach tkwig prety, tak %e j-ty pret wystaje z I-tej belki na
wysokoéé wy;. Prety tkwigee w jednej belee nazywamy kolumng,
a prety tkwisce w trzech belkach, lecz pod ]edna beleczka, DazZywamy
wierszem.
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Na kazdsg z szeseiu beleczek dziata pionowo w doéf ciezar jednego kilo-
grama. Na kazda z belek I dziala ku gérze sila o wielkofei m; kG (sile te
realizujemy za pomocy odpowiedniego obcigZenia nici przymocowanej
do belki i przerzuconej przez blok).

Gdy pozostawimy maszyne dzialaniu tych sil, ustali sie nastepujgca
rownowaga: kazda beleczka oprze si¢ na jednym precie, najwyzej wy-
stajgcym w wierszu. Bedzie ona na ten pret, a zatem i na belke¢ z nim
Zwigzany, wywierata site 1 kG. I-ta belka bedzie podpierata m; beleczek,
gdyby bowiem podpierala ich mniej lub wiecej, nie bylaby w réwno-
wadze i podniostaby sie lub opadia. Jeli j-ta beleczka opiera si¢ na I-tej
belce, to robotnika o numerze j§ nalezy przydzielié do I-tej pracy.

Moze sie zdarzyé niejednoznaczno§é rozwigzania, polegajaca na tym,
Ze niektére beleczki opra si¢ naraz na kilku belkaeh. Mozna temu zapobiec
DPrzez drobne zmiany macierzy w. _

Rysunek 3 pokazuje widok .ogélny maszyny wykonanej zgodnie z po-
Wysszym opisem. Na rysunku 4 (widok maszyny z gory) widaé rozwigza-
nie zadania podane przez maszyne dla maecierzy wydajnodei

98 43 24
33 4 17
w= |19 12 7
6 23 381
41 36 20|
38 13 27

z warunkiem: my = 1, mp = 2, mg = 3. Skierowania robotnikéw do
odpowiednich prac, czyli styki beleczek z belkaml, odpowiadaja Swiecy- -
eym zZardéweczkom.

W ten sam sposéb mozna traktowaé dowolng liczbe prac i robotnikéw.
Przy dusej ich liczbie. mogg wystapié tarcia, utrudniajaee mechaniczne
dzialanie maszyny. Mo#na wéwezas zbudowaé analogiczng maszyne elek-
tryczng, w ktérej role sit mechanicznych beds odgrywaly sily elektryczne.

Rysunek 5 przedstawia schemat takiej elektryoznej maszyny dla
3 rodzajéw prac i 6 robotnikéw. Rodzajom prac odpowiadaja kolumny
4, B i 0, a robotnikem wiersze 1,2, ...,8. Na przeewem I-tej kolumny
i 7-tego wiersza jest przekadnik PE Ma cfn dwa uzwojenia. Lewe uzwo-
Jenie polgozone jest szeregowo z lewymi qu‘ojema,ml wazystkich pozo-
stalych przekasnikéw I-tej kolumny i poprzez zmienny opér E; lgozy sie
z giecig (o stalym natezeniu pradu). Prawe uzwojenia wszystkich (36 = 18)
Przekainikéw polgczone sg réwnolegle ze Zrédlem pradu 8 o specjalnie
dobranym, zmiennym natezeniu. Rysunek 6 przedstawia wykres tego
natezenia w zaleZnofei od czasu. Najwieksze natezenie tego prgdu prze-
kracza natezenia progowe wszystkich przekaznikéw Py;.
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Rys. 4

24
Zastosowania Matematyki V.
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Przekainik Py nastawiamy (za pomoes specjalnego oporu) na prég
wy;, tzn. tak Zeby zadzialal, gdy suma natezeh pradu przeplywajgcego
przez oba uzwojenia przekaznika Pj; przekroczy wp;. Zadzialanie prze-
kaznika Pj; polega na 3 czynnofeiach: 1. powoduje zapalenie si¢ zaréwe-

A r% Re —»%ﬁ: —~
prad—
slaty r z — /@/’
|

Rys. 5

czki umieszozonej ma tym przekazniku (lub na odpowiedniej tablicy),
2. wylgeza mechanicznie pozostale przekazniki w j-tym wierszu, a 3. prze-
kazuje impuls do urzgdzenia regulujacego opér Ey. W przypadku, gdy
liczba takich impulséw z réznych przekainikéw I-tej kolummy przekroczy
liczbe ms opér R; automatycznie si¢ powieksza.
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- Maszyna dziala nastgpujgco: Podezas jednej ewolucji zmiennego
natezenia prgdu (na rys. 6 od & do b) wzrasta suma natezer w 2 obwo-
~ dach kazdego z przekaznikéw. W kazdym z 6 wierszy zadziala jeden
przekaZznik, wylaozajaec pozostale dwa. Jefli liczba dzialajgeych prze-
kainikéw w I-tej kolumnie jest wieksza niz m;, to opér R; sie powiekszy,
czyli podozas nastepnej ewolueji pradu ‘suma natezen w uzwojeniach
przekaznikéw .I-tej kolumny bedzie mmiejsza. W niektérych wierszach
mogs wige zadziataé inne przekazniki niz uprzedmio, tj. w innych ko-
lumnach niz w I-tej. Jesli jednak i po nastepnej ewolucji okaze sie nadmiar

A

ratezenie

T

‘ IZM—351 i

Rys. 6

dzialajgeych przekaznikéw w I tej kolumnie, opér R; ulegnie dalszemu
Powigkszeniu. Bedzie si¢ on powiekszal tak dlugd, az liczba dzialajgeych
PrzekaZnikéw w I-tej kolumnie bedzie réwna my.

Gdy w kazdej kolumnie bedzie odpowiednia liczba m; dzialajacych
Przekaznik6w, opory E; nie beds sie juz zmienialy. Przy kazdej nastepnej
ewolueji dziataé beda te same przekazniki, czyli zapalaé sie beds te
SBame zardweczki. Te Zaréweezki wskazuja rozwigzanie. Przy pierwszych
eéwolucjach pragdu beda one migaly bezladnie, az po pewnym czasie,
gdy opory sie ustala, przy kolejnych ewolucjach beds rozblyskiwaty
Weigs te same zaréweozki. Palgea sie Zaré6weczka w §-tym Wwierszn
wskazuje prace (numer kolumny), do ktérej nalezy przydzielié j-tego
robotnika. _

Xatwo moZna opisang wyzej maszyne grawitacyjng do rozwiazy-
Wania zagadnienia przydziatu pracy przystosowaé do rozwigzywanis
Zagadnienia transportowego. Nalezy w tym celu sporzadzié ciezarki
%;—1 do nasadzania na beleczki. Na beleczke o numerze j bedzie dziatala
W Aot sila ¢; (sama beleczka ma ciezar réwny 1). Zamiast stykéw elektry-
tznyeh z zaréweozkami, pod kazda beleczka w miejscach mozliwych
Stykéw z belkami dmieScimy dynamometry (razem bedzie m-% takich
dynamometréw). Kazda beleczka (cigzaca z sila s;) bedzie sie opierata
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na kilku belkach, wywierajac na nie sﬁy dz;, Ktére sa-poszukiwanymi
melkoéemml dostaw.

; - Teoretyczne rozwigzanie zagadnienia i pomysl automatu nalezg
do J. Perkala. Pokazany wyzej prototyp automatu zostat wykonany przez
W. Swiecickiego (z Laboratorigm Wytrzymato§ei Materiatéw Politechniki
Wroclawskiej) pod kierunkiem J. Battka. J. Battek zaprojektowal rowniez
niezaleznie maszyne podobng do oplsane;;, lecz nie grathaeyjn&, a takze
opracowat jej elektryczny analogon.
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INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIEJ AKADEMII NAUK

Praca wplyneta 21. 9. 1959

E.BATTEE a 0. IBPKAIb (Bpoguas)
O HEKOTOPOH BAAYE JINHEHHOIO ITPOTPAMMMUPOBAHUA

PE3BIOME

-

Heomorpa ma To, 4TO 8ajaya JIMYHOI0 COCTABA MMEET Y6 MHOPO peileHml,
OPUrOfHHX JJIA NPAKTHYECKOTO NPUMEHOHHSH, BCS €6 NOABIAKNTCH CTAaTHH YIy-
ymaomue 1 obxeryanmme eé pemexwme. [laEHam crare® ABAAETCH onHo# u3 pabor
rTaxkoro poma. OGHUYHO mpm pemenwm aTod 33KauM DONBLBYIOTCH JIeMMOit, rosopamei,
YTO MATPHNY NPOMBBOAMTENHLHOCTH MOKEO NPOMBBONBLHEO YBeIMUMBATH CTOIGHaMK
HIH CTPOYKAMHK C NOCTOAHHHMM SJIeMEHTAMM, He MEHAA KOHOUHOro pememma., M
YAOoBIEFBOPHMIKCH TOJBKO YACTHI0 JEMMH, ropopamelt o croanbmax, W moayumam Gia-
TONapA BTOMY HECKOJNBKO (0iIee CnoMEHE MOTOX pelleHwsa, HO 8aTO STOT MOTOX II0-
8BOJIAGT CKOHCTDYHDPOBATH AaBTOMAT, KOTOPHM, NOChTe BBeJeHMA IPOMBBOILHOR
MaTPAOH TPOMSBOLAUTONLHOCTH, CPABY HaST penreHme 3afady JIMYHOIO COCTABA.
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B pgamHOft ¢TaThe ONHCAHO ABTOMAT (a4 TalsKe HpuBORMTCA ero pororpadus) mas
MaTpRIK He BHme 3 X 6, T. e. MaTpunH ¢ 3 cronduamu (paboramu) u 6 cTpoxamm (pa-
Goummu), OnMCHBACTCH TAKMKE DIEKTPHUYECKHH AH4XOr 3To#k MammHH, nawomuit BOS-
MORHOCTh SHANMTOJIBHO YBEIWINTH YMCIO CTONOMOB M CTPOK.

J. BATTEK and J. PEREAL (Wrodaw)
ON A CERTAIN PROBLEM OF LINEAR PROGRAMMING

SUMMARY

Although the assignment problem is already provided with several solutions
applicable in practice, new papers improving and facilitating those solutions continue
to appear. This paper is a work of that kind. On the whole, in solving the problem
in question the following lemma is used: the productivity matrix can be arbitrarily
changed by adding a constant component to all elements of a column or line.
The present authors use only a part of that lemma, dealing with the columns.
Consequently, they obtain a solution method that is somewhat more complicated
but, on the other hand, permits the construction of an aufomatic machine which,
on setting an arbitrary productivity matrix, immediately gives the solution of
the agsignment problem. This paper contains a description and a photograph of
a2 machine for matrices of at most 3x6, i. . of 3 columns (tasks) and 6 lines
(workmen). There is also a description of an electric analogon of that machine which
pPermits an extension to a much greater number of columuns and lines,



