ZASTOSOWANIA MATEMATYKI
VII (1964)

A. RYBARSKI (Wroclaw)

ANGENAHERTE SCHWINGUNGSFREQUENZFORMELN
FUR KONSERVATIVE SYSTEME (2)

1. Einfithrung. In dieser Arbeit beschéftigen wir uns mit einem kon-
gervativen System, fiir welches die intervallweise stetige Charakteristik
der quasielastischen Krifte g(x) den folgenden Bedingungen geniigt

(1.1) g(@) = —g(—w), G(2) <G(a)

fiir
—a<z<< +ta, g(a)=g(a—0)>0.

Die GroBe a bedeutet hier eine gewisse positive Konstante und durch
@

G(z) bezeichnen wir, wie iiblich, das Integral f g(x)dr, d. h. das Potential
0

der quasielastischen Krifte.
Unter den obigen Voraussetzungen zeigt man bekanntlich elementar,
daf die Schwingungsgleichung von der Gestalt

(1.2) y+g9(y) =0

eine periodische Losung besitzt, welche den Anfangswerten y(0) = —aq,
¥'(0) = 0 entspricht und die Schwingungen mit der Amplitude ¢
beschreibt (siehe z. B. [1], § 8.10). Die Schwingungsperiode T ist dabei
durch die folgende Formel bestimmt

(13) T = 93 [(6(a)—@ (@)} do.
]

Es sei durch w, = 2=/T die entsprechende Schwingungsfrequenz be-
zeichnet. Dann gilt bekanntlich die angeniherte Formel

2r
1 .
(1.4) ot ~ol, = —afg(asina)smada.
ki3
1]

Das ist die klassische asymptotische Formel, in welcher wir die Ampli-
tude der ersten harmonischen Komponente der Schwingungen durch
die wahre Schwingungsamplitude o ersetzt haben (siehe z. B. [2], § 2.21).
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In den Arbeiten (31, [4] beschéftigten wir uns u.a. mit verschiedenen

Abschitzungen des Fehlers
Wy Wo
(1.5) e = e,
Wy

mit welchem die Grole w,, die Frequenz w, anndhert. In dieser Arbeit
stellen wir weitere Abschitzungsformeln vor und illustrieren ihre Anwen-
dungen fiir eine Reihe der klassischen Beispiele. Wegen der Einfachkeit
der angegebenen Abschitzungen koénnen wir gewisse asymptotische
Untersuchungen ausfithren, welche die quasilinearen Charakteristiken
betreffen, sowie auch die Schwingungen mit kleinen und groSen Am-
plituden.

2. Eine gewisse Entwicklung. In diesem Punkte wollen wir jene
einfache Anwendung der Taylorschen Entwicklung anfithren, mit deren
Hilfe die gewiinschten Absehidtzungen erreicht werden. Zu diesem Zwecke
miissen wir zuerst die Ungleichung wis > 0 bestétigen, die unter unseren
Voraussetzungen sicher gilt. In der Tat, setzt man in der Definition (1.4)
der GréBe w2, die neue Integrationsvariable z — asina an, so erhilt
man durch partielle Integrierung eine andere #quivalente Formel, und
zwar

a G
(2.1) = f e 4

Dabei haben wir die Bedingung g(z) = —g(—=«) in Acht genommen.
Weiter sei es bemerkt, daf auf Grund von (1.1) die GroéBe

.. G(a)—G(2)
2.2 r = 2inf ———(—+1—
(2:2) (-a,+a) @ —a

eine positive Konstante darstellt. Demgemal erhalten wir aus (2.1)
und (2.2) die Ungleichung

(2.3) 0 <7 < awl,

womit die GréBe o}, positiv erklirt wird.
Jetzt bilden wir die folgende Hilfsfunktion

(2.4) G1(2) = pwga?+ A{G () —dwi 2%},

wo das Parameter 1 beliebige Werte aus dem Intervall <0, 1> annimmt.
Laut der Ungleichung w, > 0 und laut (1.1) ist ¢s ersichtlich, daf fir
die neue Funktion folgendes gilt:

G,(v) < Gy(a) fiir —a <z < +a und Gi(a)>0.fir 0 <A1<1.
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Diese Ungleichungen bestitigen die Konvergenz des Integrals
(2.5) T, = 2V2 f {G2(a)—Gy ()} P de,
0

fir alle 1¢¢0,1>. Wir haben dabei Ty =T, =2rn/w,, und T, = T.
AuBerdem besitzt die neue Hilisgrofie T'; alle Ableitungen in Bezug auf A
fir 0 <1 < 1. Um das zu zeigen, fithren wir die Funktion

1 at— 2

(2.6) s{z, ) = ?.é—_l(a)—— G (@)

{(1 Pty EO=C ("”}'l

a—x

ein, welche im Rechteck D: 0 <2 < a,0< 1 <1 definiert ist. Laut
(2.2) erhalten wir

sups(z, 1) = sup {Z,(1— )+ Ar}77,
D

0<AL
woraus, wegen (2.3), die Gleichheit
(2.7) sups(z, A) =1/r
D

folgt. Bildet man jetzt die Integrale, welche formal Ableitungen der
GroBe T, darstellen, so ist ihre absolute Konvergenz mit Hilfe von (2.7 )
leicht zu bestdtigen. Daraus folgt natiirlich T,¢ C,<0, 1).

Jetzt sollen wir die erste und zweite Ableitung von 7', niher unter-
suchen. Wir berechnen zuerst

().~

wo wir, der Kiirze halber, A4(x) = G(x)—} wl,@* bezeichnet haben. Aus
(2.1) ergibt sich jetzt nach Berechnung

61’1) B
(2:8) (W o=

—a*) " {4(a)—A(x)} du,

Fir die zweite Ableitung finden wir aus (2.5) den Ausdruck

2= [ —a @)y A - d@) s,

(2.9) s o

welcher im allgemeinen nicht verschwindet.

Zastosowania Matematyki 11
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SchlieBlich wenden wir den Taylorschen Satz an, und erhalten
. 1 [T, ,
(2.10) Tilo =T—Ty = 2\ 57 s 2'€(0,1),
wo A’ einen gewissen Zwischenwert bedeutet und die Gréle T, als 2x/w,,
erkliart ist. Mittels der Formeln (2.9) und (2.10) kénnen wir im weiteren
verschiedene Abschitzungen des Fehlers e liefern.

3. Die Abschitzungsformeln. GemiB der Definition (1.5) der
GroBe e gilt natiirlich 7—T,, = 2ne/w,,. Man braucht nun mit Hilfe
von (2.9) die Ungleichung

0T, )
zu beachten; dann koénnen wir sofort aus (2.10) die erste Folgerung
schliefen, nimlich

(3.1) e>20, w20, T>T,.

Der Approximationsfehler ¢ ist also immer nicht-negativ und die GroBe
w, stellt eine iiberschiissige Anniherung der wahren Schwingungs-
frequenz dar.

Mit diesem Ergebnis kann man eine gewisse wichtige Frage verk-
niipfen, nimlich: wie wiirde es sein, wenn man anstatt o, die erste
asymptotische Niherung w; der GréBe w, betrachtet, d. h.

2%

wy ~ w} = —— | g(c,sina)sinada,
ey

wo ¢, die Amplitude der ersten harmonischen Komponente der Schwin-
gungen bedeutet (siehe z. B. [2], § 2.21)? Kann man hier die Ungleichung
w; < w, bestitigen? Ahnliche Fragen kann man fir die angeniherten
Formeln stellen, welche die Schwingungsfrequenz der periodischen Lésun-
gen von autonomen dynamischen Systemen in erster Niherung bestimmen
(siehe [2], § 1.35). Wir betrachten die konservativen Systeme, fiir welche
die Ungleichung ¢ > 0 jetzt die untere Begrenzung des Anndherungs-
fehlers darstellt. Im Weiteren werden wir gewisse obere Begrenzungen
schaffen. Mit Hilfe von (2.6) und (2.7) erhilt man die Ungleichung

a
T—T,, =6 f s (x, A'){A(a)— A (@)} (a* — &*) " dr < 6r~572J,
0
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welche man auch in der Form

3
(3.2) e <—r oyl

schreiben kann. Der Kiirze halber bezeichnen wir hier

a
(3.3) J = [(a*—2")*"{4(a)— A (a)}da.

[
Stellt nun die Funktion g(z) ein Polynom dar, so ist die Abschitzung
(3.2) sehr rechnungsfihig. In verschiedenen praktischen Anwendungen
haben wir jedoch mit z. B. trigonometrisch-nichtlinearen Charakteristi-
ken zu tun. Die Charakteristiken elektrodynamischer Momente einer
Synchronmaschine bieten hier ein wichtiges Beispiel, mit welchem wir
uns in einer anderen Arbeit beschiftigen werden. In solchen Fillen
stellt die Berechnung des Integrals J eine schwierige Aufgabe dar, welche
der exakten Berechnung des Integrals (1.3) im allgemeinen keineswegs
nachsteht. Darum werden wir jetzt eine Abschitzung des Integrals J
ausfiithren, welche uns rechnungsfihig erscheint.

Der Schwarzschen Ungleichung wegen haben wir

{4A(a)— A(z)}? {fé(w)dw} (a—a) [ 62(z) da,

wo &(x) die GroBe g(x)— w2,z bedeutet. Dann erhiilt man aus (3.3) die
Ungleichung

Durch partielle Integrierung geht jetzt diese Ungleichung in

S C))
a
(v) J< af ho) s do
iiber, wobei wir der Kiirze halber
1 — 1 ]/“7
h _ — — _ 2__ — N el

bezeichnen. Jetzt folgt aus (v) die gewiinschte Abschitzung des Integrals
J, namlich

(w) as®)

$2

dx.

(vv) < [maxh(a)] f o
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Die beiden, durch Multiplikationszeichen geteilten, Glieder der rechten
Seite jener Abschitzung werden wir nacheinander untersuchen. Nach
elementaren Berechnungen finden wir, daB der groBte Wert der Funktion
®(z), fiir 0 <2 <1, zwischen den Werten 2z, = 0,402 und 2z, = 0,403
erreicht ist (sehr nahe von z,;). Den gréften Wert von @(z) kénnen wir
dabei durch den Wert @(z,)+ 0,001 [P’ (2;)] < 1,712 abschitzen. Dem-
gemif3 erhilt man die Abschitzung

. 1 0,571
(i) maxh(z) = —5 max O(z) < ——.
<0, 3a® o)
Andererseits konnen wir schreiben
. - { )——w x}? na®
(ii) f 2 } dz = e (), — wig),
0
wobei die neue GroSle w,, durch die Formel
1 2n
(3.4) Wb, = — f ¢*(asina)da
T

definiert ist. Diese Grofe haben wir schon in der Arbeit [4], § 3, ein-
gefiihrt, wo sie eine ,,Konkurrenz” fiir die Grofle w,, darstellte. Aus den
Ungleichungen w,, > w,, = w, sehen wir jedoch, da w,, im allgemeinen
eine bessere Anniherung fiir w, liefern kann.

Aus (vv) bekommen wir, (i), (ii) wegen, die Endabschétzung fir J,
nimlich

(3.5) J <0571 (op wty),

woraus sich, (3.2) wegen, die Abschitzung
(3.6) 0 <e < 0,431 0, (wh, — w,)

ergibt. Dies stellt unsere zweite obere Abschétzung fir ¢ dar. Im Ver-
gleich mit J besitzt das Integral o}, eine einfachere Struktur und 148t
gich damit bequemer untersuchen.

4. Einige Beispiele. In diesem und im nichsten Paragraphen wol-
len wir ungsere Abschitzungen numerisch prifen. Wir wollen néimlich
feststellen, um wieviel jene Fehlerabschitzungen den wahren Fehler
iiberschreiten. Wir konnen schon vorher sagen, dafl sich dabei ganz
verschiedene Resultate ergeben.
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Jetzt fangen wir mit dem klassischen Beispiel
(4.1) yt+y+ey* =0

an, wo ¢ ein positives Parameter bedeutet. Hier haben wir also mit der
Charakteristik g(#) = x-4¢e2* zu tun. Bekanntlich ist dann die Schwin-
gungsfrequenz w,, welche den Schwingungen mit der Amplitude a ent-
spricht, durch die folgende Formel bestimmt

(4.2) we = dn(1+ea®) 2K~ (k), Wwo K = tea?(1+ ca2)?
und K das vollstindige elliptische Integral der ersten Art bedeutet.

Gleichzeitig liefert uns die Grundformel (1.4) die folgende Anniherung

. 2.
fir wg:

(4.3) wiy = 1+3ea’.

Um die Abschitzung (3.2) zu priifen, berechnen wir aus (2.2), (3.4)
und (3.3)

(i) r =1+3ea’, op, =143ea’4 e’

und
2 a
J = Ef (@ —}a*) (a* — #*) e = c*a*n[256.
0

Da die Charakteristik g(z) = xz+ex® ein Polynom darstellt, so gehen alle
Berechnungen sehr elementar vor. Nun kommen wir mit (3.2) zu der
Ungleichung

3 /1 ca®\12 at
(4.4) 0<e< ( +i )

256 \1+4ea’/ (144ea’)’’
wir werden zeigen, dal man dieses Ergebnis als ein befriedigendes

erkliren kann.
Erstens, aus (4.4) bekommt man

3
(4.5) 0<e< 556 gat {1+ 0(ea®)},
fiir ¢a® — 0. Diese asymptotische Abschitzung kann man nicht ver-
bessern, weil sie genau dem wahren Fehler entspricht. Es gilt nimlich

die folgende Entwicklung

3
4.6 = —¢lat+..
(4.6) e 2566@—{—
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In der Tat, laut der bekannten Entwicklung
E(k) = 3n{l+3° + 38 4.}
berechnen wir aus (4.2)

2
=" 2n{l—3ea’®+ 2e'at—.. }.
Wo

Gleichzeitig liefert uns die Formel (4.3)
Toy = 2n{l—ica’+Z &a*—.. }.

Fiir den Fehler ¢ = (T—T,,)/T,, ergeben diese Formeln die gewiinschte
Entwicklung (4.6).

Zweitens, im Falle des Grenziiberganges ea’* — 4-oo ergibt sich in
unserem Falle der Grenzfehler ¢ = 2,3°/,, wobei die Ungleichung (4.4)
die Abschitzung lime < 5,8°/, liefert. Das iiberschreitet den wahren
Fehler nur ca. 2-fach. Leider wissen wir nicht, ob es fiir alle Zwischen-
werte 0 < ea® < +oo 80 gut ist. Sogar die sehr wahrscheinliche Begren-
zung e < 2,3°/, fiir 0 < ea’ ist zur Zeit nicht bewiesen. Manche nume-
rischen Ergebnisse sind in der Note [3] angegeben.

Hinsichtlich der zweiten Abschitzung (3.6), ergibt sich laut (4.3)
und (i) eine Ungleichung, welche mit (4.5) iibereinstimmt. Der Koef-
fizient 3/256 ist dann jedoch durch 6,88/256 zu ersetzen. Demgemif
bekommen wir hier ca. 2-fach schlimmere Abschitzungen.

Nun kommt das zweite klassische Beispiel, nimlich die Pendel-
gleichung, fiir welche die Charakteristik g(x) die Gestalt g(z) = sinx an-
nimmt. Schon hier igt es fiir uns nicht klar, wie man das Integral J be-
rechnen kénnte. Darum kénnen wir fiir die Abschitzung des Fehlers der
Anniherung

(4.7) wo = InK (k) ~ w,g = (2J1(a.)/a)l’2

nur die Formel (3.6) anwenden. In der obigen Formel haben wir bekannt-
lich k¥ = sin{a, wobei @ < = vorausgesetzt ist und J,(a), wie iiblich,
die Besselsche Funktion bedeutet.

Wir finden jetzt in unserem Falle

(id) r =ginafe und @), = (1—Jy(a))/a’
womit die Abschitzung (3.6) die Form

5/2 12
?)'PLMW {1—J,(2a)— 473 (a)}a=?
sina, a

(4.8) ogegmw(

annimmt. Fiir @ = 1 erhalten wir daraus 0 <e <1073, wobei in Wir-
klichkeit e ~ 3,4 x10™* gilt. Andere Resultate sind in der Tabelle an-
gegeben.
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a wg Wag e = e<
0,5 0,984 395 0,984415 2,1x10-5 5,1x10-5 2,4
1,0 0,937792 0,938136 3,7x 104 1,0x 103 2,7
1,5 0,860608 0,862 505 2,2%x 10-3 7,0 10-3 3,2

In der letzten, unbetitelten Kolonne ist das Verhiltnis berechnet,
das die Uberlegenhelt der Feblerabschitzung im Vergleich zum wahren
Fehler beschreibt. Wenn wir uns dem kritischen Punkte ¢ = » nghern,
der einem unstabilen Gleichgewicht des Pendels entspricht, so verschlim-
mern sich unsere Resultate. Das geschieht nicht nur fiir die Fehler-
abschitzungen allein, sondern auch fiir die Anndherungen selbst und zwar
nicht nur in der ersten Anndherung (vergl. [2], Tab. 1; [3], Tab. 1).

§. Einige Charakteristiken mit Séttigung. Unsere Formeln be-
trachten wir noch im Falle, wenn die Charakteristik g(x) eine Sattigung
aufweist, d. h. wenn es gilt

(5.1) g(z) =sgnx fir |z = a,,

wo a, eine gewisse positive Konstante bedeutet. Die Formeln fiir Weq
und fir o,, gehen dann in

(5.2) wfw — 7tiw[l__ (_2)2]1/2 4a0 fg(aot)[ ( )]-uzdt

_und

! 27-1/2
(5.3) wgp = % arcecos % + %!gﬁ(a,ot) [1— (a_;j) ] dt
iber, wobei die Schwingungsamplitude & grofer als a, vorausgesetzt
wurde.

Man sieht, daB die obigen Formeln sich aus Teilen additiv bilden,
von welchen nur die zweiten Glieder die Gestalt der Charakteristik g(z)
fir |#| < &, beriicksichtigen. Wichst nun die Schwingungsamplitude
an, so nimmt die Bedeutung jener zweiten Glieder ab. Schreibt man z. B.
die Formel (5.2) in der Form o?, = 2!+ 23, wo 2 und @ die Glieder
der Summe (5.2) der Reihe nach bedeuten, so berechnen wir leicht

Q ay 27-1/2 ! 1/2 _ 1
—.QT<—[1—(T)] {of lg(aot)ldt} = 0(7)

fir @ - 4oo. Eine #hnliche Abschitzung kann man auch fiir die
Formel (5.3) aufstellen.
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Wenn a - 4 o0, 50 bekommt man aus (5.2) und (5.3) die asympto-
tische Formel

—_ 4 ,-— —
(5.4) Wae ~ 2[Vra, w,, ~ V2[Va.
AuBlerdem koénnen wir, (1.3) und (5.1) wegen, die Beziehung
(5.5) wo~ [2V2a fir @ — +oo

bestitigen. Demgemif berechnen wir fiir den Fehler e = (wy,— w,)/w,
den Grenzwert e ~ ca. 1,6%/,.

Nun wenden wir die Abschitzung (3.6) an. Unter der Voraussetzung
o
fg(av)da: >0, fir 0 <z < a4, berechnet man, (2.2) und (5.1) wegen, r = 1/a,

und laut (5.2) und (5.3) erhalten wir die Ungleichung 0 < lime < 18,49/,.
Diese Abschitzung entspricht keineswegs dem wahren Rang des Fehlers;
gie iiberschreitet den wahren Fehler ca. 12-mal.

Um einige Beigpiele fiir endliche Werte von a nachzupriifen, setzen
wir
(5.6) gy =0 fir |zj<a,

an. In diesem Falle kann man die wahre Schwingungsfrequenz exakt
berechnen. Sie betrigt

12 -1
(5.7) Wy = “_(1—@) (1—1‘3) ,
2V2a a 2a

wobei natiirlich a > a, vorausgesetzt ist. Gleichzeitig berechnen wir in
diesem Falle

y 4 a\*\'"* . 4 a, “1
(5.8) Wos = — 1-— = ) Wop =3 arccos 2 r =0
womit die Abschétzung (3.6) rechnungsbereit ist. Fir a = 2a, erhilt
man dabei

wo = 0,7405a5 2,  w,, = 0,7425a, "%, ¢ < 5,4°/,.

Wir sehen, daf unsere Abschitzung in diesem Falle dem wahren Fehler
e = 0,27%/, sogar ca. 18-mal iiberschreitet.
In weiterem Falle, wo man

(5.9) g(@) = ja, fir  |z] < a,

ansetzt, erhilt man bessere Resultate. In der Tat, die Formeln (5.2)
und (5.3) gehen dann in

4 29172 9 ] 271/2
s Ao ] - T
o a T a \a a

. 4 a, 2 . @y [ag AN
o, = — arecos —+—jaresin——|—) [1—|—
na a  Tag a \a a

(5.10)
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iiber, und die wahre Frequenz koénnen wir auch exakt berechnen. Sie
betrigt

1/2) 1
(5.11)  w, 2l/a’]/ 1—— ]/—arcctg[m%a;)] l )

Wir setzen jetzt, wie frither, & = 2a, an, und berechnen
wo = 0,7739a, "%,  w, = 0,7804a;'?, ¢ = 0,849/,.

Die Abschitzung (3.6) liefert uns hier die Ungleichung e < 3,9°/,, was
den wahren Fehler ca. 5-mal iiberschreitet und den Rang des Fehlers
zeigt.

In Paragraphen 4 und 5 haben wir verschiedene Beispiele angefiihrt,
fiur welche die angeniherte Grundformel (1.3) im allgemeinen gute Er-
gebnisse lieferte. Wir haben gesehen, daB die Abschitzung (3.6) in die-
gsen Féllen ganz verschiedene Resultate liefern kann, welche den Rang
des Fehlers nicht immer richtig abbilden.

Haben wir in irgendeiner Anwendung die Abschitzung

() 0 < (wge— wo)/wg < €
erreicht, so konnen wir daraus die Ungleichung

(ii) [(0" — o) [wol < €0/2
erhalten, wo die neue Annéherung o’ durch die Formel o' = w, (1+4e,)~"

bestimmt ist. Gem#éB den vorher genannten Griinden ist es aber nicht
immer zweckmiBig die Anndherung w,, durch ' zu ersetzen.

6. Quasilineare Charakteristiken. In diesem und in dem nichsten
Paragraphen wollen wir aus der Abschitzung (3.6) manche asymptotische
Schliisse herausziehen. Am Anfang betrachten wir die quasilinearen Cha-
rakteristiken

(6.1) 9(x) = a+ef(z), wo f(@)= —f(—
und ¢ das kleine Parameter bedeutet. Fiir die Funktion f(x) setzen wir

voraus, daB sie in dem Intervall (—a, -+a) intervallweise stetig ist.
In diesem Falle folgt aus (3.6) eine wichtige Beziehung, nimlich

(6.2) Wy = wy,+0(e?) fiir &—0 und ¢ = const.
Es sei bemerkt, daB8 wir dieselbe Beziehung frither unter stirkeren

Voraussetzungen bewiesen haben (siehe [4], § 7). Um die Beziehung (6.2)
zu beweisen, berechnen wir aus (1.3) und (6.1)

=1+ _ ff(asma)smada —1, fir &—0 und a = const.
A
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Aus (2.2) erbhilt man aulerdem

.. Fla)—F(x)
r=1+2¢ inf —5——5— -1 fiir &—0 und a = const,
(-e,+q) @& —X

wobei F(z) das Integral [f(z)dz bedeutet. Zuallerletzt berechnen wir aus
0
(3.4), wieder (6.1) wegen

2 2r 1 2n PA
wgp—w;s = % {f fz(asina)da—; (f f(asina)sinada) } = 0(&),
0 0

fir ¢e—> 0 und ¢ = const. Laut (3.6) ergeben die obigen Beziehungen
das Ergebnis ¢ = 0(e?), woraus unmittelbar die gewiinschte Beziehung
(6.2) folgt.

Wir sollen jedoch noch beweisen, dafl die Anwendung der Abschitzung
(3.6) in unserem Falle korrekt war. Um das zu zeigen, merken wir an,
dafl der Wert g(a) = a+ ¢f(a) positiv ist, wenn nur fiir ¢ ein geniigend
kleiner Wert angenommen ist. Zweitens, laut (6.1) kann man leicht die
folgende Ungleichung ausfiihren:

G(a) —G(2) = [ g(w)dw > (a—a)(}a—emax|f),

welche fiir 0 < 2 < +a gilt. Wenn nétig, sollen wir noch die Funktion

g(z) fiir # = J-a als lim g(x) redefinieren, und wir sehen, da8 die im
z>ta

Paragraphen 1 genannten Bedingungen sicher gelten, wenn nur das Para-
meter ¢ geniigend klein ist.

7. Kleine Schwingungen. Im Weiteren untersuchen wir die unge-
raden, intervallweise stetigen Charakteristiken, welche fiir # — 0 die
folgende asymptotische Gestalt aufweisen

(7.1) g(x) = v+4+c®+0(@*), wo ¢ = const.

Solche Fille kommen in Anwendungen oft vor. Wir werden zeigen,
da8 dann folgendes gilt

(7.2) e =0(a") ftir a-—0.

Das im Paragraphen 4 betrachtete Beispiel (die Gleichung (4.1)) zeigt
uns, daB in der Beziehung (7.2) die Potenz a* dureh keine groBere
ersetzt werden kann.

Nimmt nun die Schwingungsamplitude @ geniigend kleine Werte an,
so sind die Bedingungen (1.1) laut (7.1) sicher erfiilit. Der entsprechende
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Beweis ist dem im Para,graphen 6 angegebenen dhnlich. Jetzt berechnen

wir die GroBen wi, und wj, und bekommen

wiy = 14-fca*+0(a*), = 1+4ica’+0(a*)
fir @ - 0. Wir berechnen weiter, laut (2.2) und (7.1)
r > inf (g(2)/2) = 1—0(a*).
(0, a)

Gemif diesen Formeln erhalten wir aus (3.6) die gewiinschte Beziehung 7.2.
Setzt man fiir g(z) die Form

(7.3) g(@) = ¢ 2+ c38° +¢;5° +0(a")

fiir # — 0 voraus, wobei ¢, > 0, ¢;, ¢3, ¢; — const, so kann man die obigen
Berechnungen etwas genauer ausfilhren. Auf diese Weise liefert un-
sere Absehdtzung (3.6) die Ungleichung

688

(7.4) 256

(c) *10(® fir a-—0.

In praktischen Rechnungen kann uns diese Ungleichung die Anwen-
dungsgrenze der Grundformel (1.3) orientierungsweise anzeigen.

8. GroBe Amplituden. Es wurde in [2], §2, betont, daB im Falle
der Gleichung (4.1) die erste asymptotische Anndherung fiir w, ihren
praktischen Wert sogar fiir ¢ - -+ oo behilt und den endlichen Prozentual-
fehler ergibt, welcher ca. 2,4°/, betrigt. Die bl gleichen und sogar noch
bessere Vorteile liefert dann die Grundformel (1.3). Jetzt seien fiir die
Charakteristik g(z) die folgenden zuséitzlichen Bedingungen vorausgesetzt

y(w) g(z")

(8.1) g(x) ~ sgnz|z|’ fir z - oo und —— - —w,—, fir o< <2,
wo p > 1. Dann gilt
(8.2) limgup ¢ < +oo.

a—>+oo

Wir konnen also sagen, daf die Formel (1.3) im Bezug auf eine ganze
Klasse der Charakteristiken den endlichen Prozentualfehler der Anniherung
fiir @ — +oo ergibt. Die Charakteristik g(z) = @+ &2°, wo es £ > 0 gilt,
geniigt natiirlich den Bedingungen (8.1).

Um die Ungleichung (8.2) zu beweisen, berechnen wir jetzt die
Groflen w,, und wop- Laut der ersten der Voraussetzungen (8.1) finden
wir nach einiger Rechnung die folgenden asymptotischen Formeln

2p+1
. 2

2 (PP
(8.3) w§s~-7B(§+1’§+1)“”“, 0o~ B(p+4, p+1) e
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Hier haben wir durch B das Eulersche Integral der ersten Art bezeichnet.
Gemill der zweiten der Voraussetzungen (8.1) stellt die Funktion g(z)
eine ,,harte” Charakteristik dar. Dann gilt fir die GroBe r, gemi den
fritheren Berechnungen, die Formel r = 2G(a)/a® (siche [4], § 4.6), wo-
raus sich, wieder wegen (8.1),

2 o
(8.4) r~——~a? fir a— 4+
p+1

ergibt. Nun bemerken wir, dall die rechte Seite der Abschitzung (3.6),
laut (8.3) und (8.4) sich einer Konstante nihert, wenn nur ¢ — 4 oco.
Daraus folgt die gewiinschte Ungleichung (8.2).
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MATHEMATISCHES INSTITUT DER POLNISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN

Eingegangen am 5. 11. 1962

A. RYBARSKI (Wrooclaw)

PRZYBLIZONE WYZNACZANIE OZESTOSCI DRGAN UKEADOW
ZACHOWAWOZYCH (2)

STRESZCZENIE

W pracy bada si¢ dobroé przybliZenia wy = wag czestolci w, drgafh o ampli-
tudzie ¢ ukladu zachowaweczego, o nieparzyste), przedzialami ciaglej charakterystyce
sil quasisprezystych ¢(z), ze{—a, +a>, g(a)> 0. Dowiedziono przede wszystkim,
%@ wgg > wy. Dalej, dla charakterystyk postaci ¢(x) = x4 &f (x), dowiedziono asymp-
totycznej zaleinofci: wy—wzg = O(e?), gdy ¢ -0, a — const. Dla charakterystyk
postaci g(x) = x+ex®+0(x8), ¢ — const, dowiedziono zaleinosci wy— wys = O (at),
gdy a — 0. Oszacowania podane w praey zilustrowano przykiadami numeryeznymi.
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A. PBIBAPCHKH (Bpoguas)

NPHBJIWEHHOE OINPEJAEJIEHHE YACTOTEl KOJEBAHHUH
KOHCEPBATHBHBIX CHCTEM (2)

PE3IOME

B paGore wmccmenyercs kadecTBO TPHUOIMGKEHMA wy A 0y HACTOTH wy KoJe-
Ganulf ¢ aMIINTYA0# ¢ KOHCEPBATMBHOM CHCTEMb! ¢ HEUETHOMN, KYCOUHO-HeNpEPHBHOM
XapaxrepucTuxol g(z), ze{—a, +a), gla)> 0, xBasuympyrux cun. IIpemje Beero
ROKA3aHO, UTO wWgag > Wo. SATEM 1A XaPAKTEPUCTHK BMAA ¢ (r) = x4 ¢f(x) moxasama
ACHMOTOTHYECKAR BABMCMMOCTh Wy —Was = O(€%) mMpH ¢ —> 0, a—const. das xapaxre-
pucTHK BUAA ¢ (z) = z+cx3+40(2%), c—const, [oKazaHo cooTHOWEHNE wy—wag= 0 (at)
npu a— 0. Ilpusenennrie B paGoTe OUEGHKM MILTIOCTPMPOBAHL HAa YMCIEHRHX WNpM-
Mepax.

A. RYBARSKI (Wroclaw)

APPROXIMATE DETERMINATION OF VIBRATION FREQUENCY
IN CONSERVATIVE S8YSTEMS (2)

SUMMARY

The author investigates the accuracy of the approximation wy & wyg of the fre-
quency w, of vibrations with amplitude a of a conservative system with an odd,
piecewise continuous, characteristic of quasielastic forces g (z), ze{—a, +a), g(a)> 0.
It is proved that wgs > w,. Then, for characteristics of the form g(z) = z+ &f ()
the author proves the asymptotic relation wy—was = O(e?) as ¢ — 0, @ — const.
For characteristics of the form g(x) = 2+ cz®+ O (x%), ¢ — const, he proves the rela-
tion wy— weg = O(a?) a8 @ — 0. The estimates given in the paper are illustrated by
numerical examples.
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