ZASTOSOWANIA MATEMATYKI
APPLICATIONES MATHEMATICAE
XVII, 2 (1982)

W. NEUNDORF und R. SCHONEFELD (Ilmenau, DDR)

KONVERGENZBESCHLEUNIGUNG
DURCH MODIFIZIERTES PicArRD-VERFAHREN

Einleitung. Die Anwendung sogenannter DRKZ-Verfahren (Diskreter
Raum, Kontinuierliche Zeit) zur Losung von parabolischen partiellen
Differentialgleichungen auf hybriden Rechnersystemen fiihrt zur iterativen
Losung eines gewohnlichen Differentialgleichungssystems. Diese Losung
ist mit, dem Analogteil eines solchen hybriden Rechnersystems relativ
schnell auszufithren. Zur Beschleunigung der Konvergenz kann ein Be-
schleunigungsfaktor eingefiihrt werden, der letztlich zur Einsparung
von Rechenzeit fiihrt. Theoretische Untersuchungen zur Wirkung des
Beschleunigungsfaktors fithren zum modifizierten PICARD-Verfahren (MPYV).
Die Arbeit zeigt neben der Existenz und Eindeutigkeit dieses Verfahrens
die Abhingigkeit der Auswahl des Beschleunigungsfaktors von der kon-
kreten Differentialgleichung.

1. Einfiihrang des Beschleunigungsfaktors. Gesucht sei die Losung
der gewoéhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung

(1) &(t) =f(t,2), >4,

mit der Anfangsbedingung «(f,) = #,. Ein konstruktiver Weg dazu
fihrt iiber die dquivalente Integralgleichung

t
z(l) = xy+ ff(t,w)dt
to

und die Anwendung der sukzesswen Approximation oder auch P1CARD-
Verfahren (PV) genannt ‘

t
(2) " (t) = mo+ [ flv, @™ (2))dz, n=0,1,...,
%o

#® gegeben, zur Bildung einer Folge von Niherungsfunktionen, die
gegen die Losung von (1) konvergiert.
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Das vorgeschlagene Relaxationsverfahren ist dadurch charakterisiert,
daB die Gleichung (2) nur einen Zwischenschritt zur Bildung von z**"(¢)
darstellt und die eigentliche (n -+1)-te Naherungsfunktion sich aus

g (1) = 2M(2) + 0 [a™ V(1) — 2™ (2)],
(3)

¢
2™ () = omy+ (1 — 0)a™ (1) + o ff(‘t,w(")(‘t))dt
ty

ergibt, d.h. der Zuwachs """ (t)— 2" () wird mit dem Faktor o > 0
gewichtet. Die zu (3) entsprechende Differentialgleichung lautet

d7(n+l)(t) — (1—0))(1';(“)(t)+0)f(t, J}(")(t))-

Im Falle eines Differentialgleichungssystem lassen sich die gemach-
ten Uberlegungen ebenso einfach anwenden, weshalb darauf verzichtet
werden soll.

2. Konvergenz des modifizierten PicARD-Verfahrens. Die Gleich-
ung (1) geniige den Bedingungen des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes,
d. h. die Funktion f ist stetig in einem offenen Bereich G der (¢, x)-Ebene
und erfiillt dort die Lipschitzbedingung

f@, 2)—f@t, 9)| < Klz—yl.

In den Lehrbiichern zur Theorie der Differentialgleichung (Pontrja-
gin, Petrowski, Kamke, Kneschke, Smirnow) wird bewiesen, daf die
sukzessive Approximation (2) in einem gewissen Intervall I = [¢,, t,+ k],
der Einfachheit halber nehmen wir nur k > 0, gleichmiBig gegen die
gesuchte Losung konvergiert.

Falls |f(¢, #)| < M im Rechteck R{t,<t<t, |xt—x,] <N} c G ist,
so geniigt zu fordern, daf

h/min{t ) al
= Yy

ist. Es gelten dann die Abschitzungen

Bt Kh)*
_ (P

(n) _ (n+1) _ mn) <MK"—-—— A
o (1) = V() —a™ (1) D] RS

(4)
V(1) = lo(t) — 2™ ()| < B.

Wendet man zum Nachweis der Existenz und Eindeutigkeit der
Losung der Differentialgleichung von vornherein das Prinzip der kon-
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trahierenden Abbildung (Banachscher Fixpunktsatz) fiir den Operator

t
[42](t) = @+ [ f(z, o(7))dx
%

an, so liBt sich dieses einfachere Herangehen nur mit einer weiteren For-
derung beziiglich der GréBe h erreichen, nimlich < 6/K, 0 < 6 < 1.
Die Ungleichung

llw(n+1)_a;(n)|| — ||Aw(")—Aw("‘1)|| < Gllw(n)—m("”l)ll
mit
el = max |z (?)]
xel

garantiert sowohl die Existenz als auch die Eindeutigkeit der Loésung
und liefert die Fehlerabschitzungen

No®

(n) (n) -
& (1), 67 (t) < TEENN

Wie sich der Relaxationsfaktor « auf die Konvergenz auswirkdt,
Soll nun untersucht werden. Mit dem MPV (3)

t
(1) = [A,a™](F) = b+ (1— 0)a(t) -+ w ff(r, o) (7)) dx
to

wird die Folge der Funktionen a{ = z,, ., 43, ... ermittelt. Wihlt
Man entsprechend %, so 148t sich auch hier zeigen, dafl die Funktionen
@ der Cauchybedingung

lim g™ —a™] = 0

n—>oo

bzw.

00
o) — g <y, mit Yy, < oo

n=0

geniigen und somit im Intervall I gegen eine eindeutig definierte stetige
Funktion z(t) = x,(t), die Losung von (1) ist, konvergieren.

Die Bedingungen fiir » ergeben sich aus folgenden Betrachtungen.
ES sei y(t) eine beliebige Funktion in R, d. h. [ly — x| < N, und

¢
(1) = [4.9](t) = oz +(1—w)y@)+o [ flz,y(v)dr.
ts
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Dann gilt

¢
y*— 3 = (L—0)(y—a0) +o [ f(z,y(z))dr,
to

t
[y* — @l < L—o|ly—ao + o [|f(z; y(7))|dr
“ty

< [1—w|N+oME—t,).
Die Ungleichung |y*—z,| < N ist erfiillt, wenn
(1—w)Nsign(l—o)+oMh< N,

und somit, wenn

N
h <
2-o0 N s o>1
o M w .

Fiir die Differenz zweier aufeinanderfolgender Iterierter
5(:)“) = lmgw.l)(t)_‘vgl)(t)l’ n = 0,1,...,
ergeben sich die Abschitzungen

) < oM(t—1t)) < woMh,

8 (1) < wM(t—to)( - t;to)

und allgemein

t
() 8= | 0ze+(1—w)aP+o [ flz, o) dr—
o .
—wwo—'(l—w)mg"l)—wff(r,.’v(‘f,‘“l)(r))dr

¢
< 1— 0] 89 (8) + oK f 5V (7) dr

n

1=0

o S e 5

(@ +1)'

=0
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Wegen (¢+1)!>2¢ ¢ =0,1,..., gilt
= [n . (wKh) ( wKH\"
6 . _ n—1 < _
(6) E (z) 11— o] GrD)l 1—o|+ 3 )

und so folgt lim 6| = 0, wenn

n—»oo

=0

KH
11— o|+ %—<k< 1.

Das fordert jedoch eine zusatzliche Bedingung fiir die GroBe h, ndmlich

Eg— fir o<1
.K ’
(7) h < 0<6<1.
2—co__9_ fir w>1
o K !

Zum Nachweis der Eindeutigkeit der Losung benutzt man die Kontrak-
tionsbedingung fiir den Operator A,

t
Ao—4,y = (1—)@—y)+o [ [f(r,s()—f(z, y()] v,
to

(8)
”wa—Aw?/” < (il_ C()I + th’) ”w— y”7

die zuerst nur die , Eindeutigkeit im Kleinen” (eine schirfere Bedingung
fiir 7 als in (7)) liefert. Diese ist jedoch auf das groBere Intervall aus-
dehnbar.

Grundsatzlich ist fiir die Lange des Integrationsintervalls zu fordern,
daf

N 26
(9) h<min{t1—to,c —}_, 0<bi<1,

u K
mte =1firwo<< 1 und ¢ = (2 —ow)/o fir o > 1.

Die zusitzliche Bedingung (7) beim MPYV lieBe sich jedoch noch
abschwichen, wire eine genauere Abschiatzung als (6) moglich. Die dort
vorhandene Reserve fiihrt ja schlieBlich dazu, da8 (7) beim PV entfillt.

Notieren wir an dieser Stelle noch die Fehlerabschitzung

(wKh)* <
(z+1)!

H

10) &) = lo(t) —alP ()] < Mh Y] (f’) 1— o
=0

insbesondere &9 (f) < M (t—1,) < Mh (&2 ist natiirlich unabhingig von o).
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Wiirde man auch beim MPV von vornherein das Kontraktionsprinzip
anwenden, so wire wegen (8)

0
l1—ow|+oKh<k<]1, hgcf,0< 6<1,
zu fordern, und man erhielte nach (5) und

t
£V < 1— ol )+ oK f 2D (¢)dr
to
die Konvergenz der Folgen 6% und &” gegen Null gemis

e < Tllels ™, 16571 < B Yol

w

Unter Voraussetzung (9) wurde somit dic Konvergenz des modifi-
zierten PICARD-Verfahrens nachgewiesen.

Bemerkungen. 1. Fir w>2 ist 4, kein Kontraktionsoperator.

2. Fiir o > 1 ist die sich aus (9) ergebende Linge h des Integrations-
intervalls I im allgemeinen kleiner als fir o < 1.

3. Das MPV konvergiert im Vergleich mit dem PV im allgemeinen
bei kleinerem h, sowohl fiir v < 1 als auch fir o > 1.

Spielt die Forderung & < 6/K keine Rolle, so haben beide Verfahren
fiir w <1 den gleichen Konvergenzbereich.

4. Fir gleiches zuléssiges h fiir das PV bzw. MPV ecrlauben die Fehler-
abschitzungen (4) und (10) keinen Riickschluf auf ihre Konvergenz-
geschwindigkeit.

Eine Konvergenzbeschleunigung durch den Relaxationsfaktor o
war bisher noch nicht sichtbar. Um diese zu erhalten, sind weitere Voraus-
setzungen, jedoch ohne wesentliche Einschrinkung der Allgemeinheit,
ntotwendig. Sie beziehen sich auf die Funktion f(f, x) bzw. das Integral

Jf(z, ®(r))dr und konnen in konkreten Beispielen im allgemeinen iiber-
ty

prift werden. Dadurch kann man in den Abschitzungen (4) und (10)
fir den Fehler £™(f) auf die Betragszeichen verzichten, durch deren
Auftreten normalerweise jegliche Vorzeichen auller acht gelassen werden,
obwohl doch gerade beim MPV im Term (1— w)a”(f) das Vorzeichen
cinc wesentliche Rolle spielt.

Nehmen wir an, es sei

(11) @) = @y, 43,25, ... < @,
t

(12) [flr,y(@)dr =0, tel,
to

(13) [z, 9(x)) = f(z, 2(x))] d= > 0,
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Y(t), 2(t) beliebige Funktionen mit y(t) > 2(f), ¢ € I (andere Fille lassen
sich dhnlich behandeln). Dann ist

¢

g—a) = (1—o)(@—w)+o [[flz,2(x)—f(r,z)|de
to

h
~ (1—w)Mh+ oKM —

h
~ MhA, A=1—w+wK§,

und es lassen sich folgende Fille unterscheiden:
1. Fir b = 0, o beliebig, ist natiirlich der Fehler z — " = 0.
2. Fir w<1 ist 4 > Kh/2 wegen Kh < 2.
Fiir gleiches h ist das Unterrelaxationsverfahren ungenauer als das PV.
3. Fir w > 1 gelten

A>0 fir o< wy,=2/(2—Kh),
A == O fllI‘ W = wo,
4 <0 fir o> w,.

Solange A4 > 0 ist, gilt Kh/2 > A, d.h. der Fehler x—z\) des PV
Ist also groBer als der positive Fehler des MPV.

Der Nulldurchgang des Fehlers & liegt bei w, = 2/(2— Kh). Fir
grofleres w wird er dann negativ (negatives Tal). Es ist giinstig, hier
noch zwei Grofen zu bestimmen:

1. Der Bereich, wo der negative Fehler betragsmifig gleich dem
Fehler fir o = 1 ist:
Kh
2

Kh

2+ Kh
=—A=w(l———)——1, Wy = T

2—Kh'

2

2. Die Linie der (negativen) Talsohle. Dieses negative Minimum muf}
beziiglich h gesucht werden, denn der Ausdruck A ist mit wachsen-
dem & monoton fallend, aber fiir festes w haben wir bei k = O und kb = h,
= 2(w—1)/(wK) zwei Nulldurchginge des Fehlers:

2

h..
0 =%(Mh—th+wMK-?) = M(1— o+ oKh),

-1 1
® bzw.

hnin = —32 Pmin = 7

Es gilt offensichtlich w, < o, < oy;,. Natiirlich gelten alle diese
Beziehungen nur niherungsweise fiir kleines zuldssiges h. Zur besseren
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Anschauung sind die Hohenlinien des Fehlers #—a') in Abhingigkeit
von h und o in Abb. 1 angegeben.

til

Abb. 1. Hohenlinien |x—a{)| = &

Um fiir v >1 den Bereich und darin wiederum das grﬁﬁtmﬁgliéhe
Rechteck

B = [ty, t,+AV]Ix [1, ®V]

zu bestimmen, in dem der absolute Fehler &’ < e ist, e > 0 gegeben,
braucht man erstens die Beziehung

h? - 2
MK—;— =¢ bzw. h<hY =I/MT:K

und zweitens die negative Hohenlinie im Tal, deren Scheitelpunkt P auf
der Talsohlenlinie w,;, noch in diesen e-Bereich fillt, d. h.

Kh_ w—1
Mhmjn[w(l—— _2_;_11111) _1] =&, hmin = (DK ?

woraus eine quadratische Gleichung fiir o folgt:

2Ke
M
Die Parabel p = (w—1)* hat mit der durch den Nullpunkt verlaufen-

den Geraden g = 2Kew/M zwei Schnittpunkte fir o <1 bzw. o > 1.
Der groBere von beiden ist das gesuchte @'". Es ist

(0—1)* =

w.

Ke Ke\2 2Ke
R P Ml il )
@ 1+ i —I—]/(l—l— ) 1>1+ i

M

Als moglicher Faktor « bietet sich im ersten Iterationsschritt

K
(14) o® =1 +T€ < W
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an. Fir o € (1, ®") kann man, wie auch aus Abb. 1 zu sehen ist, das

Integrationsintervall I geringfiigig vergroBern, ohne die Fehlerschranke
¢ zu iberschreiten. Diesen Umstand kann man auch bei weiteren Itera-

tionen bemerken.
Ahnliche Ergebnisse erhdlt man auch im zweiten Iterationsschritt.

Es ist
t
2—a? = (1—o)@z—a)+o [[f(r,2(x)—f(r, P (7)) dv
to

, (KR
3!

Kh
~ Mhd, A =(1—w)2+2(1—w)w—a— + o

Es gilt:
1. Fiir & = 0, o beliebig, ist natiirlich der Fehler 2 —z® = 0.

2. Fir o <1 ist A > (Kh)*/3\.
Das TUnterrelaxationsverfahren ist ungenauer als bei gleichem h.

3. Fir o > 1 gelten

A>0 fir o < wy oder o > wy,,
A =0 fﬁl‘ w=w01 Odel‘ w=w02’

A<0 fir o> wy, und o < wg,.

Die Gleichung A4 = 0 ergibt die Nullfehlerlinien

_ 6—Eh(3+V3) _ 6—Kh(3—V3)
o =S 6Kkt (KR T 6—6Kh- (Kh)

Daraus erfolgt wiederum die Unterteilung der (w, h)-Ebene in positive
und negative Fehlerbereiche. Zwischen den Kurven w, und w,, ist der
Fehler negativ und sonst positiv. Die Gleichungen der Talsohlen- und

Kammlinie ergeben sich aus

-1 —1\2

0 = - (Mna) = (KnP—12 Kh+2(“’ )

dh w w
und sind

w—1 — 2—1/5
huin, = g @V DAV o = e

w—1 — 2+l/§
hmax = -—E (2—-1/2) bZW. Wmax = m-
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Die Hohenlinien sind in Abb. 2 dargestellt. Es gilt wg, < opn < 0oz
< Wpax- Auch hier 1aft sich, analog zum ersten Iterationsschritt fiir
w >=1, der Bereich und dann das Rechteck

B = [ty, ty+ 291 x [1, @®]
bestimmen, in dem % < ¢ ist. Die Rechteckseiten ergeben sich aus
3
(Kh)2 =(2) l/ 6¢
Mh 31 =¢ bzw. k7 = UK

und den Koordinaten der Scheitelpunkte P, und P, (siehe Abb. 2) aus den
Gleichungen

1 _
MhA =&, |hoy = “;—K 2+V2).

Daraus leitet sich ein giinstiges «® ab.

Abb. 2. Hohenlinien |z —a®| = ¢

In den weiteren Iterationsschritten ist festzustellen, daB sich die
Anzahl der Nulldurchginge des Fehlers x —«{” mit jedem Schritt um
cins erhoht und abwechselnd ein negativer oder positiver Bereich hinzu-
kommt.

Folgendes 140t sich erkennen:

1. AP L ...

2. Die bei o >1 auftretende Intervallverkiirzung (2 —o)/w i
h spielt fiir Werte w nahe 1 keine praktische Rolle. Unter obigen Voraus-
setzungen kann das Integrationsintervall sogar etwas grofler als I
sein, ohne dabei den Fehler ¢ zu iiberschreiten.

3. Die Scheitel P der Extremallinien wp;, bzw. w,,. stellen eine
duBlere Begrenzung eines gewissen geometrisch darstellbaren Bereichs
dar, wo |x—a™| < ¢ ist. Dieser hat die Gestalt eines Ellipsenausschnitt
E® und vergroBert sich mit wachsendem #, d.h. die Scheitel entfernel
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sich vom Punkt (¢, w) = (5, 1) (Abb. 3). Der groBtmogliche e-Bereich
E™ enthilt natiirlich E™, R™ und insbesondere eine Umgebung der
Nulifehlerlinien.

Abb. 3. VergroBerung des Genauigkeitsbercichs B < E*tD . n = 1,2, 3,4

4. Die Bestimmung eines optimalen Faktors o fiir alle Iterationen
bzw. eine Folge von ™ ist formelmiBig schwierig und hingt stets vom
konkreten Beispiel ab. Unter den Voraussetzungen (11) und (12) crgibt
€r sich aus dem Vergleich der Ausdriicke

n

R n—1i n—t (Kh’)l ﬂ
Z(z‘)(“’_l) (A oy MR

1=0

GemiB Gleichung (14) bietet sich, ohne den Aufwand zu iibertreiben,
der Wert w = 1+ Ke /M an. Dieser ist insofern auch sinnvoll, da der
Fehler ¢ bei einer hybriden Implementierung des MPV wegen der begrenz-
ten Analogrechnergenauigkeit sowieso nicht zu klein sein darf. Welche
Genauigkeitsverbesserung bzw. Einsparung an Iterationen bei giinstigem
© erreicht wird, hingt doch wesentlich von der gegebenen Differen-
tialgleichung ab. .

5. Fiir o = 1 nimmt der Fehler ¢V mit wachsendem % stindig zu,
Wahrend er fiir w > 1 durch sein Schwingungsverhalten in einem gewis-
Sen Intervall [t,,t,+ h,] nicht anwachst.

Nimmt man anstatt der Voraussetzungen (11)-(13) die folgenden

70 = zy, 2, 22, ... <L =,
¢
ff(r,y(r))drgO, tel,
&

9 — Zastos. Mat. 17.2
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t
(15) f[f(r, y(v))—f(r, 2(0))]dr <0 fiir y(t) < 2(t),tel,
%

so erhdlt man eine Konvergenzbeschleunigung ebenfalls fir o > 1.

Von entscheidender Bedeutung ist also wegen (13) und (15) das Ver-
halten der partiellen Ableitung of/dx. Fiir die bisher betrachteten Fille
war Of[cx > 0 im [t,, t,].

Ist of[ox < 0, tritt eine Konvergenzbeschleunigung fir o <1 auf,
wihrend hier fiir w > 1 der Fehler stindig wichst.

Ist ofjox = 0, d. h. f(t, y) = f(t), dann erhilt man das beste Konver-
genzverhalten fir w = 1, denn es ist

t
a(l) = xo+ [ f(v)dr,
to
und wenn o = 1+ 4, |d| klein, gilt
t
(1) = @+ [1+0(6"] [ f(7)dxz,
to

was fir 6 = 0 stets die beste Ndherungsfunktion ergibt.
Fehlen jegliche Informationen iiber die Differentialgleichung, so
rechne man mit mehreren Werten « zwischen .5 und 1.5.

3. Beispiel. Fiir die gewohnliche Differentialgleichung
z(t) = ax, te[ty, 1],
% (1) = %o,

mit z, und a beliebig reell, kann die Wirkung des Relaxationsfaktors
anschaulich demonstriert werden. Das betrifft sowohl die hybride Imple-
mentierung als auch die digitale Simulation des Verfahrens, die hier ange-
wandt wurde.

Die ersten Iterationsfunktionen lassen sich aus Gleichung (3) mit
¥ = gz, leicht ermitteln. Fiir n = 1,2, ... gelten

n .
(t—1,)
wgn)(t) = -’1702 at ( o )

¢!

=0

a (t—1,)°
“— 1.
W = o =1,

" = (1l—w)d*V4+a™,i=1,2,...,n-1,
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und die genaue Losung ist
x(t) = woexp{a(t—1i,)}.

Betrachten wir die Naherungsfunktion 2® (¢) zur Auswahl des Faktors
® =1+, 6 € R und klein. Sie hat die Gestalt

i

2
Y A
w‘fla(t) = mo(Z “'F +R1+a)’
i=0 -
2

h
Ry,s = —a2ah+6(2+6)a2?, h = t—1,.

Ist of/ox = a > 0, dann

1. R,,, < 0 fiir 6 < 0 und z{¥), ist eine schlechtere Niherungslésung
als 2{?.

2. Ry, ;> 0 fiir 6 > 0 und z{?), ist besser als 2. Fiir groBeres § wird
dann R,,, < 0.

Fir a < 0 ergibt sich bei 6 < 0 ein besseres Konvergenzverhalten.
Zur Bestimmung von h. Es ist erstens

o
or

K =

und bei gegebenem Rechteck R{t, <t <1, |[v—x, < N} folgt |o| < |@o] 4+
+ N sowie

If (¢, @) = la| || < la| (N + |2,l) = M.

Somit ist

)
h < ming?, —1 .
{ P el (1wl [N)
Fiir o > 1 ist noch der Verkleinerungsfaktor (2 — w)/w zu beriicksich-
tigen. Wegen
N 1 1

1
— = L — = — bei z 0
T et jal K O HF

ist die Konvergenz des MPV gesichert.

Numerische Berechnungen wurden fiir verschiedene Parameter
@ N, ¢ durchgefiihrt. Daraus ergaben sich die zulissigen Bereiche fiir
h und o, die aber praktisch iiberschritten wurden durften.

In den Abb. 4 und 5 ist der Verlauf der Fehlerhohenlinie fiir die
ersten drei Iterationsfunktionen unter Zugrundelegung folgender Werte
dargestellt: t, = 0,%, = 2, %, = 1 und
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Abb. ‘ a N M K h< we ‘s=z—w(")
4 2 9 20 2 .45 [0,3] 2
5 —2 1 4 2 .25 [0,2] 2

In Tabelle 1 ist fiir den Fall a = 2 ein Genauigkeitsvergleich zwi-
schen den Niherungsfunktionen ™ (f) des MPV (0w = 1.3) bzw. des PV
und der genauen Losung x(t) fiir mehrere ¢ angefiihrt.

¢4 |
I
| .
i/
6L fi/
- /,’ l
2t 2 I
i
0 1

Abb. 4. Hohenlinien {w—wf,’,’)l =.2,7n=1,2,3,a= 2

Abb. 5. Hohenlinien [z—a{™| = .2, n =1,2,3,a = —2

Wihrend beim PV sich alle Funktionen z{® gleichmiBig von einer
Seite an die Losung z annihern, schwingen die Funktionen 2™, o > 1,
um z mit immer geringerer Abweichung.

Aus der Tabelle 2 ist auch eine Einsparung von Iterationen bei o > 1
zur Erreichung der gleichen Genauigkeit wie bei o = 1 fiir #{® sicht-
bar, d. h.

¢ = max|z—aP| ~ max|jg—a™ mit n <5, 0 >1.
te[0,h] te[0,h]
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PRZYSPIESZANIE ZBIEZNOSCI
ZA POMOCA ZMODYFIKOWANE]J METODY PICARDA

P1cARD-Verfahren 349
TABELLE 1
\
O P e ) e o o ) e pe O )
:3;10‘1 —.39,0—1/.14,0—2| .56,,—2|.69,0—4 | —.45,0—3|.18,0—5 | —.11;0—3[.92,0—7| .75;0—4
g0 T[T 283— 111212 | — 745, — 2012, —2| 3539 —2.91;—4 | —.91;)—3/.60;0—5| .16,0—3
i3 42,0 1142, ~11—.23,0—1(.61,0—2| .51;0—20.72,0—3 | —.17,,—3[.TL;y—4 | —.24,,—3
7 .19 11 —.43,0—1/.20,0—1| .14;0—3/.21,0—2| .22,,—2[.41;,—3| —.7T1;p—3
s 42 .22 —.3750—1].52,y— 1| —.13,0—1/.99, —2| .46,,—2|.16,;—2| —.53,,—3
4 3.8 2.4 1.2 1.1 54,0 —11.39 —.56,,—10.12 56,0—3
50 48 42 36 31 21 20 2.8 12 1.4
TABELLE 2
P I x(m)
Tlyy—4 3 o)
.16,,—2 .5 (%)
.30;0—1 .8 %)
12 1 z?)

Die Werte 2" sind in der Nihe des zulissigen » um eine Dezimalstelle

STRESZCZENIE

Wprowadzenie czynnika przyspieszajacego pozwala na modyfikacje znanej
Metody Picarda. W pracy podano warunki istnienia i jednoznacznoéei rozwiazania
1 POka.za.no, jak wybér czynnika przyspieszajacego zalezy od postaci danego réwnania
T0iniczkowego. Dzialanie metody zilustrowano przykladem.



