J. LﬁKASZEWICZ i H STEINHAUS (Wroclaw)

O WYZNACZANIU SRODKA MIEDZI
SIECI TELEFONICZNEJ

- Srodkiem miedzi sieci telefonicznej nazywaja teletechnicy punkt,
w ktérym umieszczona centrala telefoniczna wymaga najmniej
miedzianego kabla na polaczenia z szafkami zbierajgcymi przewody
od poszczegbélnych aparatéow. .

Zagadnienie to oméwil ostatnio H. Dietrich [1]. Pra;c@ SWg
zakoniezyl stowami , Do tej pory nie udalo sie jednak znalezé ani
matematycznej ani graficznej metody pozwalajacej na latwe wyzna-
czenie §rodka naciggu sieci‘‘. Na to wyzwanie cheemy odpowiedzieéd
W niniejszej pracy. : :

- Przy planowaniu sieci telefonicznej nowego lub powieksza-
nego miasta znamy- dostatecznie dokladnie rozklad przyszltych abo-
nentéw i rozmieszezenie szafek ulicz- \ P
nych wraz z grubodeias kabla (za- of
lezng od ilodei zyl i ich grubosei), o2
ktorym kazda szafke trzeba pola-
czyé z centralg. Majac te informacje o
checemy wyznaczyé frodek miedzi
czyli punkt najlepszego usytuowa- o
nia centrali. Bedziemy dalej zakla-

AD

dali, ze kable lgczace szafki z cen- o i
trala przebiegajag wzdluz linii pros- °
tyeh, co w praktyce bedzie spelmio- ,

ne tylko w przyblizeniu z uwagi na Rys. 1

istniejgce zabudowania i inne prze- _
szkody. Niech na planie miasta punkty P,,P,,...,P, oznaczaja po-
tozenie szafek (rys.1) i niech liczby dodatnie ¢,,e,,...,¢, beda pro-
porcjonalne do kosztéw jednostki dtugosci kabli majacych polaczyé
odpowiednie szafki z centrala. Punkt @ b@dzm szuka,nym $rodkiem
miedzi, jezeli spelmiony bedzie warunek

5*
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n

(1) - 9(Q)= Deyy=nmin,
=]
gdzie r; oznacza dlugodé odecinka QP;, tj. diugodé kabla lgczgcego
centrale Q z szafks P;. Funkcja @(Q) jest ciagla i nieujemna oraz
dazy do nieskoriczonosci, gdy punkt @ oddalamy do nieskorczo-
nofci; istnieje wige punkt @ spel-

~ niajacy warunek (1). Punkt ten
s 2% || moina wyznaczyé postugujac sie
| P prosta analogia dynamiczng:
: ‘ Jezeli plan miasta nakleimy na
=~ . poziomej desce (rys.2), w punktach
P, przewiercimy otwory i na nitkach
[P G przewleczonych przez te otwory za-

wiesimy pod deska ciezary propor-

Rys. 2 cjonalne do ¢;, to wezel, ktorym

zwigzemy nad deska konce wszy-

stkich nitek, puszezony swobodnie wskaze nam $rodek miedzi, tj.
punkt @ spelniajgcy warunek (1).

Istotnie, opisany uklad jest w réwnowadze, gdy srodek ociez-
kosei ciezaréw zawieszonych pod deska osiaga minimum wysokosei.
Jezeli dtugosé kazdej nitki (liczona od wezla do drodka ciezkoéci
zawieszonego na niej cigzaru) jest I, to eciezar ¢; zwisa pod desks
na dlugo$é L;=1—r;, a wysokos§é srodka cigzkosei ukladu (liczona
od goérnej powierzchni deski, na osi pionowej skierowanej do gory)

jest
e ey _ 2el—ry) _ D6 _3
26 26 2

i osigga minimum, gdy wezel znajduje si¢ w punkecie @ spetniaja-
cym warunek (1). W szczegdlnosei moze si@ zdarzyé, ze wezel za-
trzyma sie nad jednym z otworéw lub zostanie weiggniety do niego,
co odpowiada faktowi, ze §rodek miedzi pokrywa si¢ z polozeniem
szafki odpowiadajacej temu otworowi. B

Metode wyznaczania $rodka miedzi za pomocg analogii dyna-
micznej mozna uprogcié uzywajac pionowej deski, do ktorej w punk-
tach P; (zamiast otworéw) whbijamy gwozdzie i przez nie przewie-
szamy nitki. Przez uzycie mocnych nitek i dostatecznie duzych
obciazenn mozna zredukowaé wplyw tarcia i uzsyskaé dokladnosé
potrzebng dla praktyki.
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Opisana analogia dynamiczna pozwala sformutowaé wazng
wlasnoéé srodka miedzi:

Jezeli $rodek miedzi @ nie pokrywa sie z Zadnym z punkiow P;,
w kidrych sq umieszczone szafki, to centralny uklad n sit

= 6 2 .
Wi(@)=—-QF: ) (i=1,2,...,n)
4
->
umieszczonych w punktach P;, skierowanych jak wektory QP; ¢ o dbu-
gosciach ¢;, jest w réownowadze. Jedeli natomiast $rodek miedzi Q po-
krywa sie z jednym z punkidw P, np. z punktem P,, to wypadkowa

ukltadu n—1 centralnych wektoréw

__) ¢ . > .
(Q)_TQP=—_—P,1P,; (¢+=1,2,...,mn—1)
ma dtugosé mie wigkszq nis c,.

7 powyzszej wlasnodei wynika, ze §rodek miedzi ¢ nie zmieni
sig, jezeli poszczegélne szafki przesuniemy dowolnie wzdluz pol-
prostych QP,co. Dyskwalifikuje to zalecana przez niektorych tele-
technikéw 2) metode umieszczania centrali w latwym do wyznacze-
nia frodku ciezkodei punktéw P; z masami ¢;, bo przesuwajge punkty
P; wzdluz polprostych QP;oo mozemy dowolnie przemiesci¢ srodek
cigzkodei nie zmieniajge $rodka miedzi.

W opisanej analogii dynamicznej wyrazenie

> C;
=2 W% —_—Z —_—
i=1 i=1 7

jest sita dzialajaca na wezel umieszezony w punkcie @, a funkeja

@(Q)—'—_g 674y

ktorej minimum szukamy, jest z dokladnosciag do znaku réwna
potencjatowi danego pola sil. Obierajagc dowolny prostokatny ukiad
wspéirzednych (x,y) mamy

) Litery ze strzalkami oznaczaja wektory; oznaczamy je takze [a,b],
gdzie a jest skladowa wz-owa, b za§ y-owa wektora [,].

?) Por. np. [2].
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D(Q)=D(@,y)=), o,

—> —> C n Gi>
W@)=W (= 7?!)“‘*l§ (®; ) ;T(%‘—y)]z

y S e 90
= [; C; GOS%W_ZI c; Sln(piJ:[__ o __],

-
gdzie @; jest katem, jaki tworzy wektor QP; z dodatnim kierunkiem

osi w, a (@;,y;) sa wspolrzednymi punktu P; w obranym ukladzie.

Dla Q=P; (i=1,2,...,n) ;=0 1 wyrazenie V_l;(Q) nie istnieje, gdyz
nie istnieja w tym punkcie pochodne czgstkowe dP[dx, 0D[0y; jed-
nakze istnieja wszedzie pochodne jednostronne réwne odpowiednim
jednostronnym granicom pochodnych i to nam wystarczy do dal-
szych rozumowan.

Ustalmy teraz wspélrzedng y=y, punktu @ i przesuwajmy go
réwnolegle do osi 2.

Jezeli punkty P; nie leza wszystkie na prostej y=y,, to po-
chodna czastkowa

b (x ayo)
ox

jest funkeja §cisle rosngea odciétej w.

n
Z ¢; CoS @

Istotnie, dla punktéw P; o rzednych y;>v, kat @; zawiera
sie¢ w przedziale 0°<<g;<<180° i rosnie ze wzrostem odeigtej punktu @,
a cosgp; jest w tym przedziale funkejg malejaca; dla punktéw P;
o rzednych y,<<y, kat ¢, zawiera si¢ w przedziale 180°< ¢;<<360°
i maleje ze wzrostem odcietej punktu @, a cose; jest w tym prze-
dziale funkejg rosngea; i wreszcie dla punktéow P; o rzednych
y,=1Y, cosgp;=1 dla z<x; i cosp;=—1 dla z>ux;.

Monotoniczno$é pochodnej czastkowej P (x,y,)/0r oznacra wy-
puklo§é przekroju powierzchni z=®(x,y) plaszczyzng y=y,. Po-
niewaz uklad wspélrzednych obrany byl dowolnie, wiec jezeli punkty
P; nie lezig wszystkie na jednej prostej, to kazdy przekroj tej po-
wierzchni plaszezyzng pionowa jest krzywa wypukly, a wiec powierz-
chnia z=®(x,y) jest wypukia.

UdowodniliSmy nastepujace twierdzenie:
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Jezeli punkty P, nie lesa wszystkie na lmm prostej, to 2= O (x,y)
jest powierzchnia wypukly ku dotow.

7 twierdzenia tego wynikaja wazne wnioski praktyczne.

L. Jezeli punkty P, nie leza wszystkie na jednej prostej, to
istnieje doktadnie jeden frodek miedzi, tj. dokladnie jeden punkt,
w ktéorym funkecja @(x,y) osigga minimum. W przypadku gdy
wszystkie punkty P; lezg na linii prostej, istnieje dokladnie jeden
srodek miedzi, lub tez srodki miedzi wypelniaja domkniety odeinek.
Np. dla dwéch punktéw P, i P, o réwnych wagach ¢;=c, srodkiem
miedzi jest kazdy punkt domknietego odcinka P,P,. Pomijamy tu
szczegOlowa dyskusje tego przypadku nie majacego znaczenia prak-
tycznego. ' ,

II. Linie ekwipotencjalne o réwnaniach

@ (x,y)= const
sa wypukle.
Wynika stad nowa metoda wyznaczania srodka miedzi. Jezeli
w punkcie Q@#P; (¢=1,2,...,%) narysujemy prostag [(@) przecho-

_._>
dzacg przez punkt ¢ i prostopadly do sity W(Q), to frodek miedzi
bfzdme lezal w polplaszwyzme WYyznaczonej przez prosty Z(Q) i wek-

tor W(Q). Istotnie, prosta I(Q) jako prostopadia do sily W(Q) jest
styezna do_linii ekwipotencjalnej. Poniewaz linia ekwipotencjalna
jest wypukla, wigc cale jej wnetrze wraz z minimum funkeji
@ (x,y) znajduje sie po ‘tej stronie stycznej 1(Q), ktorg wskazuje

sita T?(Q). Jezeli Q =P, to powyz%za. wlasnog§é pozostanie praw-
dznm gdy W wyrazenit W(Pk) pominiemy pozbawiony wtedy
sensu wyraz Wk(Pk), z tym jednak zastrzezeniem, ze §rodek miedzi
pokrywa sie z punktem P, jezeli [%(Pk)i < ¢

Badajac w opisany sposdb wypadkows .I_I;(Q) mozemy Coraz
bardziej ograniczaé obszar, w ktérym $rodek miedzi musi sie znaj-
dowaé. Jezeli przez kilkakrotne badanie wypadkowe] uzyskali§my
juz wielokgt, wewnatrz ktorego musi si¢ znajdowaé srodek miedazi,
a nie mamy zadnych innych informacji o jego polozeniu, najlepiej
jest obra¢ za nastepny punkt, w ktéorym zbadamy wypadkows,
srodek eciezkosci ograniczonego obszaru. Z teorii figur wypuklych
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wiadomo, ze kazda prosta przechodzaca przez §rodek eciezkosei
figury wypuklej w przyblizeniu polowi te figure, to jest dzieli ja na
czesSci w stosunku nie gorszym niz 4:53). Takie postepowanie gwa-
rantuje nam, ze za kazdym krokiem zmniejszymy pole obszaru
ograniczajgcego frodek miedzi co najmniej o 4/9 jego wielkosoi.
Na rysunku 3 pokazano przyklad zastosowania tej metody.
Na plaszezyznie rozmieszezono 38 szafek P; i przyporzadkowano
im wagi ¢; napisane obok kazdego punktu. Skladowe wypadko-

— ‘
wych W(Q) obliczano korzystajac z wzoru

- B B o
W(Q)= [2— (2;— ), Z’r_ (yi—?/)]r

i=1 T} i=1 T3

przy czym bezposrednio z rysunku za pomocg skali odwrotnodei
odezytano wielkodci 1/r;. Na boku rysunku 3 narysowano uzytg

do tego skale. Przez zbadanie wypadkowej V_{;(Q) w punktach @,(0,0),
Q.(—5,10), Q.(3,7) uzyskano trzy proste Iy, l,, I; tworzace tréjkat
ABC, wewnatrz ktérego znajduje sie srodek miedzi. Nastepnie
zbadano §rodek ciezkodei tego
trojkata punkt Q.(—4,4), uzy-
skujac czworobok ADEC i srodek
ciezkosei tego czworoboku punkt
Q;(—1,6) uzyskujac nowy czwo-
robok CFGE.
Srodek miedzi znajduje sig
Rys. 4 wiec wewnatrz czworoboku CFGE.
Korzystajac z faktu, ze wypukla
ku dolowi powierzchnia 2=®(x,y) jest ograniczona od dolu plasz-
czyzng styczng (rys. 4) mozemy oszacowaé¢ wartosé &,
Np. w punkecie @;(—1,6) mamy

.._) .
[W(Q5)|= 4,9, D(Qs) = 4940;
poniewaz zas§ plaszezyzna styczna w punkcie €, ma najwiekszy
..._) .
spadek w kierunku sity W (@) i szerokosé¢ czworoboku CFGE w kie-

_ -
runku W(Q,) jest s=6,5, wigc

%} Patrz [3].
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B(Qe)— 51 W (Q3)] < P < D(Qs)

i po podstawieniu wartodei liczbowych
4908 <P, < 4940.

W ten sposéb mozemy oszacowaé blad popelniony przez przyjecie
dowolnego punktu @ zamiast dokladnego Srodka miedzi. Jest to
wazne z praktycznego punktu widzenia, gdyz przy wyborze miejseca
na budowe centrali musimy sie takze kierowaé innymi wzgledami
technicznymi. W otoczeniu minimum funkeja @(x,y) zmienia sie
nieznacznie, wigc ze stosunkowo nieznacznym zwigkszeniem kosz-
t6w kabli mozemy dowolnie ustawié centrale w pewnym otoczeniu
dokladnego §rodka miedzi. W naszym przykladzie punkt Q, realizuje
minimum dlugodci sieci z bledem wzglednym nie przekraczajg-
cym 0,7%/,.

Wréémy jeszoze do warunku (1). Poza punktami P; funkcja
@(x,y) ma ciggle pochodne czastkowe, jezeli wigc §rodek miedzi
nie pokrywa sie z zadng szafka P;, to jego wspllrzedne (z,y) spel-
niaja uklad réwnan

645(’”??1) - i C; _
== s (@) =0,
(2)
d®(w,y)

L
=— 3 —(y;—y)=0.
Tl Iri

dy

Warunek spehienia ukladu réwnan (2) jest oczywiécie rownowazny

_)
z warunkiem znikania sity W(Q).

Réwnan (2) nie umiemy rozwigzaé¢ dokladnie, mozna jednak
zastosowaé do nich nastepujace postgpowanie iteracyjne:

Obieramy na oko punkt Q@©® i do ukladu (2) podstawiamy za-

miast nieznanych odleglosei r; odleglodei r‘?:[Q“”E’Zl. W fen spo-
s6b pierwsze réwnanie staje sip réwnaniem liniowym o jednej nie-
wiadomej x i analogicznie, drugie réwnanie staje si¢ réwnaniem
liniowym o jednej niewiadomej y. Rozwigzania 2",y otrzyma-
nych w ten sposéb réwnar przyjmujemy za wspoOlrzedne punktu
Q® — nastepnego przyblizenia srodka miedzi @. Analogicznie prze-
chodzimy do nastepnych przyblizen. Latwo jest sprawdzié, ze jesli
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=

znamy wspohzedne k-tego przyblizenia #%, y®  to mnastepne
(k+1)-sze przyblizenie «®+D y*+) otrzymujemy z wzoréw

;X ' n CY;
. izl' ri). a1 iz’; riF)
41y tEL e 2R =171
(3 R s
> > 5
s & ri®

Nie mamy dowodu na to, ze uzyskany za pomocy wzoréw (3)
cigg przyblizern Q¥ jest zbiesiny do srodka miedzi Q. Stosujac jed-
nak opisang iteracje w kilku réznych przykladach zawsze uzyski-
waliSmy zbieznosé (choé niekiedy bardzo wolng) i to nawet w tych
przypadkach, gdy srodek miedzi @ znajdowal si¢ w jednym z punk-
tow P;, a wige gdy uklad réwnan (2) nie miatl wlasciwie sensu.
W przypadku przedstawionym na rys. 3 przyjmujgc punks poczgt-
kowy Q©(0,0) otrzymujemy jako dalsze przyblizenie punkty
Q(l)(_0775372) i Q(2)(_‘07754:5)5 przy czym mamy

& (QV)=5110, D(QM)=4970, H(QP)=4950.
fiatwo jest sprawdzié, ze stosujac wzory (3) przechodzimy

_..)
zawsze od przyblizenia @™ do Q¥*+" idac w kierunku sity W(Q®),
a wiec szukajac minimum powierzchni posuwamy sie w kierunku
najwiegkszego spadku. Istotnie, z wzorow (3) otrzymujemy

n
C; X
(s — R —>
S D k) ;: 7 (@;— &) W, (Q%)
EFh_ k% — n -5 .
S —y®) W, Q)
i=1 Ty )
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u, JIYHAIIIEBH‘IHI‘.HI’i‘EHHI‘AVB (Bpowaas)
OF OINPEJNEJIEHHUH ,[IEHTPA MEIH” TEAEO®OHHOI CETH

PEBIOME

ABTopni pemaloT npobieMy ompefelreHUd ONTHMAJILHOLO MeCTONOJIOME-
Hus TenepoBHOH CTAHIUMM, T.e. ONpEeeJeHUA TAKOH TOUKM (), naA Koropoii
CyMMa pAacCTOSHME 7; OT [AaHHHX Touek Pt (B KOTODHX HAXOAATCA Tele-
PouHbe yauuHble GYIKN) YyMHOMEHHBIX Ha TOJOMHTEIbHBIE YUCIA G (npomop-
HHOHATbHbE CTOMMOCTH eQUHILBL JUIMHL kabemas) pocruraer mummmyma. Hcko-

Moe MHHEMYM QyHKIHU
D (Q)=Xeiri

MOMKHO ONpPEeHednTh NPHU HOMOLLM JTHHAMUYeCKON aHANOrRU (uepr. 2). OyHRUHUA
— @(Q) sABIAETCH NOTEHLUUAJOM IIPEICTABIECHHON JIUHAMHAYECKOH CUCTeMBL.
Ecan Touxm P; He _Jemar Ha OJHOH mnpAMoil, TO HOBEPXHOCTL 2= (@)
BLIYKJIA CHH3Y M CYUIECTBYeT TOYHO OJHO MUHHUMYM dyurunn D(¢). U3 BH-
NYKJOCTH MOTEHLHMANa CjleXyeT HOBHH MeTo[ NpROJIKAKEHHOr0 OUpeeNeHUA
MUHEMYMa (QYHKUUN OIpPAHHYMBAHUEM MHOIOYTOJBHMKAMU ofmactu, B KOTO-
poil MCKOMOE MHHUMYM JOJMHO HAXOAUTCH, M TAKMKe METOJ OLEHKH MWHHUMAIL-
Horo sHadenus §Qyukumu. TpeTuit Meron onpeneTeHNA MUHHUMYyMa OyHKIUH
@ (Q) sawmouaercs B wrepauuu npu nomowm dopmyiu (3).

JJEUKASZEWICZ and H-STEINHA US (Wroctaw)

ON DETERMINING THE “CENTRE OF COPPER”
OF A TELEPHONE NETWORK

¥

SUMMARY

The authors solve the problem of determining the optimallocation of a te-
lephone exchange, 4. e. determining a point ¢ such that the sum of the distan-
ces r; between the point @ and given points P; (in which the distribution cabi-
nets are placed), multiplied by positive numbers ¢; (proportional to the cost
of a unit of cable length), attains the minimum. The sought minimum of the
function :

D@Q)=eiri

can be determined by means of dynamical analogy (fig. 2). The function —®(Q)
is the potential of the dynamical system presented. If the points P; do not
lie on a straight line, then the surface z=®(Q) is convex downwards and there
exists exactly one minimum of the function ®(Q). From the convexity of the
potential results a new method of determining approximately the minimum of
the function, namely by bounding with polygons the domain in which the
sought minimum is to be found, as well ag a method of estimating the minimum
value of the function. Iteration on the basis of formulas (3) constitutes a
third method of determining the minimum of the function @(@).



