A. ZIEBA (Wroclaw)

ELEMENTARNA TEORIA POSCIGU

Wstep

Praca niniejsza jest poswiecona zagadnieniu, ktére juz dawno
postawil H. Steinhaus?). -

Przypu$émy, ze na nieograniczone] plaszczyznie znajduja sie
dwa statki, 'z ktorych jeden 8 $ciga drugi statek U. Chodzi o to,
jaka metode podeigu powinien stosowad statek scigajacy, aby schwy-
taé uciekajacego w czasie mozliwie krétkim, oraz o to, jakg metode
ucieczki powinien stosowaé uciekajacy, aby zagwarantowaé sobie
mozliwie dlugi czas ucieczki. Zakladamy, ze statek Scigajacy ma
wigksza predkodé od statku uciekajacego. ,

Najlepszg metods poseigu jest, jak zauwazyt Steinhaus,
poscig w kierunku uciekajacego, najlepsza metoda ucieczki jest
ucieczka od $cigajacego. Wyjasnienie, co nalezy rozumieé przez
najlepszq metode, znajdzie czytelnik w teoretycznej czesdei naszej
pracy. Przy zalozeniu pierwszej czefei tezy prawdziwosé drugiej
wynika z tego, ze wtedy rdéznica rzutéw predkosdei statkow na
prosta je lgczaca jest minimalna (zatem uciekajgey nie ma lepszej
metody ueieczki), prawdziwosé za§ pierwsze] czedci tezy wynika
z tego, ze, jak latwo zauwazyé (réwniez rzutujac predkosei), gdy
uciekajacy stosuje powyzszg metode ucieczki, nie ma lepszej me-
tody poscigu niz przedstawiona w tezie twiefdzenia.

Przypusémy teraz, ze dwa statki maja schwytaé trzeci na ot-
wartym morzu. Zakladamy, ze statki obserwuja sie wzajemnie,
tzn. ze kazdy zna polozenie kazdego w kazdej chwili, oraz ze kazdy
z nich zna najwiekszgs mozliwg predko§é swoja i pozostalych.

Chodzi o to, jak maja plynaé statki scigajace, aby schwytaé
statek uciekajacy jak mnajwezedniej, i o to, jak powinien plyngé
statek uciekajacy, aby zostal schwytany jak najpézniej. Przez

1) H. Steinhaus, Definicje polrzebne do teorii gry i pobcigu, Zlota Mysl
Akademicka, Lwéw 1927.
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schwytanie rozumiemy schwytanie statku co najmniej przez jeden
ze gcigajacych statkow.

Podcig jest gra. Niejednokrotnie w historii matematyki gry
byly punktem wyjseia nawet bardzo powaznych teorii matematycz-
nych, jak np. rachunku prawdopodobienstwa, ktory znalazt pézniej
olbrzymie zastosowanie w statystyce, w przemysle, w fizyce itd.
umozliwiajae osiagnigeia nieporéwnywalnie wieksze od tych, jakich
mozna sie bylo spodziewaé po teorii gier hazardowych.

Teoria podcigu jest teoria mowa i trudno dzi§ przewidzieé jej
dalszy rozwéj. W kazdym razie trzeba zwrécié uwage na faks, ze
wiele podstawowych zjawisk ekonomicznych i biologicznych ma,
z matematycznego punktu widzenia, cechy gry poseigowej. Odnosi
sie to nie tylko do zjawisk, w ktérych wystepuja elementy antago-
nistyczne (strony przeciwne), ale i takich, w ktérych partnerzy
wspoélpracuja.

Rozwazanie tak ogélnego problematu byloby w tej chwili przed-
wozesne i dlatego bedziemy moéwié o podcigu w potocznym intuieyj-
nym znaczeniu, tzn. o takim, z jakim maja do czynienia chiopey na
boisku, okrgty na morzu, czy mysliwi na polowaniu. Jednak trzeba
pamietaé, ze jest to -ilustracja na prostym przykladzie o wiele
ogoblniejszego zagadnienia matematycznego, taka, jak przyklad urn
napelnionych kulami biatymi i czarnymi na pierwszej stronicy
ksigzki o rachunku prawdopodobienstwa.

Rozwazania matematyczne nad teorig poscigu 83 dosyé zmudne
i skomplikowane. Dlatego czytelnikowi, ktérego interesuja raczej
jej zastosowania, podajemy na wstepie gléwne wyniki teorii poscign
i ich zastosowania na przykladach.

Precyzyjne, matematyczne definicje - wystgpujgcych tu pojeé
znajduja sie na poczatku dalszej ozeSci pracy, przeznaczonej dla
ezytelnikow mteresuga_.cych sig matematyczna; strong teorii poscigu.

Przypuéémy, ze mamy dwa statki § i U o predkosciach wv,
i v, i wspOlrzednych (z,,4,) 1 (%y,Yu)- Rozwazmy zbiér punktéw,
z ktérych kazdy ma te wlasnosé, ze gdyby statki 8 i U ré6wnoczesnie
zaczely pltyngé w jego kierunku, to przyplynelyby do niego réwmno-
czednie. Niech taki punkt ma wspéhrzedne (v,y). Wtedy jego od-
leglodei od statkow 8 i U wynosza

Vie—a) +(y—9)2 i V{e—2)+ (¥ — )%,
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a czasy f, i 1, potrzebne na osm,gm@cle go przez statki 81 U wyraza
sie wzorami .

V@2t (g —y,) . V@ e =
° Vs ’ v vy

Poniewaz z definieji punkbtu (z,y) czasy te sa réwne, wige

Vie—z)+u—y) _ V@—a)+ -y

’
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l/(w - '7"3)2 + (@/ - ys)z *Oy= ]/(37 - a"u)z + (?/ — yu)2 * Vg
tzn. | '
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+y2(vi—v§) "2y(ys'vu yu'vs) ‘E‘ysvu yiv§:O.

Wynika z tego, ze rozwazany zbidr punktow jest kolem, bo wspol-
czynniki przy #% i y® sa réwne i nie ma wyrazu Zawierajacego
iloczyn «y. Srodek tego kola lezy na jednej prostej ze statkami
nie przedzielajac ich, blizej tego ze statkéw, ktéry ma mniejsza
predkodé. Kolo to nazwiemy kotem Apolloniusza statkow S8 i U.
Statek majacy mniejszg pr@dk.oéé lezy Wewnaétrz tego kota, po-
zostaly — zewnatrz.

Przypuiémy, ze mamy dwa statki 8,1 8,, ktére maja schwytaé
trzeci statek U o mme]sze] od nich pr@dkoécl Pyta,my 0 najlepszg
metode podeigu i o naglepszag metode ucieczki w sensie uprzednio
okreélonym

Wykreélmy kola Apollomusza statkow 8, i U oraz S2 iU.
Kola te przetng si¢ na ogél w dwoch punktach, ktére nazwiemy
punktami Apolioniusza (por. rys. 1).

Podstawowe twierdzenie teorii podcigu orzeka, ze najlepszg
" metodg poscigu jest skierowanie sig obu cigajacych na dalszy punkst

Apolloniusza, a najlepszg metoda ucieczki jest réwniez podazanie
w kierunku dalszego punktu Apolloniusza. :

Zauwazmy, ze punkt Apolloniusza zalezy od polozenia stat-

k6w $cigajacych i uciekajacego, a jesli bedzie sig zmieniat w czasie,
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wowezas tor zakre§lony przez statek stale kierujacy si¢ na niego
nie bedzie prostoliniowy. Mozna jednak wykazaé, ze jesli obie strony
(Scigajaca i uciekajgca) stosuja najlepsze metody poscigu, punks
. Apolloniusza jest w czasie
niezmienny i torami statkéw

At 83 proste.

Twierdzenie to wymaga
jednak pewnych komenta-
rzy. Po pierwsze, moze sig
zdarzyé, ze kola Apolloniusza
odpowiadajace parom S,U
i 8;U nie przecinajg sie.

K2 Wtedy jedno kolo lezy wew-
ngtrz drugiego (rys. 2); zew-
nabrz siebie nie mogg lezed,

°Ss gdyz punkt, w ktérym znaj-

' duje sie uciekajacy U lezy

wewnatrz obu tych kél. Wow-

czas najlepsza metods uciecz-

ki jest ucieczka przed tym

?osf statkiem, ktéremu odpowia-

Rys. 1 da kolo wewnetrzne, w kie-

runku od niego, nie liczae

sie zupelie z drugim statkiem Scigajacym, a najlepsza metods
podcigu jest poseig dokladnie w kierunku uciekajacego.

Po drugie, gdy uciekajacy znajduje sig na odcinku laczacym
$cigajacych, oba punkty Apolloniusza sa réwnoodlegte od kazdego
statku, co stanowi nows trudnosé. Najlepsza metoda ucieczki jest
wowezas ucieczka w kierunku ktéregokolwiek z nich. Dokladnej,
najlepszej metody podcigu wtedy nie ma. Scigajacy musza chwile
At jecha¢ w kierunku uciekajacego i, je§li uciekajacy w ciagu tego
czasu opusei Igezacy je prosta, plynaé w kierunku teraz juz jedno-
znacznie wyznaczonego punktu - Apolloniusza. Jedli uciekajacy nie
opusci tej prostej, Scigajacy powinni ptynaé przez nastepns chwile
At -w kierunku uciekajacego; jesli po uplywie tej nastepnej chwili
uciekajacy nie znajduje sie na prostej laczacej scigajacych — skie-
rowaé sig na punkt. Apolloniusza; je$li uciekajacy weiaz jeszcze
znajduje sig-na prostej,.o ktérej mowa, znowu przez czas At ptynaé
W jego kierunku itd., péki uciekajgey nie opusei prostej lub nie
zostanie sechwytany.
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Taka metoda poscigu, gdy przy]@c At dostatecznie male, gwa-
rantuje $cigajacym czas dowolnie bliski pewnego czasu gra,mcznego
ktérego jednak dokladnie
zadna metoda im nie za-
gwarantuje. o

Jednak tym przypad-
kiem, jako wyjatkowym, nie
bedziemy gi¢ na razie zajmo-
wali, tym bardziej, ze praw-
dziwe jest twierdzenie, iz
jezeli wspomnianej wspotli- Ky
niowogeci nie bylo na poczat- '
ku poscigu, to nie moze sig

ona zdarzyé i poéZniej, jedli ‘ &
obie strony stosuja poprawne  #

metody. Uciekajacy dopro- ©F, /

wadzajae do wspélliniowo- S

$ci ponosi przez to wiokszg
strate od zysku, wynika- Rys. 2
jacego dla miego z Kklopo-
tu, jaki $cigajacym sprawia wspomniana wspélliniowosé.

Po trzecie, jesli narysujemy tréjkat Apolloniusza, wyznaczony
przez polozenia obu statkéw $cigajaeych i punkt Apolloniusza,
statek uciekajacy za§ leiy
poza tym tréjkatem (rys. 3),
to, jak poprzednio, najlepsza
metoda ucieczki redukuje sig
do ucieczki przed jednym
statkiem nie liczgc si¢ z dru-
gim, a mianowicie przed tym,
‘ktéry ma te wlasnosé, ze
prosta laczaca go z punktem
Apolloniusza oddziela ucieka-
2 1 d drugiego S$cigaja-

gcego o gieg ga)a

°51 , cego statku. Najlepszg me-

Rys. 3 todg posecigu " jest poscig

’ w kierunku uciekajacego. -

Przejdzmy teraz do przykladéw.
Przypusémy, ze dwa wspéldzialajace okrety, kraezowmk 81
o szybkogei 30 weztéw i lekki krgzownik 8, o szybkosei 25 wezlow,
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odlegle od siebie o 14 mil zauwazyly nieprzyjacielski kontrtorpe-
dowiec znajdujacy sig w odleglogci 10 mil od krazownika 8, i 8 mil
od lekkiego krazownika §, (rys.4). Krazowniki rozpoznawszy po
typie przeciwnika jego najwigksza predkosé (20 wezléw) wyznaczyly

A
/N
/ 1

/ T
\

S
Rys. 4

punkt Apolloniusza i roz-
poczely poscig najlepsza
metoda, tj. skierowaly sie
znajwiekszg mozliwg pred-
kodciy na punkt Apollo-
niusza. Kontrtorpedowiec
réwniez zauwazyt i roz-
poznal przeciwnikéw i za-
cz3t nciekadé metods, ktéra
jemu wydala si¢ najlepszsy,
a mianowicie prostopadle
do prostej aczacej $ciga-

. jacych w kierunku od niej.

Rys. 4 przedstawia
tory poscigu i ucieczki od-
powiadajace takim meto-
dom poseign i wuecieczki
(z niewielkimi niedok}ad-
nofciami powstalymi przez

- wyznaczenie punktu Apol-

loniusza co pewien krotki
czas zamiast bez przerwy
— stagd zalamania toréw).

Linia przerywana (kre-
ska kropka) przedstawia
jeden z aktualnie wyzna-
czonych bokéw tréjkagta
Apolloniusza, mianowicie
ten, przez ktory kontrtor-
pedowiec wyjechal z wne-
trza tréjkata Apolloniu-

sza. Z chwily przejfcia uciekajacego przez . te linie, dcigajacy
rozpoczeli, zgodnie z przepisem najlepszej metody poscigu, poscig
w kierunku uciekajgcego. Tory posecigu i ucieczki moze czytelnik
porownadé z torami, jakie powstalyby, gdyby uciekajacy stosowal
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najlepsza metode ucieczki, kierujgc si¢ na punkt Apolloniusza.
Tory te, jak i na dalszych rysunkach, zazpaczone sg liniami prze-
rywanymi. ‘

Rys. 5 przedstawia sy-
tuacje odwrotna, kiedy ucie-
kajgcy stosuje najlepszg me-
tode ucieczki, a §cigajacy
plyng stale w jego kierunku,
zamiast na punkt Apollo-
niusza. Tiustg linia ozna-
czono te czed§é toru ucieka-
jacego, ktéra powstala po
wyjscin uciekajacego z t16j-
kata Apolloniusza, przez sto-
sowanie (zgodnie z przepisa-
mi najlepszej metody ucie-
czki) metody ucieczki przed
jednym statkiem (8;) nie Ii-
ezge sie zupelnie z drugim
(8,). Trzeba zaznaczyé, ze
zmiana metody nastepuje
w chwili, gdy uciekajacy
znajduje si¢ na boku trdj-
kata Apolioniusza; wtedy
obie metody zbiegaja sie
i predko§é¢ statkm uciekajg-
cego nie doznaje niecigglos-
¢i (podobnie rzeez si¢ ma
ze zmiang metody poscigu
w przypadkn, gdy scigajacy
stosuja najlepsza metode po-
dcign). Gwiazdkg oznaczono :
punkt, w ktérym znajduje ' 51
sie kragzownik 8, w chwili, : . Rys. b
gdy krazownik 8, zlapal
unciekajgcego (w punkeie oznaczonym koéteczkiem).

Podamy jeszeze dwa przyklady, ktérych charakter odpowiada
polowaniu: dwéeh jeZdZeoéw bedzie polowalo na lisa. Dla zacho-
wania jednak poréwnywalnogei z poprzednimi rysunkami przyjmie-
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my, ze odleglosei i predkosei jezdZeéw i lisa sa proporcjonalne
do poprzednich odleglogei i predkosei statkéw. Niech jezdziec S, ma
predkodé 15 km/godz., 8, — 12,5 km/godz., a lis 10 km/godz. Od-
legto§¢ miedzy jeZdZcami niech wynosi 1400 m, miedzy lisem
a jezdZzcami za§ kolejno 1000 m i 800 m. ‘

Sz

$4
Rys. 6 ' '

Jeidzey i lis znajddjg sie na polu; w pewnej odleglodci (patrz
rys. 6) przebiega linia lasu. Lis stara sie uciec do lasu i rzuca sie
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z calg predkoscia ku najblizszym drzewom. JeidZcy stosuja po-
prawna, najlepsza metode poscigu. Tory poscigu, zaznaczone
na rysunku liniami cig- 1
glymi mozna porédwnaé N\
z- torami (linie przery- / I\
wane), jakie powstatyby, / I\
gdyby obie strony stoso- / |\
waty najlepsze metody.

I wreszcie rysunck 7
przedstawia drugi prazy- ) /
padek podcigu lisa me- /
todg najlepsza. Lis, kt6- /
remu sig wydaje, ze ten /
jezdziec jest dla niego
grozniejszy, ktoéry znaj-
duje sie blizej, ucieka
przed Dblizszym, w kie-
runku od niego, nie li-
czace si¢ z dalszym do-
poki ten z kolei nie sta-
nie sie blizszym. Co robi
lis, gdy obaj §cigajacy
82 od mniego réwnood-
legli, jest obojetne, bo
W sytuacji przedstawio-
nej na rysunku przypa-
dek taki zdarzal sig tyl-
ko momentami, nie trwat
nigdy przez czas diuz-
szy od zera. Poniewaz
jezdicy stawali sie na
przemian blizszymi, lis :
biegl zygzakiem. - : Rys. 7

Czqéé I. Podstawowe twierdzenie teorii poscigu
Przejdziemy teraz do samej teorii posdecigu. Jak juz wspomina-
lismy na wstepie, sytuacja wspéliniowogei obu scigajacych i ucie-
kajacego wymaga swoistych metod, ktérych wprowadzenie od razu,

Zastosowania Matematyk! T 4
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zaciemniloby rozwazania w sposéb istotny. Dlatego wprowadzamy
chwilowo sztuczne zalozenie, ze wspélliniowodé nie moze si¢ zdarzyé.

Okreélenia i oznaczenial). Meioda poscigu (ucieczki) danego
statku nazywamy funkcje wektorows, ktérej argumentami sa wspot-
rzedne statkéw decigajacych i uciekajacego oraz bezwzgledne wartodei
ich maksymalnych predkosci. Wartodei funkeji sa wektorami i majg
moduty nie wieksze niz maksymalna predkosé danego statku, a przed-
stawiaja wielkodé i kierunek predkosei, z jaka statek stosujacy te
metode powienien plynaé. _

Ozasem gwarantowanym przez metode poscigu S' (przez me-
tode pofcigu nalezy rozumieé zespol metod poscigu obu statkow)
nazywam kres gérny T(S") takich czaséw ¢, ze stosujae metode S,
schwytam uciekajacego w czasie ¢ (¢ zalezy od stosowanej metody
ucieeczki). » ‘

W badanych dalej przypadkach istnieje taka metoda ucieczki,
ze poscig trwa dokladnie T'(S%). |

Analogicznie, ezasem gwarantowanym przez metode ucieczki U’
nazywam kres dolny 7'(U') takich czaséw i, ze uciekajacy stosujac
metode U' zostanie schwytany w czasie . W badanych przypadkach
istnieje zazwyczaj taka metoda posdeigu, ze poscig trwa dokladnie
T(U).

Metode S' nazywam najlepsza metodg poscigu, jesli T(8')=
=inf T(§%), gdzie §° przebiega zbiér wszystkich metod poseigu.

Metode U' nazywam najlepszq metodq ucieczki, jezeli T(U')=
=sup T(UY), gdzie U’ przebiega zbiér wszystkich metod ucieczki.

Odleglosciq czasowq punktu od statku nazywam czas potrzebny
do przeplyniecia przez statek odcinka prostego, taczacego go z tym
punktem. '

Kotem Apolloniusza dwéch statkéw nazywam zbiér punktow
réwnoodleglych czasowo od tych statkéw; zalezy ono oczywiscie
od polozenia i predkosei statkéw. Z latwego rachunku wynika, ze
kolo Apolloniusza na plaszezyznie jest kolem, w przestrzeni trdj-
wymiarowej kulg itd.

I. Trzy kola Apolloniusza odpowiadajgce trzem (tj. wszyst-
kim mozliwym) parom statkéw, wybranych sposréd trzech stat-
k6w, przecinaja sie co najwyzej w dwoch punktach.

Wynika to od razu z tego ze réwnoodleglodé czasowa jest
przechodnia.

Punkty te nazywam punktami Apolloniusza.
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Tréjkatem Apolloniusza statkéw 8., 8,, U; nazywam tréjkat
wyznaczony przez polozenie Secigajacych i dalszy z dwéch punktéw
Apolloniusza. v

1I. Dwa punkty lezgce na kole, réwnoodlegle od dowolnego
trzeciego, s3 symetrycznym odbiciem jeden drugiego wazgledem
prostej przechodzacej przez frodek kola i punkt, od ktérego sg
rownoodlegte.

IIT. Dwa punkty nie moga byé wzajemnym symetrycznym
odbiciem wzgledem dwoéch roéznych prostych.

IV. Jezeli dwa punkty Apolloniusza sa réwnoodlegle od ktoére-
go§ ze statkow, to sy réownoodlegle od kazdego z pozostalych.

Z powyzszych elementarnych uwag wynika, ze jezeli istnieja
dwa punkty Apolloniusza i 83 réwnoodlegle od ktéregos ze statkéw,
to wszystkie trzy statki muszg lezeé na jednej prostej.

Wylaczajae wiee sytuacje wspoilliniowodei nadajemy jedno-
znacznosé pojecin dalszego z punktow Apolloniusza (odleglo$é mie-
rzymy od ktoéregokolwiek statku).

TwIERDZENIE 1. Najlepszq metodq poscigu jest poscig w kierunku
na dalszy z punktow Apolloniusza.

Najlepszq metodg ucieeczki jest ucteczka w Fkierunkw na dalszy
2 punktéow Apolloniusza.

Do dowodu tego podstawowego twierdzenia uzyjemy kilkn
twierdzen pomocniczych z teorii podcigu i geometrii elementarnej.

Lemat 1. Niech beda dane
dwa przecinajgce si¢ kola (rys. 8).
Oznaczmy odpowiednio przez K,
1 K, obie tarcze wraz z brzegiem.

Na to, by kolo przechodzgce
przez punkt przecigcia obydwoch
kot lezato catkowicie w obszarze
K.+ K,potrzeba i wystarcza, zeby
jego srodek lezal wewnatrz lub Rys. 8
na brzegu tréjkgta wyznaczonego
przez punkt przecigeia, o ktérym mowa, i §rodki obydwéeh kot

Latwy dowod tego lematu opiera sie na uwadze, ze jezeli jaka$
prosta I przechodzaca przez punkt P przeciecia két K, i K, lezy
W pewnym jego otoczeniu wewngtrz két K, i K,, to normalna p
wystawiona do niej w punkcie P zawiera sip w kacie miedzy pro-

4%
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mieniami MP i LP k6t K, i K, (rys. 9). Stad dalej, rowniez z ele-
mentarnej wilasnosei k6l, wynika, ze $rodek kola K, zawartego
-wewngtrz K,+K, i przecho-
dzgcego przez punkt P row-
niez lezy w tym kgcie. Ponize]
prostej ML mnie moze on lezed,
gdyz woéwezas drugi punkt
przecigcia kot K, i K,, syme-
tryczny do P, bylby do mniego
blizszy, a zatem bylby on
punktem wewnetrznym kota
P K, co jest niemozliwe, bo jest

on punktem brzegowym obszaru

K,+ K, zawierajacego koto K,.
Fatwo juz teraz wprowadzié elementarne, ale nader wazne

Rys. 9

TWIERDZENIE 2. Ucickajgcy albo znajduje si¢ wewnqtrz trdj-
kata Apolloniusza, albo zagadnienie poscigu sprowadze sig do poscigu
statku jednym statkiem.

Dowé6d wynika z lematu 1, jedli zwroeimy uwage na nastepu-
jaca interpretacje punktu Apolloniusza: Wyobrazmy sobie, ze kazdy
statek jest §rodkiem kola rozszerzajacego sie z predkodcia réwng
predkogci danego statku. Dalszy z punktéw Apolloniusza jest tym
punktem kola o grodku w miejscu statku uciekajacego, ktory
ostatni zostanie trafiony przez co najmniej jedno z rozszerzajacych
sie kot o ¢rodkach w statkach $eigajacych i ktdry lezy na ich prze-

“
(2r-57
Rys. 10

: 8. Rys. 11

cieciu (rys. 10). Te ostatnie kola nalezy przyjaé za zadane w lema-
cie 1 (4,B), zaé kolo, ktérego drodkiem jest statek uciekajacy, za
pozostale, o ktérym mowa w lemacie.
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Gdyby punktu Apolloniusza nie bylo, lub gdyby statek ucie-
kajacy lezal poza trojkatem Apolloniusza, to w powyiszej inter-
pretacji znaczyloby, ze kolo rozszerzajace sie wokol statku wucie-
kajgcego zostanie w pewnej chwili objete catkowicie przez kolo
rozszerzajace si¢ wokol jednego ze statkow $cigajgeych, przy tym
ich punkt stycznodei bedzie lezal zewnatrz kola rozszerzajacego
sig¢ wokol drugiego ze statkéw $cigajacych (rys. 11). (Gdyby
statek uciekajgcy uciekal przed §,, nie liczgc sig zupelnie z 8,,
i zostal schwytany jakim$ sposobem wozesniej przez S, niz przez
8;, to 8,, majacy wickszg predkodé niz U, méglby doplynaé do
punktu P przeciecia kél, szybciej niz 8,, co jest niemozliwe, jak wy-
nika od razu z definicji rozszerzajacych sie kot i prawa tréjkata.)

TWIERDZENIE 3. Zalozenie: Statek uciekajacy znajduje wewngtrz
tréjkata Apolloniusza (w calej teorii poscigu bedziemy to zakladali
wobec tw. 2); statek wucie-
kajacy wie, Ze oba- statke
scigajqce beda, przez czas
At taki, ze uciekajacy (jo-
dac jakkolwiek) mnie mose
w czasie At opuscié troj-
kata  Sy8,4,, plynely na
punkt Apolloniusza po od-
cinkach 8,8;,8,8; (rys. 12),
a on sam mose przebyé bads
to w kierunku punktu Apol-
loniusza odcinek U, Uy badsé
tez pewien inny, tej samej
dtugoser, odcinek U, U, (od- _
cinki 8,87, 8,8;, U, U, sq proporcjonalne do predkosci statkéw 8,,8,,U,).

Rys. 12

Teza: Odleglosé uciekajqcego od punkiu Apolloniusza w dru-
gim przypadku bedzie mniejsza miz w pierwszym: UiA,>U A,
(lub 8,4,>8;4,) (po czasie Af mamy inny punkt Apolloniusza
4, odpowiadajacy Sy, 8;, Ur).

Dowdd. Przypu$émy, Ze tak nie jest. Wowczas nowy punkt
Apolloniusza nie moze leze¢ poza starym trojkatem Apolloniusza.
Przypusémy bowiem, ze lezy poza tréjkatem (rys. 13). U,i Uy leis
z zalozenia wewngtrz tréjkgta 8,8,4,. Niech B oznacza punkt

’

przecigeia prostych U;'A4, i §;4, (ewentualnie S,4,).
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Poniewai U, A, < S;4,, wige tym bardziej Bd, < S;4,.
Z prawa tréjkata wynika, ze S8,B -+ BA,>8,4,. Jesi wiec

Rys. 13

odlozy¢ z punktu S, na prostej
8,4, odecinki o ditugodci S§,B -+ B4,
i 8;4; i kofice ich oznaczyé przez
U’ 18" to punkt U bedzie lezal
dalej od 8; niz 8’ od S,. Zatem
uciekajacy moze znaleié sie w U”
w ftym samym czasie, co secigajacy
w 8", i byé jeszeze od niego
w dodatniej odleglofci, co wobec
8,4, = 8:8" > 8,4, jest niemozli-
we, bo Scigajacy plynac po pro-
stej, musi, w czasie pOZniejszym
niz ten, w ktorym =znalazl sie
w punkecie Apolloniusza, byé dalej
od swojego “pierwotnego polozenia
niz uciekajgcy, znajdujacy sie na

prostej S,4, od pierwotnego polozenia scigajacego.

Jedli nowy punkt Apolloniusza znajduje sie wewnatrz trdj-
kata Apolloniusza (rys.14), to z elementarnej geomefrii wiadomo
od razu, ze badz S8,4,> 8,4, -+ 8,8;, badi 8,4,>8.4; + 8.8;.
Poniewaz S;A4,: 834, = 8;4,: 814,= U;4,: Ui4,, twierdzenie jest

undowodnione.

TWIERDZENIE 4. Jesli $cigajacy stosujq metodg poscigu w kie-
runkw punktu Apolloniusza, ¢ uciekajqcy najlepszq metode ucteczki,

to uciekajgcy stale znajduje sig
w tréjkaeie Apolloniusza, ktory
zacie$nia si¢ w toku poscigu do
punktu.

Gdyby bowiem uciekajacy,
ktory, jak mozemy zalozyé,
znajduje si¢ na poczagtku po-
Scign wewnatrz trojkata Apol-
loniusza, znalazl sip w czasie
jego trwania na brzegu, to za-
gadnienie zredukowatoby sie do

Rys.

14

podcigu jednego statku przez jeden statek (jak w tw. 2); a wiec
powinienby zaczgé uciekaé od S$cigajacego, czyli po brzegu troj-
kata Apolloniusza w kierunku punktu Apolloniusza.
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Tréjkat ten w czasie poseigu w kierunku na punkt Apolioniu-
sza zaciefnia si¢ do punktu. Jak bowiem wynika z twierdzenia 3,
dcigajacy (dwa wierzchotki tréjkata) zblizaja sie do punktu Apollo-
niusza (trzeci wierzcholek) z szybkodcia co najmniej taka, jaka maja
wzgledem plaszezyzny, na ktérej odbywa sie poscig.

Skoro za$ uciekajacy stale znajduje sip w tréjkacie Apolloniu-
sza, zaciedniajacym sig do punktu, to schwytanie nastapi w punk-
cie Apolloniusza. _ '

Yatwo juz teraz udowodnié twierdzenie podstawowe.

7 twierdzenia 4 wynika, ze gdy §cigajacy plyna na dalszy
z punktéw Apolloniusza, schwytanie nastapi w aktualnym punkeie
Apolleniusza; z twierdzenia 3 wynika, ze punkt Apolloniusza przy-
bliza sie do uciekajacego najwolniej, gdy ten plynie w jego kie-
runku.

A zatem zadna metoda ucieczki nie moze gwarantowaé czasu
lepszego, niz metoda ucieczki w kierunku dalszego punktu Apollo-
niusza. Z drugiej strony uciekajacy zawsze ma zagwarantowans
mozliwo$é doplyniecia do dalszego punktu Apolloniusza, a Wwige
ucieczka na dalszy z punktéw Apolloniusza jest najlepsza metods
ucieczki. Wynika stagd od razu, ze Scigajacy nie mogg sobie zagwa-
rantowaé czasu Kkrétszego niz potrzebny na doplyniecie do dalszego
punktu Apolloniusza; deigajac zas na dalszy z punktéw Apolloniu-
sza, taki ozas sobie gwarantuja, wiec jest to takie najlepsza meto-
da poscigu, c.n. d.

Czesé II. Wspolliniowosé

Zanim rozpatrzymy trudnosé, ktéra wigze sig z wspdilinio-
woscig $eigajacych i uciekajacego, dogodnie bedzie zbadaé pewne
nowe zagadnienie. .

Zakladali$my dotad, ze kazdy statek zna w kazdej chwili po-
lozenie wlasne, polozenie wszystkich pozostatych oraz bezwzgledng
wartoéé maksymalnej predkosei kazdego statku (lvsll, [0, | lvul\).

Metoda poscigu (ucieczki) dla statku 8, (U,) byl zatem uklad
funkecji przedstawiajacych skladowe jego predkosei w zaleznogei
od powyzszych argumentéw. Rozwazmy mozliwo$é dopuszezenia
jeszcze jednego argumentu, mianowicie wektora predkodci pozo-
stalych statkéw. Ot0z uczynienie tego po prostu jest niemozliwe,
uzaleznienie bowiem wektora predkogci jednego statku od wektora
predkogei drugiego, i odwrotnie, moze doprowadzi¢ do sprzecznosoi,
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np. wtedy, gdyby jeden chciat plynaé réwnolegle do drugiego, pod-
czas gdy drugi usilowatby plynaé prostopadle do pierwszego. Mozliwe
jest jednak uczynienie wektora predkodei jednego statku w chwili
¢t funkeja wekbora predkodei drugiego w chwili ¢—A4¢ (At>0, usta-
lone). ‘

Jefli statki $cigajace otrzymuja w kazdej chwili ¢ informacje
o polozeniu i wektorze predkosei statku uciekajacego w chwili £ — A¢
i, abstrahujac od opdznienia, przyjma je za dane odpowiadajace
chwili #, to rozpoczng poseig fikeyjnego statku, bedacego opédinio-
nym obrazem statku U,. Obraz ten jednak znajduje sie w odleglodci
nie wiekszej niz (maxw,,)- 4t od statku U,. Jedli wigc zastosujg
najlepsza metode poseigu wzgledem obrazu, to jedli w ogéle istnieje
jakakolwiek skuteczna (tzn. doprowadzajaca do schwytania) metoda
poscigu § taka, ze czas przez nig gwarantowany jest dowolnie maty,
gdy tylko odleglo§é miedzy scigajacymi a uciekajacym jest dosta-
tecznie mala?), uzyskaja tym samym przy dostatecznie malym At
dowolnie dobra aproksymacje najlepszej metody podcigu statku U,.

Nalezy wladciwie rozroznié dwie sytuacje w prazypadku nie-
istnienia najlepszej metody poscign (analogicznie ucieczki): 1° kiedy
do kazdej metody da sie dobraé inng, gwarantujaca czas dowolnie
krotszy (dtuzszy), oraz 2° kiedy istnieje kres mozliwodci poprawy
wyniku, ktérego osiggngé nie mozna, ale do ktérego mozna sig do-
wolnie zblizyé. W tym drugim przypadku powiemy, Ze istnieje naj-
lepsza metoda poseigu (ucieczki) w sensie szerszym.

(Znajdujac najlepsza metode poscigu obrazu statku uciekaja-
cego, opoéznionego o A¢, znajduje rodzing metod poscigu, zaleznych
od parametru At aproksymujgcych najlepszg metode w sensie szer-
szym w przypadku, gdy nawet w zwyklym sensie metoda najlepsza
nie istnieje. Z drugiej jednak strony metoda wykorzystujaea in-
formacje o wektorach predkosci nigdy nie moze byé mnajlepszg
w zwyklym sensie (por. uwagi na wstepie i na koricu niniejszej
¢zgscl) 1 zawsze méwige o niej bedziemy mieli na my$li ,najlepszogé”
W szerszym sensie, jesli nawet tego wyraznie nie zaznaczymy).

O statku §; powiemy, ze {ciga uciekajgcego U metods S,
jezeli rzut jego predkosdei na prosta laczaea go ze statkiem ucieka-
jacym jest zgodnie skierowany z wektorem S;U, za$ rzuty pred-

) Metoda taka oczywidcie istnieje. Jest nia np. poécig w kierunku
uciekajacego. -
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kodci $cigajacego 1 uciekajgcego na prosty prostopadl@ do prostej
laczacej je sg sobie réowne.

Metoda 8! na pewno daje sie stosowaé wzgledem opdznionego
obrazu uciekajacego i w tym sensie bedziemy mowili o jej stoso-
waniu.

Banalny, ale potrzebny w dalszej czgém jest nastepujacy:

Lemat 2. W przypadku poscigu jednego statku przez jeden
najlepsza metodg podcigu jest metoda S, najlepsza zas metoda
ucieczki dla Sciganego metoda 8! jest ucieczka w kierunku od sei-
gajacego.

Dowéd. Stosujae metode St zachowu]emy kierunek proste]
lyczgcej statki przez caly czas trwania podcigu. Niech kierunek
uciekajacego tworzy w pewnej chwili kat ¢ z ta prosta. Predkosc
zblizania sie do siebie statkéw wymnosi wéwezas (zakladamy oczy-
wiscie, ze predkosé statku dcigajacego jest wieksza od pr@dkoécl
statku uciekajgcego):

Vg

Vu

(1) |V & —sin*p — |v,| cosp, gdzie c¢= >1.

Funkeja ta jako ciagla i ograniczona ma ékstremum. Przyrownujgc
pochodng do zera otrzymamy

2 sing cosp
2y & —sin’p

Jedynymi pierwiastkami s3 @=#kz (k=-4+0,1,2,3,...), bowiem
(po uproszezeniu przez sing) otrzymujemy

co jest niemozliwe, gdyz wtedy musialoby byé
cos’p +sin’p=c¢*  (c>1).

Zatem najkorzystniej dla uciekajacego jest przyja¢ ¢=0 (mi-
nimum). W tym przypadku zaréwno podcig jak i ucieczka odbeda
si¢ po tej samej prostej, przy czym sScigajacy nie moze czasu 7T gwa-
rantowanego wtedy przez uciekajacego w zaden sposéb poprawié
na swojg korzyéé; z drugiej strony latwo zauwazyé, ze metoda S
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gwarantuje $cigajacym czas 7. Z wzoru (1) po podstawieniu ¢=0
widaé od razu, ze zaréwno dla §$cigajacego jak i dla uciekajacego
najkorzystniej jest rozwinaé maksymalne dopuszczalne dla nich
predkosei.

Ze wzgledu na podiniejsze zastosowania zauwazmy jeszcze, ze
predkodé (1) zblizania si¢ obu statkéw jest funkeja monotoniczng
argumentu ¢ w przedzialach 0<o<n i —n < <0, gdyz koncami
ich sg kolejne ekstrema. wyrazenia (1). Poniewaz dla ¢=0 wyraze-
nie (1) osigga minimum, wiec jest ono funkcja rosnaca bezwszgled-
nej wartofci argumentu g.

Aby pokazaé, ze najlepsza metoda poscign w sensie szerszym da
sig aproksymowaé przez metode S!, nalezy jeszcze wskazad jakakol-
wiek metode skuteczng, gwarantujagcsg dowolnie krétki czas przy
dostatecznie malej poczgtkowe]j odleglosci miedzy statkami. Metoda
taks jest na przyklad metoda podana na pierwszej stronicy niniej-
8z6j pracy.

Udowodnimy teraz kilka lematéw, ktére beda nam pdzniej
potrzebne.

Lemat 3. Niech 4,B,C oznaczaja kolejno poczatkowe poloze-
nia statkéw -- §eigajacych i uciekajacego.

Jezeli uciekajacy ma przebyé odcinek skierowany @, i poscig
metodg S* ma trwaé mozliwie dlugo, to odcinek ten powinien
sig znajdowadé rmgdzy dodatnimi

zwrotami wektoréw AC i BC (za-
czepionych w punkecie O).

1° Przypudémy najpierw,. ze
znajduje sie on miedzy ujemmymi
zwrotami tych wektoréow (rys 15)
(tzn. wektorami CA i CB zacze-
pionymi w punkcie (). Wtedy
zwroty dodatnie i ujemne wekto-
6w AO w, BC na przemian SiQ
przedmelaqad w lezy miedzy —AC
a -BG AC nu@dzy —% a —BC itd. Odbijajac w symetrycznie
wzgledem ktérejkolwiek z prostych lgczacej A z C lub B z C, nie
zmieniamy kata, jaki tworzyl z wektorami na niej lezgeymi, zmniej-
szamy za$ kat, jaki tworzyl z wektorami pozostalej; jedli bowiem

Rys. 15
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dwa wektory rozdzielone sg prosta, kat miedzy nimi réwna si¢ su-
mie katéw, jakie z nig tworza, po odbiciu za§ — bezwzgledne]
wartogei réznicy. ' :

20 Jedliby wektor w lezal miedzy dodatnim zwrotem jednego
a ujemnym drugiego z wektorow AC i BC (rys. 16), to tworzylby
z nimi katy (<) @i a4 dodatnie, wige i teraz kladge a=0 (nie
zwigkszajac katéw) wprowadzamy go miedzy dodatnie zwroty
wektoréw AC i BC.

]
AC
BC
Rys. 16 Rys. 17

Konfrontacja tych wynikéw z dowodem lematu 2 (zmniej-
szanie kata, jaki kierunek uciekajgcego tworzy z prosta Igczacy
go ze $cigajacym, jest dla niego korzystne) dowodzi natychmiast
tezy lematu.

Lemat 4. Jedli écigajacy stosuje metode poscigu 8!, a ucie-
kajacy ma dwie mozliwosci:

a. przesunaé sie z punktu 4 do ¢ po lamanej, zlozonej z dwdch
odcinkéw AB i BC (rys.17) albo

b. przesungé sie po prostej z punktu A do punktu D takiego,
ze |AD|=|AB|-+|BC] oraz CD jest prostopadle do AL (L polozenie
scigajacego (rys. 17)), to mozliwodé b jest dla uciekajgcego korzyst-
niejsza, tzn. Scigajacy mniej sig przyblizy niz w przypadku a?®).

3) Lematu tego uzywa réwniez M. Warmus w nieopublikowanej pracy
,O pewnych twierdzeniach z teorii poscigu”, por. streszczenie: M. Warmus,
Un théoréme sur la powrsuite, Ann. de la Soc. Polonaise de Mathématique
19 (1946), p. 233-234.
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Wprowadimy oznaczenias

‘Pl:{(A—OrE)’ ¢2:§((A_O,I§6), (p:{(A?,A—b—),

1/’1:@:(52,&), 1P2=%:(LA)KM)’ 'PZ{(EZaLN)y

Vs

¢ =

VU

Lamana LKM oznacza tor Scigajacego, ktory stosuje metode
8! wzgledem uciekajacego po lamanej ABC.

04 = AB cosg, + BC cosg,,

AB cosg, -} BC cose,
COS @ = D ,
AB cos BC cosg, \?
sing == ]/1 — ( (plA_Z) %) ,
sin ‘ sin )
A singy, P2 siny,,

¢

1 (AB cosp, + BC 005%)2
1. AD
CoS Y = 1- 5 ,

¢

Trzeba pokazaé, ze rzut LN na OL jest mniejszy niz suma

rzutow LK 1 K M.
Nierownosé, ktora chcemy uzyskaé, ma postac

1 (AB cosp, + BC cos%)2
- AD?
AD-¢c 1— 3 =

¢

— }/ AD*¢ — AD*+ (AB cosp, + BC cosg,)’ <

<V AB**—AB*+ AB? cos’g, + )/ BC?¢ — BC* + BC® cos’e,.
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Jest ona réwnowazna nier6wnosci

24AB-BOF—24B-BC +2AB- BC cos¢, 08¢, <

<21V ARB* BC?c* + FAB?- BC? cos” _AB B+ AB*-BC* —
« @2

U AB - BC cos'p + CAB - BC 008’ — AB - BC? cos’p, + AB” X

% BC? cos’ g, cos® @y =

= 924B-BO Y& + ¢ cos’p, — 268 +1 —cos’gy + ¢ cos’ g, — cos’ g, +
+ cos*p, 605" g,

co dalej jest réwnowazme (dzielimy przez 2AB-BC i podnosimy
do kwadratu, co jest mozliwe, poniewaz obie strony nieréwnosci
sg dodatnie, gdyz wyrazajy pewne odleglodci) z nierdwnodeig

¢ 41 + cosie, cosig,— 2¢° + 26" cos gy o8P, — 2 COS@) COBP, <
< ¢ + & oty — 268 + 1 — cos’y, + ¢ cos’, 4 cos’ cos @,
czyli '
26 COS @, COSP; — 2 COS P COSP,<< & GOS8’y +- ¢? cos gy — c0s’ @ — 008>y,

skad : '
2(6* — 1) cosg < (¢ —1) eos’ gy + (¢* — 1) cos’ gy,

a po uproszezenin przez ¢ —1>0
0<(cos@, —Co8Qy)’ (p1 F@2)-

Uwaga 1. Zauwazmy, Ze, jak wynika z uwag po lemacie 2
lemat 4 jest tym bardziej prawdziwy, gdy wektory AL i CD tworzy
kat rozwarty. Lemat 1 nogobinia sig natychmisat na lamang o do-
wolnej ilogci ogniw, bowiem kierunki prostych AC i BC przy sto-
sowaniu metody 8! zachowuja sie.

Latwo juz teraz udowodnimy nastepujace twierdzenie:

T'WIERDZENIE 5. Jesli torem ucieceki jest lamana i Scigajacy
stosujq metodg poscigu 8, to tamana jest odeinkiem, o ile ucieka-
jacy stosujg metode gwarantujqog im mosliwie dtugi czas ucieczki.

Dowéd. Udowodnimy to dla famanej zlozonej z dwoéch ogniw.
Wtedy reszta wynika z trywialnej indukeji.
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Z uogélnionego lematu 3 (p. uwaga 1) wynika, ze lamana ta

musi znajdowaé sie miedzy dodatnimi zwrotami wektordw AC i BC
(0znaczenia jak poprzednio w lemacie 3). Z koricowego punktu lama-

nej wystawmy dowolny wektor tworzaey z wektorami AC i BO katy
<nf2. Z uwagi 1 wynika natychmiast, Ze obranie na nim punktu D
(jak w lemacie 4) wyznaczy tor korzystniejszy AD.

Zakladajac zgodnie z naturg zagadnienia, ze tor jest krzyws
rektyfikowalng, mozemy twierdzenie 5 natychmiast uogélnié na
dowolng krzywg.

TWIERDZENIE 6. Najlepszq metodq poscigu jest stosowanie przez
kazdego ze $cigajacych metody 81, najlepszq 2a$ metodq wuciecski jest
ucieczka na dalszy 2z punktéw Apolloniusza (w preypadku réwnej
odlegtosci obu punktéw Apolloniusza, na ktérykolwiek).

Dowé6d. Jedli poscig odbywa sig metody 8%, to w mysl
twierdzenia 5 i lematu 3 torem wucieczki bedzie wektor % lezacy
migdzy dodatnimi zwrotami wektoréw (AC i ﬁ) Iacezacych $ciga-
jacych z uciekajacym, zaczepionych w miejsen, w ktérym znajduje
sig uciekajacy. Niech P oznacza prosty laczacy wuciekajacego
z punktem Apolloniusza (jak latwo zobaczyé, przy ucieczce na
punkt Apolloniusza i poscigu metods 81, schwytanie nastapi
_ 'w punkcie 4p). Gdyby wektor w nie lezat na prostej p, to z jednym

z wektoréw AC lub BC tworzylby kat wigkszy niz tworzy prosta p,
a zatem, jak wynika z uwag po lemacie 2, wektor @ bylby gor-
szym torem wucieczki niz prosta p.

Z drugiej strony jest oczywiste, ze uciekajacy, kierujacy sie
na punkt Apolloniusza, zadnag metoda nie moze byé wezedniej schwy-
tany niz w punkcie Apolloniusza, c.b.d. o.

Powréémy teraz do trudnosei, o ktérej wspomnieli$my na po-
czatku, tj. do przypadku, kiedy istnieja dwa réwnouprawnione
punkty Apolloniusza. Odpowiada to wspotliniowogei wszystkich
trzech statkéw. Poprzednio stosowana metoda poscigu staje sie
wowezas nieokreslona. Istnieje wtedy najlepsza metoda pogeigu
W sensie szerszym. Uzyskujemy ja np. fcigajac metody przedssa-
wiong w niniejszej czedci pracy ‘opéZniony o Ai/2 obraz uciekajgy-
cego, ktéremu przypiszemy predkodé wyznaczong z polozeri ucieka-
jacego sprzed czasu Atf2 i At.

Czasu réwnego czasowej odleglogei od punktu Apolloniusza
zadna metoda poscigu zagwarantowaé nie moze. Wynika to z tego,
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ze uciekajacy moze ruszyé w kierunku na dowolny z dwéch punktow
Apolloniusza, $cigajacy za§ musieliby wtedy ruszyé w kierunku
‘na ten sam punkt, a nie majac zadnej informacji o kierunkn ucieczki
muszg zdecydowaé o wyborze niezaleinie od decyzji uciekajacego.

W przypadku kolineacji istnieje wiec najlepsza metoda podeigu,
ale tylko w sensie szerszym.

Najlepsza metods ucieczki w przypadku kolineacji jest ucieczka
w kierunku na jeden (obojetne ktéry) z punktéw Apolloniusza.
Wynika z tego, ze kazde odchylenie si¢ od tej metody w mysl do-
wodu lematu 2 jest szkodliwe dla uciekajgcego, jesli Scigaja go
metods, o ktérej mowa w cytowanym lemacie. W niniejsze] zag Sy-
tuacji dysponujemy dowolnie dobrg aproksymacja tamtej metody
poscigu.

Nalezy zwrécié uwage na to, ze PoWyZsze rozwazania dotycza
przypadku, gdy kolineacja zaszla na poezatku poseigu. Jesli bowiem
statki niewspoélliniowe na poczatku poscigu znalazly sie w kolinea-
¢ji w ozasie jego trwania, to w mysl twierdzenia 3, statki zblizyly
sig do punktu Apolloniusza bardziej, anizeli zblizylyby sie, gdyby
uciekajacy stale uciekal na punkt Apolloniusza. Wtedy kolineacja
nie powstalaby, jesli nie bylo jej na poczatku, a zatem, mimo ze
$cigajacy sg zmuszeni od chwili, gdy powstala kolineacja, stosowaé
aproksymacyjne metody poscigu obarczone pewnym bledem, to jed-
nak, poniewaz blad moze byé¢ tak maly, jak chea, mogg wynikly
stad strate uczynié mniejszg od zysku, jaki osiggneli na czasowej
odleglogei od punktu Apolloniusza dzigki temu, ze uciekajacy do-
prowadzajac do kolineacji, odehylil sig od najlepszej metody ucieczki
(jedynej najlepszej metody ucieczki, jak wynika z dowodu twier-
dzenia 3).

Zakonczenie

Streszezajac wyniki niniejszej pracy zauwazmy, Zze zawsze
istnieje najlepsza metoda ucieczki (ucieczka w kierunku na dalszy,
w przypadku réwnoodlegtodei — na ktérykolwiek z dwoéch punk-
téw Apolloniusza).

Najlepsza metoda poscigu istnieje tylko wtedy, gdy statki nie
znajduja sig na jednej prostej. (Jest nia poseig na dalszy z punktow
Apolloniusza, jedli uciekajaey nie doprowadszi do kolineacji, zreszta
niekorzystnej dla niego. Wtedy uciekajacy muszg stosowaé pewne
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metody aproksymacyjne, jak np. przedstawione w poprzedniej
czedcl pracy.)

W przypadku kolineacji na poczatku podcigu istnieje najlepsza
metoda podeigu tylko w sensie szerszym. (Mozna zagwarantowaé
czas dowolnie bliski pewnego czasu granicznego, ktorego jednak
dokladnie zadna metoda nie gwarantuje.)

Na zakohczenie mozna jeszeze wspomnieé, ze wyniki zawarte
w poprzednich rozdziatach daja sie uogdlnié¢ na przypadek m {ciga-
jacych w przestrzeni n wymiarowej, je§li m<{n lub slabiej, jesli
uciekajacy nie jest otoczony przez $cigajacych, tzn., ze przez ucie-
kajacego daje sie przeprowadzié¢ przestrzen m—1 wymiarowa, tak
by rozcigla przestrzen » wymiarowa na dwie poélprzestrzenie i by
wszyscy S$cigajacy lezeli w jednej z mich.

Analogicznie do powyzszej teorii mozna zbudowaé teorig po-
$cigu z uwzglednieniem obstrzalu, kiedy celem poscigu nie jest
schwytanie uciekajacego, lecz objecie go zasiegiem daziat, a wige
pewne zadane zblizenie sie.

Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk

{Praca wplynela dnia 16.3.1953 r.)

A. BEMB A (Bponaas)
. BJEMEHTAPHAA TEOPHA IIOTOHH

PESIOME

Temolt paGoTH ABIAETCA MOTOHA ABYX 2JIeMEHTOB 3a OJHUM. ABTOp onpe-
JejAer HAUIYYIUe METOXH IOTOHM M moGera mpefmojarad, YTO 3TH 3IEMEHTH
B KamIOM MOMEHTe BpeMeHH BHAIOT CBOe BBAMMONOIOMeHMe U abCoMOTHOS
3HAYEHHE MAKCHMANBHHX cropocTell. IIpH HKOHKpETHO BagaHHX MAKCHMANIb-
HHX CKOPOCTAX M HAYARBHOM MeCTOHOJNOMEHUH DJIEeMEHTOB ONpeJelIAeTCA CPOR
FapaHTHPOBAHKIK JAHHEHM METONOM IOrOHH KAK TOYHAA HHMKHAA TPaEUIA Ta-
KHX IIPOMEKYTKOB BpeMeHM fy, uTo yGeramomuili mpum mioboMm MeTome moGera
Gyner nofiMaH B IPOMEKYTKe BPEMEHM He NPEBOCXOMAINUM by, €CHIM Mpeciexyio-
mue MOIB3YIOTCA 3THM MeTOJO0M IIOT'OHH.

Haugyymmum MeTORXOM MOrOHH HA3HBASTCA METOJ IapaHTUpyHmui KparT-
Yol Cpox. ‘

AH2IOrMYHO oOIpejaendAeTcA Hamaydmmii Merofl moGera Kak Takoi, Korto-
pHIt rapaHTEpyeT MIMHHelmuit cpox mobera, IpmyeM CPOKOM TApAHTHPOBA-
HEIM JAHHEIM METOAOM Hmo0era HA3HBaeM TOYHYIO BEPXHIOW PAHNIY TAKHX HpPO-
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MEKYTHOB BPEMEHM {y, YTO Npeciefylliue HpH JI060M METOJLE IOTOHM He TOH-
MAIOT yAMDPAIOIEro PaHBLe CPOKA fy, €CIU TOT HOJB3YETCH DTUM METOLOM IIO-
Gera.

BpemeHHLIM paccrosHMeM TOYKE O NAHHOTO 2J6MEHTA HAZBBAEM npo-
MEMYTOK BPEMEHM, HeOOXOXUMBIH JJIA TOTO, YTOGH DIEMEHT ITPOIIeN OTPEe3OK
UpAMON coefmHABINEH ero ¢ 5ToH TouYKoN.

I'eomerpuyeckoe MecTo Touek BpemeHHO PaBHOOTCTOAIIEX OT ABYX dJle-
MEHTOB C PAa3JIMYHBIMH CKOPOCTAMH ONpEAEIAETCH KPYTOM, HASHBAEMBIM KpYy-
romM ANOJNoHHA.

IIyers 8, u 9, oGosmauaer npecieaymoiiue 3JIeMeHTH, a U — 3jeMeHT
npecaenyemuii. YepTum pBa anolNoHMeBH Kpyra 3JeMeHTOR S,U n 8,U n o6o-
3HAUaeM 4epes Ap (aNOJUTOHMEBA TOYKA) Ty M3 ABYX TOUEK nepecevYeHns TUX
Kpyros, KOTOpAA HAaXOAUTCHA AAJbIIE OT aileMenrta U. '

Haumnyuymmum merojom mnoronm sBaserca morous CTPeMANIEACA K Aalox-
JOHMEBOH TOYKE, a HAWIYYIIMM MeTOZoM Tmobera — moGer HANpaBIeHKBHIH
K amoJJ0HUEeBOd ToYKe.

BEecan anonnonmeBsl Kpyru He IepecaraloTcs mam ecau siemeAT U JeskuT
BHE TpeyroJbHHKA S,8,4, (anodjonnes TPeyroiabHHK), TO HOTOHS CBOLUTCA
¥ 0aHATBHOMY CIy4Yal MOPOHH OHOTO DJIEMEeHTA 34 OHHM.

BolnrenpuBeeHHOM TeOpeMe aBTOpP IOCBAIAET mepRy0 4acTh paboTh
1 BCTynieHue, IJe NPUBeJeHH NPUMEPH HA NPUMEHEHWE DABHHIX METOZOB I10-
roHn u molera w cpaBHeHHe MX C HAWTYYMIHMHU (uepT. 4-7).

Bropas wacrs paGoTH mocBAIeHA CAYYal0 KOMJIMHEANUH BCEX Tpex sJje-
menToB. Torpa obe TOUKM IMepecedeHMA ANOIIOHUHEBHX KPYIOB PABHOOTCTOALLK
oT mpecieayeMmoro U M HAUIyYmui MeTOR HOTOHM He cyuiecTByer - (Hamayy-
Wil MeTox moGera — moGer B HANpPABICHMH K J0GOH M3 dTUX ABYX TOYEK).

IIpecnenywimue MOryT OZHAKO NP NOMOINM MPHGIHKEHHEX MeTooB
IOoroHM 00eCcledHTh AJA ce6fA CPOK MPOU3BOJBHO OIMBKHN K HEKOTOpPOMY mnpe-
AeJIbHOMY CPOKY, ROTOPOro TOYHO He 00eCHEYHT HHKAKOK MeTon.

Ecau onnakxo B Havase moronn He GHUIO KOJIMMHEALMH, TO He COCTOHT OHA
B IO3:Ke, eCaU TONbKO 00e CTOPOHH: MpecleAyWINAas M npeciefyeMas IOJb-
8YIOTCA HAMIYYIIMMH METORAMH, TAK KaK MPECIeAYEMOMY HeBHITOJHO B HOCIeN-
HAM cCYeTe CO3/aTh XJONOTAMBY XJS NPeCiHefYIOUUX CHUTYANHIO KOJJIHHea-
nvu,

Haxomen asrop sameuaer, uTo pesyabTaTs sTu NMPpEMEHUMBl K MHHM CMET-
HEIM 33734aM, W TaKikKe [EPEHOCATCA B NPOCTPAHCTBA ¢ OOJLIKMM YHMCIOM HU3-
MepeHni,

A. ZIKEBA (Wroclaw) .
ELEMENTARY THEORY OF PURSUIT

SUMMARY

The subject of the paper is the pursuit of one element by two elements.
The author determines the best methods of pursuit and escape, assuming that
the elements, at every moment, know each other’s position and the absolute

Zastosowanis, Matematyki I 5
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value of maximum rates of speed. For definite maximum speeds and initial
positions the time ensured by a given method of pursuit is defined as the lower
imit of such times ¢, that, no matter which way the escaping element runs,
it will be caught by the pursuers using that method in a time not longer
than t. '

The best method of pursuit is that which ensures the shortest time.

The best method of escape is defined, in a similar way, as that which
ensures the longest time of escape: the time ensured by a given method of
escape is defined as the upper limit of such times z that, no matter what met-
hod of pursuit is used by the pursuers, the escaping element (if it uses that
method of escape) will not be caught until the time f; is over.

The time-distance of a point from a given element is the time needed
by the element to pass along the segment joining it with that point.

The set of points temporally equidistant from two elements of different
speeds forms a circle which is called their Apollonius’ circle.

Let us denote the pursuing elements by 8; and S, and the escaping ele-
ment by U. Let us draw the Apollonius’ circles of the elements S,U and S,U
and denote that one of their intersection points which is farther from U by 4,
(Apollonius’ point). '

The best method of pursuit is the pursuit in the direction of the Apolle-
nius’ point, and the best method of escape is the escape in the direction of the
Apollonius’ point.

If the Apolloniug’ circles do not intersect, or if the element U is beyond
the Apollonius’ triangle (the triangle §,8,4,), the pursuit is reduced to an
ordinary case of one element pursuing one element.

The above theorems are discussed in the first part of this paper and in
the introduction, which includes examples of applying various methods of
pursuit and escape as compared with the best methods (Figs. 4, 5, 6, 7).

The second part of the paper deals with the case of colinearity of all
three elements. Both intersection points of the Apollonius’ cireles are then
equidistant from the escaping U, and the best method of pursuit does not
exist. (The best method of escape in that case is the escape in the direction
of any of those two points}.

However, the pursuers can ensure, by means of approximate methods
of pursuit, a time arbitrarily near a certain limit time, which, however, no
method can ensure with accuracy.

Still, provided there was no colinearity at the beginning of the pursuit,
it will not arise later if both sides, the escaping one and the pursuing one, use
the best methods, because, however perplexing the situation of colinearity
is for the pursuers, it is of no advantage for the escaping side to create it.

Finally the author observes that the same results can be extended to
various cognate problems, including spaces of a greater number of dimen-
sions.



