A. ZIEBA (Wroclaw)

ELEMENTARNA TEORIA POSCIGU

Wstep

Praca niniejsza jest poswiecona zagadnieniu, ktére juz dawno
postawil H. Steinhaus?). -

Przypu$émy, ze na nieograniczone] plaszczyznie znajduja sie
dwa statki, 'z ktorych jeden 8 $ciga drugi statek U. Chodzi o to,
jaka metode podeigu powinien stosowad statek scigajacy, aby schwy-
taé uciekajacego w czasie mozliwie krétkim, oraz o to, jakg metode
ucieczki powinien stosowaé uciekajacy, aby zagwarantowaé sobie
mozliwie dlugi czas ucieczki. Zakladamy, ze statek Scigajacy ma
wigksza predkodé od statku uciekajacego. ,

Najlepszg metods poseigu jest, jak zauwazyt Steinhaus,
poscig w kierunku uciekajacego, najlepsza metoda ucieczki jest
ucieczka od $cigajacego. Wyjasnienie, co nalezy rozumieé przez
najlepszq metode, znajdzie czytelnik w teoretycznej czesdei naszej
pracy. Przy zalozeniu pierwszej czefei tezy prawdziwosé drugiej
wynika z tego, ze wtedy rdéznica rzutéw predkosdei statkow na
prosta je lgczaca jest minimalna (zatem uciekajgey nie ma lepszej
metody ueieczki), prawdziwosé za§ pierwsze] czedci tezy wynika
z tego, ze, jak latwo zauwazyé (réwniez rzutujac predkosei), gdy
uciekajacy stosuje powyzszg metode ucieczki, nie ma lepszej me-
tody poscigu niz przedstawiona w tezie twiefdzenia.

Przypusémy teraz, ze dwa statki maja schwytaé trzeci na ot-
wartym morzu. Zakladamy, ze statki obserwuja sie wzajemnie,
tzn. ze kazdy zna polozenie kazdego w kazdej chwili, oraz ze kazdy
z nich zna najwiekszgs mozliwg predko§é swoja i pozostalych.

Chodzi o to, jak maja plynaé statki scigajace, aby schwytaé
statek uciekajacy jak mnajwezedniej, i o to, jak powinien plyngé
statek uciekajacy, aby zostal schwytany jak najpézniej. Przez

1) H. Steinhaus, Definicje polrzebne do teorii gry i pobcigu, Zlota Mysl
Akademicka, Lwéw 1927.
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schwytanie rozumiemy schwytanie statku co najmniej przez jeden
ze gcigajacych statkow.

Podcig jest gra. Niejednokrotnie w historii matematyki gry
byly punktem wyjseia nawet bardzo powaznych teorii matematycz-
nych, jak np. rachunku prawdopodobienstwa, ktory znalazt pézniej
olbrzymie zastosowanie w statystyce, w przemysle, w fizyce itd.
umozliwiajae osiagnigeia nieporéwnywalnie wieksze od tych, jakich
mozna sie bylo spodziewaé po teorii gier hazardowych.

Teoria podcigu jest teoria mowa i trudno dzi§ przewidzieé jej
dalszy rozwéj. W kazdym razie trzeba zwrécié uwage na faks, ze
wiele podstawowych zjawisk ekonomicznych i biologicznych ma,
z matematycznego punktu widzenia, cechy gry poseigowej. Odnosi
sie to nie tylko do zjawisk, w ktérych wystepuja elementy antago-
nistyczne (strony przeciwne), ale i takich, w ktérych partnerzy
wspoélpracuja.

Rozwazanie tak ogélnego problematu byloby w tej chwili przed-
wozesne i dlatego bedziemy moéwié o podcigu w potocznym intuieyj-
nym znaczeniu, tzn. o takim, z jakim maja do czynienia chiopey na
boisku, okrgty na morzu, czy mysliwi na polowaniu. Jednak trzeba
pamietaé, ze jest to -ilustracja na prostym przykladzie o wiele
ogoblniejszego zagadnienia matematycznego, taka, jak przyklad urn
napelnionych kulami biatymi i czarnymi na pierwszej stronicy
ksigzki o rachunku prawdopodobienstwa.

Rozwazania matematyczne nad teorig poscigu 83 dosyé zmudne
i skomplikowane. Dlatego czytelnikowi, ktérego interesuja raczej
jej zastosowania, podajemy na wstepie gléwne wyniki teorii poscign
i ich zastosowania na przykladach.

Precyzyjne, matematyczne definicje - wystgpujgcych tu pojeé
znajduja sie na poczatku dalszej ozeSci pracy, przeznaczonej dla
ezytelnikow mteresuga_.cych sig matematyczna; strong teorii poscigu.

Przypuéémy, ze mamy dwa statki § i U o predkosciach wv,
i v, i wspOlrzednych (z,,4,) 1 (%y,Yu)- Rozwazmy zbiér punktéw,
z ktérych kazdy ma te wlasnosé, ze gdyby statki 8 i U ré6wnoczesnie
zaczely pltyngé w jego kierunku, to przyplynelyby do niego réwmno-
czednie. Niech taki punkt ma wspéhrzedne (v,y). Wtedy jego od-
leglodei od statkow 8 i U wynosza

Vie—a) +(y—9)2 i V{e—2)+ (¥ — )%,
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a czasy f, i 1, potrzebne na osm,gm@cle go przez statki 81 U wyraza
sie wzorami .

V@2t (g —y,) . V@ e =
° Vs ’ v vy

Poniewaz z definieji punkbtu (z,y) czasy te sa réwne, wige
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Wynika z tego, ze rozwazany zbidr punktow jest kolem, bo wspol-
czynniki przy #% i y® sa réwne i nie ma wyrazu Zawierajacego
iloczyn «y. Srodek tego kola lezy na jednej prostej ze statkami
nie przedzielajac ich, blizej tego ze statkéw, ktéry ma mniejsza
predkodé. Kolo to nazwiemy kotem Apolloniusza statkow S8 i U.
Statek majacy mniejszg pr@dk.oéé lezy Wewnaétrz tego kota, po-
zostaly — zewnatrz.

Przypuiémy, ze mamy dwa statki 8,1 8,, ktére maja schwytaé
trzeci statek U o mme]sze] od nich pr@dkoécl Pyta,my 0 najlepszg
metode podeigu i o naglepszag metode ucieczki w sensie uprzednio
okreélonym

Wykreélmy kola Apollomusza statkow 8, i U oraz S2 iU.
Kola te przetng si¢ na ogél w dwoch punktach, ktére nazwiemy
punktami Apolioniusza (por. rys. 1).

Podstawowe twierdzenie teorii podcigu orzeka, ze najlepszg
" metodg poscigu jest skierowanie sig obu cigajacych na dalszy punkst

Apolloniusza, a najlepszg metoda ucieczki jest réwniez podazanie
w kierunku dalszego punktu Apolloniusza. :

Zauwazmy, ze punkt Apolloniusza zalezy od polozenia stat-

k6w $cigajacych i uciekajacego, a jesli bedzie sig zmieniat w czasie,
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wowezas tor zakre§lony przez statek stale kierujacy si¢ na niego
nie bedzie prostoliniowy. Mozna jednak wykazaé, ze jesli obie strony
(Scigajaca i uciekajgca) stosuja najlepsze metody poscigu, punks
. Apolloniusza jest w czasie
niezmienny i torami statkéw

At 83 proste.

Twierdzenie to wymaga
jednak pewnych komenta-
rzy. Po pierwsze, moze sig
zdarzyé, ze kola Apolloniusza
odpowiadajace parom S,U
i 8;U nie przecinajg sie.

K2 Wtedy jedno kolo lezy wew-
ngtrz drugiego (rys. 2); zew-
nabrz siebie nie mogg lezed,

°Ss gdyz punkt, w ktérym znaj-

' duje sie uciekajacy U lezy

wewnatrz obu tych kél. Wow-

czas najlepsza metods uciecz-

ki jest ucieczka przed tym

?osf statkiem, ktéremu odpowia-

Rys. 1 da kolo wewnetrzne, w kie-

runku od niego, nie liczae

sie zupelie z drugim statkiem Scigajacym, a najlepsza metods
podcigu jest poseig dokladnie w kierunku uciekajacego.

Po drugie, gdy uciekajacy znajduje sig na odcinku laczacym
$cigajacych, oba punkty Apolloniusza sa réwnoodlegte od kazdego
statku, co stanowi nows trudnosé. Najlepsza metoda ucieczki jest
wowezas ucieczka w kierunku ktéregokolwiek z nich. Dokladnej,
najlepszej metody podcigu wtedy nie ma. Scigajacy musza chwile
At jecha¢ w kierunku uciekajacego i, je§li uciekajacy w ciagu tego
czasu opusei Igezacy je prosta, plynaé w kierunku teraz juz jedno-
znacznie wyznaczonego punktu - Apolloniusza. Jedli uciekajacy nie
opusci tej prostej, Scigajacy powinni ptynaé przez nastepns chwile
At -w kierunku uciekajacego; jesli po uplywie tej nastepnej chwili
uciekajacy nie znajduje sie na prostej laczacej scigajacych — skie-
rowaé sig na punkt. Apolloniusza; je$li uciekajacy weiaz jeszcze
znajduje sig-na prostej,.o ktérej mowa, znowu przez czas At ptynaé
W jego kierunku itd., péki uciekajgey nie opusei prostej lub nie
zostanie sechwytany.
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Taka metoda poscigu, gdy przy]@c At dostatecznie male, gwa-
rantuje $cigajacym czas dowolnie bliski pewnego czasu gra,mcznego
ktérego jednak dokladnie
zadna metoda im nie za-
gwarantuje. o

Jednak tym przypad-
kiem, jako wyjatkowym, nie
bedziemy gi¢ na razie zajmo-
wali, tym bardziej, ze praw-
dziwe jest twierdzenie, iz
jezeli wspomnianej wspotli- Ky
niowogeci nie bylo na poczat- '
ku poscigu, to nie moze sig

ona zdarzyé i poéZniej, jedli ‘ &
obie strony stosuja poprawne  #

metody. Uciekajacy dopro- ©F, /

wadzajae do wspélliniowo- S

$ci ponosi przez to wiokszg
strate od zysku, wynika- Rys. 2
jacego dla miego z Kklopo-
tu, jaki $cigajacym sprawia wspomniana wspélliniowosé.

Po trzecie, jesli narysujemy tréjkat Apolloniusza, wyznaczony
przez polozenia obu statkéw $cigajaeych i punkt Apolloniusza,
statek uciekajacy za§ leiy
poza tym tréjkatem (rys. 3),
to, jak poprzednio, najlepsza
metoda ucieczki redukuje sig
do ucieczki przed jednym
statkiem nie liczgc si¢ z dru-
gim, a mianowicie przed tym,
‘ktéry ma te wlasnosé, ze
prosta laczaca go z punktem
Apolloniusza oddziela ucieka-
2 1 d drugiego S$cigaja-

gcego o gieg ga)a

°51 , cego statku. Najlepszg me-

Rys. 3 todg posecigu " jest poscig

’ w kierunku uciekajacego. -

Przejdzmy teraz do przykladéw.
Przypusémy, ze dwa wspéldzialajace okrety, kraezowmk 81
o szybkogei 30 weztéw i lekki krgzownik 8, o szybkosei 25 wezlow,
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odlegle od siebie o 14 mil zauwazyly nieprzyjacielski kontrtorpe-
dowiec znajdujacy sig w odleglogci 10 mil od krazownika 8, i 8 mil
od lekkiego krazownika §, (rys.4). Krazowniki rozpoznawszy po
typie przeciwnika jego najwigksza predkosé (20 wezléw) wyznaczyly

A
/N
/ 1

/ T
\

S
Rys. 4

punkt Apolloniusza i roz-
poczely poscig najlepsza
metoda, tj. skierowaly sie
znajwiekszg mozliwg pred-
kodciy na punkt Apollo-
niusza. Kontrtorpedowiec
réwniez zauwazyt i roz-
poznal przeciwnikéw i za-
cz3t nciekadé metods, ktéra
jemu wydala si¢ najlepszsy,
a mianowicie prostopadle
do prostej aczacej $ciga-

. jacych w kierunku od niej.

Rys. 4 przedstawia
tory poscigu i ucieczki od-
powiadajace takim meto-
dom poseign i wuecieczki
(z niewielkimi niedok}ad-
nofciami powstalymi przez

- wyznaczenie punktu Apol-

loniusza co pewien krotki
czas zamiast bez przerwy
— stagd zalamania toréw).

Linia przerywana (kre-
ska kropka) przedstawia
jeden z aktualnie wyzna-
czonych bokéw tréjkagta
Apolloniusza, mianowicie
ten, przez ktory kontrtor-
pedowiec wyjechal z wne-
trza tréjkata Apolloniu-

sza. Z chwily przejfcia uciekajacego przez . te linie, dcigajacy
rozpoczeli, zgodnie z przepisem najlepszej metody poscigu, poscig
w kierunku uciekajgcego. Tory posecigu i ucieczki moze czytelnik
porownadé z torami, jakie powstalyby, gdyby uciekajacy stosowal































































