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0 NUMERYCZNYM OBLICZANIU ROZKLADU LICZBY JEDNOSTEK
W SYSTEMIE M/M/1

1. Wstep. Zgodnie z symbolikag D. G. Kendalla symbol M [ M /1 ozna-
cza jednokanatowy system obstugi masowej z poissonowskim strumie-
niem zgloszen o stalej intensywnosci 4 i wykladniczym rozkladem czasu
obstugi z parametrem u.

Niech N(f) oznacza liczbe jednostek znajdujacych sie w systemie
w chwili ¢ (lacznie z jednostkg znajdujaca sie w kanale obstugi). N (t)
jest procesem Markowa o przeliczalnej liczbie stanéw. Prawdopodobieii-
stwa standéw speiniaja nieskonczony uklad réwnan rozniczkowych (p. np.

Saaty [7], str. 88)

a) Bl = AP0+ uPi(0),
Pi(t) = P, ()= A+ WP+ uPeis () (k =1,2,...).

Uklad réwnan (1) mozna rozwigzac¢ jednoznacznie zakladajae, ze
znany jest rozklad {P,(0)} stanow systemu w chwili poczatkowej t = 0.
Wprowadzajac funkcje tworzaca

Pz, 1) = D Py(1)2F
k=0

rozkladu {P,(t)}, uklad (1) mozemy sprowadzié¢ do jednego réwnania
rézniczkowego

0P(z,1)
z,—

Fram (1—2)[(u—22) P (2, 1) — uPy(1)].

(2)
Warunkiem poczatkowym dla réwnania (2) bedzie funkeja P(z, 0).
Przyjmijmy najprostszy warunek

(3) P(z,0) =2

Zastosowania Matematyki XI, 4. 4
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ré6wnowazny zatozeniu, ze N (0) = ¢ z prawdopodobienstwem 1. Przy
takim warunku poczatkowym rozwigzaniem rownania (2) (p. [7], str. 93)
jest

7i~k . P i—k+1 o
(4) Pk(t>=e—“+”>‘[(]/7) Ik_i(mutw(]/ﬂ T, i (2VAut)+

+(1—%)(%)k Zm’ (]/—%—)nln(zu/ﬁt)] (k=0,1,...),

n=k+i+2
gdzie
L) = 3 W
¢ i il (i4k)!

jest zmodyfikowana funkecja Bessela pierwszego rodzaju rzedu k.
Jesli o = Afu<1, to w (4) mozna przej§é do granicy przy t — oo,
co daje rozklad graniczny postaci

(5) P = lmP;(t) = Qk(l_g) (k=0,1,...).

t—o00

Z () widzimy, ze przy ¢ dazacym do nieskonczonosci rozklad praw-
dopodobienstw stanéow systemu dazy do rozkladu geometrycznego nie-
zaleznie od stanu poczatkowego w chwili ¢ = 0. Latwo sprawdzié, ze
funkeje' stale

(6) pe(t) = " (1—0) (k=0,1,..)

spelniaja uklad réownan (1). Jefli wiec przyjmiemy graniczny rozklad (5)
jako warunek poczatkowy w ukladzie (1), to otrzymamy jako rozwigza-
nie state prawdopodobienstwa (6) i proces stochastyczny N (¢) bedzie
stacjonarny. O systemie obstugi bedziemy wtedy moéwili, Ze pracuje
w warunkach stacjonarnych.

Wobec zbieznogei (5), dla systemu, w ktérym o = A/u < 1, mozna
przyjac¢ rozklad graniczny jako przyblizony rozklad prawdopodobienstw
stanéow w chwilach odlegtych od chwili poczatkowej. Dla momentéow
bliskich zera musimy uwzglednié zalezno$é¢ rozkladu prawdopodobienstw
od czasu. Tu jednak, przy korzystaniu z wzoru (4), wystepuja istotne
trudnosci natury rachunkowej.

W niniejszej pracy przedyskutujemy dwie metody przyblizonego obli-
czania tych prawdopodobienistw, a takze podzielimy si¢ pewnymi spo-
strzezeniami o szybkosei zbiezno§ci rozkladu {P,(t)} do rozkladu gra-
nicznego.
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2. Metoda bezposrednia. Metoda ta wykorzystuje do obliczerr nume-
rycznych wzor (4). Dla ustalonych parametréw 4, u i dla dowolnej chwili
t =T pozwala ona wyznaczyé rozklad {P,(T)} bez wyznaczania roz-
ktadéw w chwilach weze$niejszych t < T.

W dalszych rozwazaniach przyjmiemy, ze w chwili poczatkowej
system jest pusty, a wiec podstawimy ¢ = 0 w warunku poczatkowym (3)
i we wzorze (4).

Aby wykorzysta¢ wzor (4) do numerycznych obliczenr, musimy za-
stapié wystepujagca tam sume szeregu nieskonczonego pewng sumg skon-

czong
M —_ n
(/2 neavan,

n=~k+2

gdzie M jest dostatecznie duzg liczba naturalng, taks ze blad spowodowany
obcigciem sumy nieskoriczonej jest maly. Waznym zagadnieniem jest
oszacowanie tego bledu dla ustalonego M, bowiem razem z bledem przy-
blizonego obliczania warto§ci funkeji Bessela wyznacza on btad bezpo-
Sredniej metody obliczania prawdopodobienistw P, (). Takiego oszaco-
wania bledu, dobrego dla szerokiego zakresu wartosci parametréw i > 0,
#>01i0<1t< oo, nie udato si¢ znalezé. Wydaje sie jednak, ze opisane
tu postepowanie wyznacza rozklady prawdopodobienstw z dokladno$cig
wystarczajaca w praktyce.

Zajmiemy si¢ najpierw obliczaniem warto$ci zmodyfikowanych funk-
cji Bessela pierwszego rodzaju. Poniewaz beda nam potrzebne wartosci
funkeji I, (z) dla kK =0,1, ..., M, wygodnie bedzie obliczaé je rekuren-
cyjna metodg Millera [5].

W metodzie tej dla ustalonego x i dla duzej liczby naturalnej L
tworzymy cigg

2(k+1) _,
2( - D @ —L—1,L—2,...0)

(1) Ii(@) = I, (@) +

przyjmujae, ze I7,,,(#) = 0 i I7(x) = 1. Nastepnie obliczamy przyblizone
wartosel funkeji Bessela I,.(x) ze wzoru

(8) Ik(x) ZIZ(:)?)/K(JU) (7” :0717'°',L)’

gdzie czynnik K (x) mozna wyznaczyé [1] z warunku

1 =I(x)+2 ) (=1, ().

k=1
Stad mamy w przyblizeniu

L
(9) K(x) = I3 ()+2 D (—1)I}(2).
k=1
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Opisane postepowanie bedziemy stosowali do obliczania warto$ei
funkeji I, (x) dla matych argumentéw x. Dla duzych argumentéw x war-
toSei funkeji I (x) bedziemy obliczali z wzoru

X

(10) I(@) = 73:Rk(w),
2nx

gdzie
4n?—1  (4n?—1)(4n2—3)
1!8% 21(82)2 a

(11) R, (%) ~ 1—

(p. [3], str. 3).

Warto§ei funkeji pomocniczych R, (x) dla ke[0, 20] mozna znalezé
w tablicach Foxa [3]. Dla naszych celow ten zakres parametru k nie jest
wystarczajacy, wiec opierajac sie na informacji Foxa, zawartych we wstepie
do cytowanych tablic, wartoSeci funkeji R, (x) bedziemy obliczali z wzoru

(12) Ry(z) = I (x)/B(x) (k=0,1,..., L),

gdzie czynnik B(x) wyznaczymy z wzoru (12) obliczajac jedng z wartoSci
Ry (z), np. Ry(x), z wzoru (11).

Przy obliczaniu Ij(x) liczba naturalna L nie moze byé zbyt mala.
Jefli wezmiemy L za mate, to otrzymamy wartosci funkeji Bessela z du-
zymi bledami. W praktyce liczba L nie moze tez byé zbyt duza, bo grozi
to powstaniem nadmiaru w obliczeniach na maszynie cyfrowej, a doklad-
nofci nie mozna nieograniczenie poprawia¢ ze wzgledu na kumulacje
btedu maszynowego.

W praktyce wybieramy pewne liczby naturalne L, i H i obliczenia
powtarzamy dla wartosci L; tworzgcych postep arytmetyczny L; = L,
+(—1)H (j =1,2,...), tj. dla kazdego j obliczamy wartosci funkeji

r@) (k=0,1,..., L.

Gdyby ostatecznym celem rachunku bylo wyznaczenie wartosci zmo-
dyfikowanych funkeji Bessela, nalezaloby sie teraz zastanowié, dla ja-
kiego j = s przerwiemy postepowanie przyjmujac ostatecznie, zZe

I () = Ii(=).

Poniewaz jednak szukamy rozkladu prawdopodobienstw (4), wiec
réwnocze$nie z ciggiem I}(z) przyblizen wartosci funkeji Bessela two-
rzymy ciagg przyblizen

T\ —k . TN —k+1 .
(13) Pi(t) = 0+ [(]/ %) i(ZVlﬂt)Jr(]/ %) T, @Vt +

(-2

n=k+2
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Niech
[¥]

Fi(y) = D Pi()
k=0

oznacza cigg przyblizen dystrybuant stanu systemu N (¢). Jako odleglo$é
dwu sgsiednich rozkladéw z ciggu (13) przyjmijmy wielkogé
(14) d; = max |Fj(y)—F " (y)|,

0<y<L,
gdzie ze wzgledu na to, ze funkcje Fi(y) sa przedzialami state, maximum,
wystarezy szukaé¢ w skoriczonym zbiorze liczb caltkowitych.

Jesli dla pewnego s jest d; < ¢ (gdzie ¢ > 0 jest z géry dang liczbg),
to przyjmujemy, ze odpowiedni rozklad {P;(?)} jest juz dostatecznie
bliski szukanego rozktadu {P;(?)} i zadowolimy si¢ w praktyce uzyskanym,
przyblizeniem.

Wprowadzona definicja odleglo$ci dwu sgsiednich rozkladéw z ciagu
(13) ma te wade, ze wymaga sporo dodatkowych obliczen. Sprébujemy
wiec zastapié ja inng definicja.

Poniewaz warto$ci funkeji I,(x) przy ustalonym o malejs wraz ze
wzrostem k (p. [6]), fatwo jest wykazaé, ze gdy >0, u >0, Au< 1,
to dla ustalonego t = T jest P, (T) > P, ,(T). Pozwala to przypuszezad, ze
prostsza do obliczania odleglo$é

(15) D; = |Pj(t)—P) (1)

rézni si¢ mato od odlegloSci d; (patrz tablica 1).

TABLICA 1. Odlegloéci d; i D; zdefiniowane wzorami (14) i (15) dla réznych war-
tosci parametréow A, u, T oraz H = 20.

Nr przy- A u T £ L, s dg-108 { D,-108
kladu
1 1 5 0,3 0,00001 20 1 42 34
2 1| 5| 04/ 000001 | 20 [ 1 595 476
3 1 5 0,5 0,00001 20 2 nadmiar zmiennoprzecinkowy
4 1 5 2 0,0001 40 1 1 1
5 1 (5] 38 | 0,000l 40 | 1 3781 3025
6 1 5 5 0,0001 40 2 22 17
7 2 5 3 0,0001 40 1 691 414
8 3 5 3 0,0001 40 1 121 48
9 4 5 3 0,0001 40 2 21 4

Opisany algorytm wyznaczania rozkladu prawdopodobienistw nie jest

skomplikowany, a wiec napisanie programu na maszyne cyfrowa jest
sprawg prosta. Pewne trudnofci moze natomiast sprawié ustalenie war-



tosci parametréow L,, H i e. Trudno podaé tu konkretny przepis na wybér
wartoSci tych parametréow. Sprobujemy jedynie sformutowaé¢ pewne
wnioski na podstawie probnych obliczen (przeprowadzonych na maszy-
nie cyfrowej Elliott 803).

W naszej praktyce stosowaliSmy nastepujaca zasade wyboru H: dla
matych argumentow ¢ = 2l/l,uT przyjmujemy H ¢[10, 20] a dla duzych(?)
argumentow przyjmujemy H ¢[20,40]. Uwagi dotyczace wyboru L, i ¢
poprzedzimy przykladem.

W celu wyznaczenia rozkladu prawdopodobienstw dla 2 =2, u =5
1 T =9 wybrali§my nastepujace wartosci parametréw: L, = 40, H = 20
i e =0,2. Dla tych warto$ci parametrow juz odlegto§é¢ D; = 0,195 spelnia
nieré6wno$é |D,| < e. W otrzymanym rozkladzie prawdopodobienstw
Py(9) = 0,5989 i wartosé ta jest mniejsza od p, = 0,6 z rozkladu gra-
nicznego (5), co wskazuje na to, Zze prawdopodobienstwa P, (9) sg obar-
czone duzymi bledami. Jak latwo bowiem wykazaé, przy przyjetym
warunku poczgtkowym Py(0) =1 dla kazdego t 1 h > 0 jest PO(_H— h) <
< Py(1).

Zeby poprawi¢ dokladnosé obliczenia tego rozkladu, zmniejszymy war-
tos¢ parametru ¢, biorge ¢ = 0,001. Poniewaz mamy tu D, = 0,1948, D, =
= 0,0012 i D,; = 0,000 000 06, wiec dalsza poprawa dokladnosci roz-
kladu przy ustalonych L, i H nastapi wtedy, gdy wezmiemy e << 6-10?,

Zatozmy, ze zadowala nas dokladno$§é rozkladu, ktéry otrzymaliSmy
dla Ly =40, H =20 i ¢ = 0,001. Taki sam rozklad otrzymamy przyj-
mujgc L, =80, H =20 i ¢ = 0,001. Poniewaz mamy tu D, = 6-107%,
mogliSmy zamiast ¢ = 0,001 wzigé dowolng liczbe wickszg od D,, np.
e = 0,2. Stad widaé, ze jesli uda si¢ dobrze wybraé warto$é¢ L,, tj. jesli L,
jest dostatecznie duze, to otrzymamy dostatecznie dokladny rozklad
prawdopodobienstw, mimo ze warto§é ¢ jest duza.

W praktyce, dbajac o wybér dostatecznie duzej wartosci L, (ze
wzgledu na krotszy czas obliczen), bedziemy rownoczesnie wybierali e
z przedziatu (DM, 0,01], gdzie DM oznacza dokladno$é¢ maszyny, na
ktorej przeprowadzamy obliczenia. Dla takich warto$ci ¢, w przypadku
wybrania za matej warto§ei parametru L,, nie otrzymamy rozkladu,
w ktorym Py(T) < p,.

Zwréémy jeszcze uwage na to, ze przy stosowaniu metody bez-
posredniej dla matych argumentéw x moga zdarzy¢ sie przypadki nie-
osiggania zagdanej dokladno$ci e, mimo ze warto$¢ e jest znacznie wieksza
od dokladnosci maszyny (p. przyklad 3 z tablicy 1).

(1) Malym argumentem jest = = 21/ZM_T< 10. Stosujemy wtedy wzory (8)
i (10). Dla = 2VAx T > 10 mozna juz korzystaé z asymptotycznej wlasnoéei funkeji
Bessela I (z), tj. stosowaé wzory (11) i (12).
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Bedziemy uwazali, ze L, jest dobrze wybrane, jesli dla H wybranego
wedlug podanej powyzej zasady odlegtosé D, jest mniejsza od 0,01. War-
to§¢ ,dobrego” L, zalezy od parametréw rozkladu A, u i 7T.

W tablicy 2 pokazujemy, jak zmieniaja sie odlegloéci D,, D, i D,
w zaleznoSci od 4, u i T'(?). Na podstawie przykladéw z tej tablicy mozna
przypuszczaé, ze warto$é parametru L, powinna by¢ wieksza od z — 2Vﬂz T.

TABLICA 2. Odleglosci D; dla réznych warto$ei parametréw Ayu,T

N; 1 ;)gly- p| T z |Lo| L Ly |Ly| Dy-10% | D,-10% | Dy-107
1 2( 5 2 13 20| 40 | 60 |—| 688 0 _
2 21 5/ 3 19 [20] 40 | 60 |—| 2194 0 -
3 2| 5| 4 26 |20| 40 | 60 (80| 3641 3 0
4 21 5 5 32 120 40 60 (80| 4623 32 0
5 2| 5 6 37 | — 40 60 |80 — 172 7
6 25| 7 | 44 |—| 40| 60 |80| — 530 165
7 2, 5| 8 51 |—| 40| 60 (80 - 1147 1833
8 1] 5| 5 22 (20| 40 60 (80| 7455 247 2
9 21 5 5 32 | — 40 60 | — — 32 _
10 3/ 5/ 5 39 |—| 40| 60 |— — 3 _
11 4! 5 5 44 |20 40 60 | — 1305 0 —_
12 4| 8 2 23 (20| 40 60 | — 1505 0 —
13 412 2 28 20 40 60 (80| 5525 43 0
14 4120 2 36 | — 40 60 |80 — 4599 40
15 1{ 5 4 18 | — 40 60 (80 — 20 0
16 4|20( 1 18 (40| 60 | 70 |— 20 0 —
17 2/ 5 4 26 [20| 40 60 | — 3641 392 —
18 440 1 26 |55, 170 85 | — 706 2 —
19 3| 5| 4 31 {20 40 60 | —| 1305 3 -
20 4| 5 4 36 |20 40 60 | — 277 0 —
21 10|20 2 56 |70 90 | 120 |— 0 0 _
22 3| 5 8 62 |40 60 80 | — 143 0 —
23 4|12 5 69 |70} 110 | 150 | — 81 0 _
24 3| 51 9 70 |40 60 80 | — 283 0 —
25 2| 5| 16 102 |80} 110 | 140 | — 106 0 —
26 2040 2 112 |80 100 | 120 | — 15 0 .
27 4| 5/ 01 | 0,88(20] 30| — |— 0 . .
28 24(25| 0,01 | 0,49 |20 30 | — | — 0 _ .
29 3| 5/ 01 | 0,78/20] 30| — |— 0 _ _
30 3/ 5/ 05 |39 ({20 30| — |— 0 - _
31 4(40| 0,1 | 3,10 (20| 30 | — |— 20 _ B

(3) W praktyce we wzorze (13) zamiast

L; przyjelismy IL;—10.
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Zauwazmy jeszcze, ze przy ustalonym j 1 L, odlegloSci D; rosna,
gdy rosnie T przy ustalonych 1, u lub gdy rosnie u przy ustalonych T, A
(p. przykltady 1—7 i 12—14 w tablicy 2). W tych samych warunkach
odlegtosci D; malejg, jeSli przy ustalonych u, T ro$nie 1 (p. przyklady
8 —11 w tablicy 2). Je§li dysponujemy odpowiednim materialem porow-
nawczym, mozemy wykorzystaé¢ ten fakt przy wyborze L,.

Czas wyznaczania rozkladu prawdopodobieiistw metodg bezposrednig
na maszynie cyfrowej Elliott 803 waha sie od kilkunastu sekund dla
malych = do kilkunastu, a nawet kilkudziesieciu minut dla duzych =.

3. Metoda posrednia. Druga metods, ktéra mozna zastosowaé do
obliczania rozkladow {P,(t)}, jest metoda poSrednia. Polega ona na nu-
merycznym rozwigzaniu skonczonego ukladu rownan rézniczkowych

Py(t) = —AP,(t)+ puP, (1),
(16) Py () = AP, _,()— A+ p) P () +pPr() (k=1,2,...,n—1),
P, (1) = AP,_,(8)— (A+ p) P, (1),

ktéry otrzymamy obcinajgc nieskoriczony uklad réwnan (1).
Uklad réwnan (16) rozwigzujemy przy warunku poczgtkowym

1 dla k =0,
0 dak=1,2,...,n.

Aby ta metoda znalezé rozklad prawdopodobienstw stanu systemu
w chwili 7, trzeba najpierw wyznaczyé rozklady w pewnych chwilach
wezesniejszych ¢ < T.

Podzielmy przedziat [0, T] na M réwnych cze$ci. Rozklady prawdo-
podobienistw w chwilach ¢, =jh (j =1,2,..., M; h = T/M), mozemy
wyznaczy¢ rekurencyjnie za pomoca jednej z metod przyblizonego roz-
wigzywania ukladu réwnan rézniczkowych z danym warunkiem poczat-
kowym. Otrzymane w ten spos6b warto$ci P,(T) obarczone sg bledem
zaleznym od bledu powstatego na skutek zastgpienia nieskonczonego
ukladu rownan (1) ukladem skonczonym (16), od bledu wlasnego metody
1 od bledu numeryecznego pochodzacego od zaokraglen przyblizen war-
tosci prawdopodobienistw w punkecie #;, ktéry rozszerza sie i przenosi
na wartosci prawdopodobienstw w nastepnych punktach.

Rozpatrzmy najpierw zalezno$é bledu wartosei P,(T) od liczby
rownan w ukladzie (16).

Zalézmy, ze interesujg nas prawdopodobienstwa

18) Py(T), Pi(T), ..., Ps(T)

(17) P(0) =

dla ustalonych parametréw A, u,T. Rozwigzujge uklad (16) metods
Rungego-Kutty [2] z automatycznym wyborem Lkroku % kolejno dla
n = 5,10, 20, 40, otrzymamy ciagg Pi(T) (+ =1,2,3,4; k. =0,1,...,5)
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przyblizenn prawdopodobienstw (18). Korzystajac z wzoru (14), w ktorym
przyjmiemy L, = 5, obliczmy odleglo§ci d,, d,, d; kazdej z par sasiednich
rozkladéw Pi(T), gdzie d; oznacza odleglosé rozkladéw Pi(T) i Pitl(T).
Z przykladéw podanych w tablicy 3 widaé, ze dla ustalonych A, u i T

TABLICA 3. Prawdopodobienistwa P};(T) obliczone metoda Rungego-Kutty

k P(T) P2(T) P3(T) P3(T)
0 |,810944-10° ,810 944-10° ,810 944-10° ,810 943-10°
1,156 068-10° ,156 068-10° ,156 068-10° ,156 068-10°
A=4 2 1,277 927-101 ,277 930101 ,277 930-10-1 ,277 930-10-1
u =20 3 | ,444 762-1072 ,444 842-10—2 ,444 842-10~2 ,444 842-10—2
T=02]4]|,692267-10"% ,631236-1073 ,631 236-10—3 ,631 236-10—3
5 | ,748 427-10~%| ,792 424-10—4 ,792 424-10—4 ,792 424 -10—4
d, = 0,000 003 d,< 0,000 001 dy< 0,000 001
0 |,498 417-10° ,505 521-100 ,505 524 - 100 ,505 524-10°
1,246 937-10° ,251 838-100 ,251 841-100 ,251 841-10°
A=4 2 |,120127-10° ,124 699-10° ,124 703100 ,124 703 - 10°
u=3=8 3 |,562648-10"1| ,611907-10"1 ,611 976-10-1 ,611 976101
T=2 4 |,241639-10"1| ,296 581-10~! ,296 689-10—1 ,296 689-10~1
5 |,806216-10—2| ,141460-101 ,141 625-10-1 ,141 625-10-1
d, = 0,033 081 d, = 0,000 044 ;< 0,000 001
0 |,597 390-10° ,597 390-10° ,597 390-10° ,697 390 10°
1 |,285234-10° ,285 234-10°0 ,285 234100 ,285 234100
A=4 21,912 055-10-1| ,912056-10~1 ,912 056 10° ,912 056 10°
u==>5 3,214794-10"1| ,214795-107! ,214 795-10-1 ,214 795-10-1
T=02|4]|,396955-10"%| ,397083-102 ,397 083-10—2 ,397 083-10~2
5 |,591185-10~3| ,601 829-10—3 ,601 829-10-3 ,601 829-10-3
d, = 0,000 012 d,< 0,000 001 d,< 0,000 001
0 |,243 744-10° ,260 599-10° ,260 625-10° ,260 625-10°
1,188 085-10° ,204 627-10° ,204 662- 100 ,204 662100
A=4 2,138 286-10° ,157 186-100 , 157 246-10° ,157 246-10°
u=2>5 3 |,946 53010~} | ,117 776-10° ,117 882-100 ,117 882100
T=3 4 |,572227-10~1| ,858490-10! ,860 358-10~1 ,860 358-10~!
5 |,257957-10-!| ,607 057-10~1 ,610 246-10-1 ,610 246-10~!
d, = 0,138 957 d,< 0,000732 dy< 0,000 001

odlegtosei d; (¢ =1, 2,3) maleja wraz ze Wzrostem i, co pozwala przy-
puszezad, ze ciag wektoréw (Pi(T), Py(T),...,PiT)) dla i —> co jest
zbiezny do wektora

(Pon(T)y Pia(T), ..y Psy(T)).
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Wiskaznik h oznacza, ze wartosci graniczne zaleza od kroku &, z jakim
wyznaczaliS§my wartosei Pj(t;).

Dla h - 0 mamy

iin;th(T) =P.(T) (k=0,1,...,5).

Jak widaé z przykladéw zamieszezonych w tablicy 3, dla T bliskich
zeru rozklady P (T), Pi(T), Pi(T) i Py(T) niewiele réznig sie miedzy sobg
Wynika to stad, ze rozwigzujac uklad (16) z warunkiem poczatkowym (17)
metodag Rungego-Kutty, dla kazdego n otrzymujemy w pierwszym kroku
P.(t)>0dla k=0,1,2,3,41 Pi(t,) =0 dla k =5,6,...,n. W kaz-
dym nastepnym kroku liczba prawdopodobienstw réwnych zeru zmniejsza
sie o cztery. Po s krokach (s zalezy od n) wszystkie wartosci P.(t,) dla
k=0,1,...,n s wieksze od zera.

Stad np. prawdopodobienistwa Pji(t;), P4(t;) dla k =0,1,...,20 po-
krywaja sie dla t,,t,,...,%, natomiast dla ¢, réznig sie tylko wartoSei
P (t,), P3(t;), a w nastepnych krokach blad wartosci P3)(t,) przenosi
sie na P (t,), Pi(t;) itd. Roénie wiec odleglo§é rozkladéw Pj(t;) i Py(t;)
dla k¥ =0,1,...,20.

Poniewaz odleglosci d, dla ustalonego k rosna wraz z T, wydaje
si¢, ze blgd wartosci P, (T) dla ¥ = 0,1, ..., n powstaly na skutek ob-
ciecia ukladu (1) jest maly, jesli liczba réwnan n w ukladzie (16) prze-
wyzsza liczbe r interesujacych nas prawdopodobienstw, przy czym roéz-
nica n—r jest tym wieksza, im wieksze jest T.

W tablicy 4 poréwnujemy rozklady {P,(T)}, {Pi(T)} dla X =1, u = 5,
ktdre otrzymaliémy metodg posrednig przyjmujac we wzorze (16) n = 20,40
z rozkladem {P:(T)} otrzymanym metodsa bezposrednig. Wartosci Pj(T)
dla ¢ = 1, 2,3 otrzymaliSmy przy zatozeniu ¢ = { = 0,000 01, gdzie ¢
jest dokladno$ciag wyznaczenia rozkladu metoda bezpofrednig, a ¢ kie-
ruje automatycznym wyborem kroku h w metodzie posredniej. Mamy
tu PL(0,2) =P2(0,2) dla k=0,1,...,19 i PL(5) =Pi(5) dla k =
=0,1,...,16. Widaé, ze proces przenoszenia si¢ bledu powstalego na
skutek obciecia ukladu (1) nie jest szybki. Réznica n—r nie musi byé
wiee duza.

Z praktycznego punktu widzenia prawdopodobieristwa mniejsze od
10~° mozna uwazaé za réwne zeru. W naszym przykladzie PL(5) = Pi(5) =
=0 dla ¥ =9,10,...,20. Liczba r interesujacych nas prawdopodo-
bienstw jest r6wna 8 i do wyznaczenia rozkladu {P,(5)} wystarczy
przyvjaé n = 20.

Pozostaje do przeanalizowania zagadnienie, jak ustali¢ liczbe # in-
teresujgcych nas prawdopodobienstw? Na rys. 1 widaé, ze jesli ¢ jest
dostatecznie mate oraz dla pewnego s jest p, < ¢, to dla matych T zachodzi
rowniez nier6wno$é¢ P,(T) < ¢ a dla duzych T prawdopodobienstwa P,(T)
1 p, r6znig sie mato. W przyblizeniu mozna wiec przyjaé r = s.
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TABLICA 4. Rozklady P]}:(T), Pz(T) otrzymane metoda posrednia i rozklad PE(T)
otrzymamy metoda bezposrednia dla A =1, u = 5 i dwu wartogei T

k PL(0,2) P2(0,2) P;(0,2) P (5) P(5) Pl(5)
0 ,8814-107° |,8814-10—° |,8807-10—° |,8013-10-° |,8013-10—° ,8000-10-0
1 ,1097-10-° {,1097-10-° {,1097-10-° |,1603-10~9 ,1603-10~° | 1600-10-0
2 |,9066-10-2 |,9066-10~2 |,9063-10~2 |,3205-10~1 |,3205-10-1 |,3200-10-1
3 |,5465-1073 |,5465-10=3 |,5464-1073 |,6412-102 |,6412-10~2 | 6400- 102
4 |,2569-10* ,2569-10~* |,2569-10~* |,1281-10~2 |,1281-10~2 |,1280- 102
5 ,9861-10—¢ | ,9861-10—6 |,9860-10—6¢ |,2566-10-3 |,2566-10—3 ,2559-10—3
6 |,3191-10-7 ,3191-10~7 |,3191-10~7 |,5111-10~4 |,5111-10—4% | 5114-10—*
7 ,8918-10—° (,8918-10—9 (,8917-10—9 |,1027-10—4 ,1027-10—4 ,1021-10—4
8 1,2191-10719(,2191-10-1°/,2191-10~1°1,2027-10—5 |,2027-10—5 | 2038-10-5
9 |,4803-10711|,4803-1012|,4802-10-12| .4111-10~6 |,4111-10—6 | 4059. 106
10 |,9498-10714/,0498-10~241,0497-10-141,7944-10~7 |,7944-10—7 | 8063107
11 [,1711-10715/,1711-10715|,1711-10-15,1634-10~7 |,1634-10~7 |,1595-10~7
12 (,2829-10-17/,2829-10-17),2829-10~17,3055- 10—8 | 3055-10~8 | 314]-10-8
13 ,4322-10719),4322-107191,4323-10~1%,6360-10- % |,6360-10—9 | 6139-10~2
14 1,6138-10721|,6138-10~2!1,6139-1021|,1146-10-10|,1146-10-10| 1190-10~9
15 1,8142-10723,8142-10723|,8143-10-23/,2377-10-10| 2377.10~10| 99g].10-10
16 |,1013-10-2¢|,1013-1072¢,1013-10~24},4155-10-11| 4155-10-11| 4319. 1011
17 |,1187-10726/,1187-107261,1187-10~26|,8356-10~12,8359- 1012 g0g2- 1012
18 |,1314-1072%|,1314-10728|,1314-10728,1435-10-12|,1440-10-12 | 148] - 10~12
19 |,1378-1073%,1378-103%0,1377-1073%|,2676- 1013 ,2734.10-13| 9473.10~13
20 [,1373-1032(,1374-10732{,1371-1032|,3976-10~14| ,4674-10-14| 4734.10~14
- - v

Czas 22 min 44 min 38 sek 67 min 133 min i 8 min

obl. l

Mozna przypuszezaé, ze wartoSci Pi(T) z tablicy 4 $9 obarczone
wiekszym bledem niz warto$ci Pi(T), mamy bowiem

Z P;(0,2) = 1,000 778, 2 Pr(5) = 1,001 668,

P,L>y Pllc>y

(19) 3
2 Pi(0,2) = 0,999 999, Z Pr(5) = 1,000 000,
P2>y Pz>y

gdzie y = 0,000 001.

Dla danej metody rozwigzywania uktadu réwnar rozniczkowych blad
rozwigzan maleje, gdy h — 0. Stad nalezy szczegélnie starannie wybieraé
krok % (lub parametr { kierujacy automatyeznym wyborem kroku h).
Wybér za duzego h (lub ) ujawnia si¢ szybko otrzymaniem ujemnych
wartosci niektérych prawdopodobienstw.

Z tych rozwazan mozna wnioskowad, ze metoda posrednia daje mniej
dokladne wartosei prawdopodobienstw P, (T) niz metoda bezposrednia,
a czas obliczen jest znacznie dluzszy. Nie warto wiec stosowaé jej do
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wyznaczania rozkladu prawdopodobienstw w jednym tylko punkcie 7.
Warto ja natomiast stosowaé, gdy trzeba znaleié rozklady prawdopo-
dobieristw w wielu punktach pewnego przedziatu (t,, T']. Jesli {, + 0, to
mozna znalezé rozktad {P, ()} z duza dokladno$ciag metods bezposrednia
i przyjaé go w metodzie pofredniej jako warunek poczgtkowy.

4. Szybkoéé zbiezmoéci rozkladéw prawdopodobienstw dla ¢ — oo do
rozkladu granicznego. Niech
[¥]

Fy(y) = D) Pu(t)
k=0

oznacza dystrybuante rozkladu {P,(?)} otrzymanego w sposéb przybli-
zony metoda bezposrednig lub posrednia. Podobnie niech

]
F(y) = ZPk
k=0

oznacza dystrybuante rozkladu granicznego (6).

Odleglo$é d,(t) rozkladu {P,(t)}, gdzie k¥ = 0,1,...,7n, od rozkladu
granicznego zdefiniujemy nastepujaco:
(20) d, (1) = max|F,(y)—F(y)].

osy<sn

TABLICA 5. Szybko&é zbieznosci rozkladu Pp(T) do rozkladu granicznego
(A = dn(t)'104a B = dn(t+l)/dn(t))

A=1, u=5 | A=2, u=5 | A=3, u=5 | A=4, u=>5
t
A B A B A B 4 B
2 16,297 84,15 484,8 2012
0,13 0,33 0,55 0,75
3 10,825 27,81 265,5 1517
0,15 0,37 0,59 0,79
4 10,124 10,19 156,9 1194
0,16 0,39 0,63 0,81
5 10,020 3,97 97,2 965
0,20 0,40 0,64 0,83
6 0,004 1,62 62,2 . 803
0,5 0,42 0,66 0,84
7 10,002 0,68 40,8 677
1 0,43 0,67 0,85
8 10,002 0,29 27,2 575
0,5 0,44 0,68 0,86
9 10,001 0,13 18,5 494
2 0,44 0,69 0,87
10 {0,002 0,05 12,7 428
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Zbiezno§é lim P, (f) = p, pociaga za sobg zbiezno$é lim d,(t) =0
t—o00

{00
dla kazdego n. Szybkosé zbieznosci rozktadéw {P;(¢)} do {p,} mozna wiec
mierzy¢ szybkoScig zbieznosci do zera tej odleglosei.

W tablicy 5 podajemy otrzymane dla réznych parametréow A i u
wartoSci d,(t)-10*, gdzie d,(f) obliczono z wzoru (20), w ktérym n wy-
brano tak, aby spemione byly nieréwnoseci p, < 0,001 dla k< n. Jak
widaé¢ z tej tablicy, im blizsze jednosSci jest o (przy ustalonym u), tym
wolniejsza jest zbiezno§é rozkladu {P; ()} do rozkladu granicznego.

Dla ustalonych A i u stosunek d,(t+41)/d,(t) jest w przyblizeniu
staty (°), a wiec w przyblizeniu odleglosci d, () daza do zera geometrycznie.

‘n(t)
! f“() ‘t(eo)

0 4

09
08
07
06}
5}
O4r
03}
02t
01k

F(0)

1234 567 8§ 810112150 00 1 2§ 4 4 s

Rys. 1. Zbieznoéé rozkladéw P,(¢) do Rys. 2. Zbieznoé¢ wartosei dystrybu-
rozkladu granicznego (A = 4, u = 5). anty Fy(k).

0,0

Dla ¢ bliskiego zera, zbiezno$é prawdopodobienstw P,(t) do praw-
dopodobienistw granicznych p, jest bardzo szybka. Jesli przyjaé, ze roz-
ktad {p,} jest dostateczna aproksymacja rozkladu {P,(t)}, gdy d,(f) <
< 107°, woéwezas jezeli A =1 i u =5, to mozna korzystaé z rozkladu
granicznego dla ¢t >4, a jezeli A =2 i u =5, to jest tak dla t> 9.

Zbiezno§é wartosci dystrybunaty F(y) rozkladu {P,(t)} do wartoci
dystrybunaty F(y) rozkitadu granicznego {p,} dla 1 =3, u =5 i y =
=0,1,2,3,4 pokazana jest na rysunku 2.
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HOAHHA XVK (Bponnas)

YHCJIEHHOE OTIPEAEJIEHUE PACIIPEJEJEHUSA
COCTOSSHMI1 B CUCTEME M/M/1

PE3IOME

B pa6Gore paccmoTpeHm [Ba MeTona NPMOJNMKEHHOTO BHIYUCIEHMA pacmnpele-
JeHNA BepoATHOCTell cocroAHmit B cucreme M/M/1.

IlepBriit MeTON, Ha3BaHHHIN Henocpedcmeennbim, UCTIONb3YyeT GopMyay (4), B Ko-
TOpoli GeCKOHEYHH! PAN 3aMeHEeH KOHEeYHBIM. 3HAYeHNs MOUPUUMPOBAHHON PyHKUNU
Beccenss Buuncasworca merogom Mudiepa.

Bropoit Meron, HasBaHHHIN nocpedcmeennwim, pemaer Meropom Pynre-Kytra
oTceueHHYI0 cucTeMy nuddepeHUMATbHHX ypaBHeHHMH (1) ¢ HavYaAbHHIM YCIOBHeM
Py(0) =1 u Pr(0) =0 mpu k =1,2,...

B pa6ore pmansl cpaBHenue pacnpepedeHnit {Py(f)} moayd4eHHelx o6ouMu MeToO-
JaMu, KaKk M 3aMeyaHHdA O CKOPOCTH CX0Ja 3TUX pacmnpefe]eHuii k mpemelbHBEIM.

JOANNA HUK (Wroclaw)

ON THE NUMERICAL DETERMINATION OF THE STATE DISTRIBUTION IN THE
SYSTEM M/M/1

SUMMARY

The paper deals with two methods of approximate determination of the distri-
bution of state probabilities in the system of type M/M/1.

The first method, called direct, is based on equation (4) in which the infinite
sum is replaced by a finite one. The modified Bessel function is calculated by Miller’s
method.
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In the second method, called indirect, the truncated system of differential
equations (1) with initial eondition Py (0) = 0 for ¥ =1, 2,..., and Py(0) =1 is
solved by the Runge-Kutta method.

The distributions of {Pj(t)} obtained with both methods are compared and
remarks concerning the speed of convergence of these distributions to the limiting
one are given.



