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PEWNE TWIERDZENIA O MACIERZACH OSOBLI WYCH

- W zagadnieniach technicznych, a w szezegélnoéei w zagadnieniach
elektrotechniki teoretycznej ([1], [2], [8], [6]), korzystamy z macierzy
osobliwych o réwnych dopekieniach algebraicznych (kofaktorach)
i w ogélnym przypadku réznych od zera. W artykule tym podajemy
pewne twierdzenia dotyczgece takich wilagnie macierzy osobliwych. Przy-
toczone nizej twierdzenie 1 mozna wyprowadzié z uogélnionego twier-
dzenia Cauehy’ego ([4], [3]). Kazde z twierdzen zostanie zilustrowane
przykiadem zaczerpnietym z dziedziny elektrotechniki teoretyczne;j.

TWIERDZENIE 1. Macierz kwadratowa symetryczna AAy, dla dowolnej
macierzy A = (ay) stopnia m X n, kidre ma wigcej wiersey niz kolumn
(m > n), jest macierza o0sobliwg. '

Dowéd. Macierz 4 mozna zawsze przedstawié w postaci iloczynu
dwdch macierzy

I~ ™ - ) m. - ...
A1y Cyp ... Cyy au...a,mO...(ﬂ 10...0
(1) 4 = | Qgpevvbop | Bgy oo By 0...0 01...0 :
Ay Oz -+ O | ml %m1- -+ Cmn 0 0_ m_O 0 O_
Iab. krécej
(1" A= AH,

gdzie 4’ , 'jest macierzg kwadratows osobliwg powstaly z macierzy A4
Przez dopisanie m —n kolumn zlozonych z samych zer, H jest macierza
Prostokatna stopnia m x n zlozong z elementéw hy takich, ze

1 dla k=1,
by =
‘ 0 dla k =£1.
Utwérzmy macierz 44,. Po uwszglednienin réwnosei (1') otrzymamy

2 - AA, = A'[HH,] 4;.
Z réwnania (2) mamy :

(3) det A4, — det A’ det HH, det A;.
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Poniewaz det 4’ = 0, wieec z réwnania (3) mamy
(4) det 44; = 0.
AA, jest zatem macierzg osobliwg.
PrzvkrAD 1. Niech dla pewnego obwodu elektryeznego liniowego
o m galeziach i n+1 wezlach bedzie dana macierz laczaca napieciowa A4
stopnia m X n oraz macierz laczagea pradowa C stopnia m X (m—n) ([1],
[2]). Dla realnego obwodu elektryeznego m > n. Biorac pod uwage twier-
dzenie 1 stwierdzamy, ze macierze 44, i CC; s3 macierzami osobliwymi.
TWIERDZENIE 2. Jeteli dla macierzy kwadratowej A = (az;) zachodzq
2wkt

n n
Zaﬁzﬂ oraz zaﬁ:() dla ¢, =1,...,n,
i=1 F=1
o

A"ﬂ = A'I:o]'o’
gdzie Ay, jest dopelnieniem algebraicznym elementu ay, macierzy A, 1,k =
== 1, caey n. ;

Dowéd. Rozwazmy ukilad réwnoéei

) n
Dag=0, i=1,...,n.
j=1

Jezeli 4;; = 0 dla wszystkich k, [, to teza twierdzenia zachodzi. Niech
wige dla pewnego 14, i j, bedzie A;y # 0. Mamy

n
(5) Dty =~y i=1,..,m.
Je=1 .
i#70 .
Stosujae wzory Craméra do ukladu (5) otrzymujemy dla k¥ =1,2,...,n
4
6 1 L
= X
) (—1yotlo 4, ,
a1 B -1 gy X, k1 1101 Q15041 U1n
" Aig—1,1++ > Big—1,k—1 —0zjo'—1,fo Fig—1,k+1 - Fig—1,75—1 ig—1,79+1+ -+ Vig—1,n
@iy 1,1+ Gigpn k-1 —Figg1,g Fgt1, k41 +» Bigp1,f—1 @iy 41,59+1 ¢ Big+1,m
Upr e Op gy —lOpgy Opr1 <o~ Onjo—1  Fngor1 -+ Onn
skad (—1fothd, = —(—1yo=*=Y(—1)0t* 4, ;. co pociaga za soba

(7) : ‘ A"ofu = Aink'
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Stosujac to samo rozumowanie do ukladu

n
Z“ﬁ=01 j=1,..,mn,
otrzymujemy =t

(8) A =Am dla k,m=1,...,.n
Twierdzenie 2 zostalo zatem dowiedzione.

7 twierdzenia 2 wynika natychmiast nastepujace twierdzenie, ktoére
ma wazne zastosowania, miedzy innymi w elektrotechnice teoretyeznej.

TWIERDZENIE 3. J eéeli dla macwrzy kwadratowej symetryecznej
= (@) 2achodzi zwiqeek Z a; =0 dla © =1, ..., n, to wszystkie dopel-

=1
nienia algebraiczne tej macierzy 8aq sobie réwne.

£ £;

PrzykrADp 2. Przedstawiony na rysunku obwéd liniowy pradu sta-
lego znajduje sie w stanie ustalonym. Wyznaczyé macierz rezystaneji
ay1 W metodzie oczkowej i macierz konduktancji G,,, w metodzie
wezlowej oraz ich macierze dolgczone, majac dane wartoéei rezystaneji

R, =1Q, R,=2Q, R,=1Q, R, =4Q, R;=1Q, R,=1Q.

Dla Pl'zyJete] na rysunku numeracji wezléw, oczek oraz zwrotéw prgdéw
OGZkOWyeh maclerze R,, G, beda mialy postaé (patrz [1]) ’
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