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PEWNE TWIERDZENIA O MACIERZACH OSOBLI WYCH

- W zagadnieniach technicznych, a w szezegélnoéei w zagadnieniach
elektrotechniki teoretycznej ([1], [2], [8], [6]), korzystamy z macierzy
osobliwych o réwnych dopekieniach algebraicznych (kofaktorach)
i w ogélnym przypadku réznych od zera. W artykule tym podajemy
pewne twierdzenia dotyczgece takich wilagnie macierzy osobliwych. Przy-
toczone nizej twierdzenie 1 mozna wyprowadzié z uogélnionego twier-
dzenia Cauehy’ego ([4], [3]). Kazde z twierdzen zostanie zilustrowane
przykiadem zaczerpnietym z dziedziny elektrotechniki teoretyczne;j.

TWIERDZENIE 1. Macierz kwadratowa symetryczna AAy, dla dowolnej
macierzy A = (ay) stopnia m X n, kidre ma wigcej wiersey niz kolumn
(m > n), jest macierza o0sobliwg. '

Dowéd. Macierz 4 mozna zawsze przedstawié w postaci iloczynu
dwdch macierzy

I~ ™ - ) m. - ...
A1y Cyp ... Cyy au...a,mO...(ﬂ 10...0
(1) 4 = | Qgpevvbop | Bgy oo By 0...0 01...0 :
Ay Oz -+ O | ml %m1- -+ Cmn 0 0_ m_O 0 O_
Iab. krécej
(1" A= AH,

gdzie 4’ , 'jest macierzg kwadratows osobliwg powstaly z macierzy A4
Przez dopisanie m —n kolumn zlozonych z samych zer, H jest macierza
Prostokatna stopnia m x n zlozong z elementéw hy takich, ze

1 dla k=1,
by =
‘ 0 dla k =£1.
Utwérzmy macierz 44,. Po uwszglednienin réwnosei (1') otrzymamy

2 - AA, = A'[HH,] 4;.
Z réwnania (2) mamy :

(3) det A4, — det A’ det HH, det A;.
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Poniewaz det 4’ = 0, wieec z réwnania (3) mamy
(4) det 44; = 0.
AA, jest zatem macierzg osobliwg.
PrzvkrAD 1. Niech dla pewnego obwodu elektryeznego liniowego
o m galeziach i n+1 wezlach bedzie dana macierz laczaca napieciowa A4
stopnia m X n oraz macierz laczagea pradowa C stopnia m X (m—n) ([1],
[2]). Dla realnego obwodu elektryeznego m > n. Biorac pod uwage twier-
dzenie 1 stwierdzamy, ze macierze 44, i CC; s3 macierzami osobliwymi.
TWIERDZENIE 2. Jeteli dla macierzy kwadratowej A = (az;) zachodzq
2wkt

n n
Zaﬁzﬂ oraz zaﬁ:() dla ¢, =1,...,n,
i=1 F=1
o

A"ﬂ = A'I:o]'o’
gdzie Ay, jest dopelnieniem algebraicznym elementu ay, macierzy A, 1,k =
== 1, caey n. ;

Dowéd. Rozwazmy ukilad réwnoéei

) n
Dag=0, i=1,...,n.
j=1

Jezeli 4;; = 0 dla wszystkich k, [, to teza twierdzenia zachodzi. Niech
wige dla pewnego 14, i j, bedzie A;y # 0. Mamy

n
(5) Dty =~y i=1,..,m.
Je=1 .
i#70 .
Stosujae wzory Craméra do ukladu (5) otrzymujemy dla k¥ =1,2,...,n
4
6 1 L
= X
) (—1yotlo 4, ,
a1 B -1 gy X, k1 1101 Q15041 U1n
" Aig—1,1++ > Big—1,k—1 —0zjo'—1,fo Fig—1,k+1 - Fig—1,75—1 ig—1,79+1+ -+ Vig—1,n
@iy 1,1+ Gigpn k-1 —Figg1,g Fgt1, k41 +» Bigp1,f—1 @iy 41,59+1 ¢ Big+1,m
Upr e Op gy —lOpgy Opr1 <o~ Onjo—1  Fngor1 -+ Onn
skad (—1fothd, = —(—1yo=*=Y(—1)0t* 4, ;. co pociaga za soba

(7) : ‘ A"ofu = Aink'
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Stosujac to samo rozumowanie do ukladu

n
Z“ﬁ=01 j=1,..,mn,
otrzymujemy =t

(8) A =Am dla k,m=1,...,.n
Twierdzenie 2 zostalo zatem dowiedzione.

7 twierdzenia 2 wynika natychmiast nastepujace twierdzenie, ktoére
ma wazne zastosowania, miedzy innymi w elektrotechnice teoretyeznej.

TWIERDZENIE 3. J eéeli dla macwrzy kwadratowej symetryecznej
= (@) 2achodzi zwiqeek Z a; =0 dla © =1, ..., n, to wszystkie dopel-

=1
nienia algebraiczne tej macierzy 8aq sobie réwne.

£ £;

PrzykrADp 2. Przedstawiony na rysunku obwéd liniowy pradu sta-
lego znajduje sie w stanie ustalonym. Wyznaczyé macierz rezystaneji
ay1 W metodzie oczkowej i macierz konduktancji G,,, w metodzie
wezlowej oraz ich macierze dolgczone, majac dane wartoéei rezystaneji

R, =1Q, R,=2Q, R,=1Q, R, =4Q, R;=1Q, R,=1Q.

Dla Pl'zyJete] na rysunku numeracji wezléw, oczek oraz zwrotéw prgdéw
OGZkOWyeh maclerze R,, G, beda mialy postaé (patrz [1]) ’

™ T B+ RBq4-R —R —R —R
Rn R,y Ryy By, 1-+Jvg -+ 1oy 2 | 4 1
R Ry By; Ryg Ry, —~Ry;  |By+R3+Rs —Rs — Ry
4 — = ,
' Rsl Rs&-Rss Eu —R, —Rs Ry 4 Bs+ B — Ry
By R,, R;u R ' -
| {vqy Lvgp Lugg Ly | _R, - Bs R, P
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r_C¥ll Gl2 Gm Gltr
GB] GIS Gaa Gu
G‘ = =
GSI Gsz GBS GM
*Gu G2 Gyy Gu_
LAY S S R R
‘Rl Ry Ee [FW 1 f'_‘ Ro B f_‘_____
N RN B 1
’ R1 B, '3 _Rig Ra ; Rz
- 1| 1 11 1 1
| — - " 55 _._;_+.___ = o
e 7-3115 ‘ R, B, _71’»’5 Ry By
f | Lo R S
{ R‘ | Ri { 5 Rt Ra '115_
Po podstawieniu wartoSei rezystancji otrzymamy
T 8 -t <l | 2,25 —1 —1 —0,25
~% 4 -1 1 | 2,6 —1 —0,b
R‘ = 3 G4 = -
-4 —1 6 -1 —1 —1 3 —1
| -1 =1 —1 3] | —0,25 —0,5 —1 1,75 |
Macierze dolgezone 83
(37 57 57 BT | 37 57 BY b7 |
« BT BT BT b7 . 11587 BT BT 57
(9) R4 == ? Gy = — .
57 B7 BT BT 8|57 57 57 57
| BT 57 57 57T | 57 57 57 57 |

Jak wynika z wzeru (9), macierze dolgezone Ry, G majy wazystkie
elementy réwne. Stwierdzamy zatem, ze wybdr oczka i wezla odniesienia
(patrz [1]) nie ma wplywu na’ wartodei wyznacznikéw macierzy R,, G,.

TWIERDZENIE 4. Niech A = (ay) bedzie macierzq, kidrej suma ele-
mentéw kazdego wiersza jest réwna zern. Wiedy macierz A; A ma nastgpujgce

wlasnoéei:

1° suma elementéw kaidego wiersza i kasdej kolumny jest réwna zeru,

2° wezystkie dopelnienia algebraicene macierzy A, A sq réwne,
3% wynacznik macierzy Ay A jest réwny zeru.
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Dowéd. 1° Dla I-tego wiersza (kolumny) sums elementéw ma.clerzy
AgA wyniesie

00 S ostut Pttt Yoo =

a=] a=1
n m
= 3 Yot = Soa .

p=1 a=1 a=1 p=1

Z za,lozema suma elementéow kazdego wiersza maelerzy A réwna jest

zeiu: Z’a,,,, =0 dla a=1,...,m, ngc z wzoru (10) otrzymujemy
A=l . :
(11) 2 Zaa,aa_u =0.
- p=1 a=1

2° Korzystajac z zaleznosei (11) stwierdzamy, ze druga wlasnogé
macierzy 4,4 wynika bezpofrednio z twierdzenia 2.

3° Rozwijajac wyznaczmk ma,elerzy A,A na przyklad wedlug pierw-
SZego wiersza otrzymujemy

(12) det [A[A] = 2 Zaa,uaaloyf?

u=1 a=1 )
gdzie O, jest dopelmemem algebraicznym macierzy 4,4. Biorac pod
uwa.ge zalezno§é (11) oraz drugs wlasnofé macierzy A;4 otrzymujemy

(13) det[4,A] = 0112 Za,,,,a,,l =0.

[lml a=1

Twierdzenie 4 zostalo zatem dowiedzione.

PrzyrrAD 3. Niech dla obwodu liniowego o m galteziach i nt-1 we-
ztach dane beds macierze przeksztalcen (patrz [1]) I'a41, m, 4n41, m.
Suma elementéw kazdego wiersza macierzy (I'a--1,m), (4n+1, m)
jest réwna zern. Na podstawie twierdzenia 4 stw1erdza.my, Ze:

1° suma elementéw kazdego wiersza (kolumny) macierzy I'a--1,
m(la+1, m), an+1, m(dn-+-1, m), jest réwna zeru,

2° wezystkie dopekmienia algebraiczne maclerzy Ia+1, m(I’a+1 m)t,
An+1, m(dn+1, m), sa réwne,

8° macierze Ia+1,m(l'a+1,m), 4n-+1, m(dn+1, m); sg macie-
Izami osobliwymi.

Stad wynika miedzy innymi wazny wniosek o wiasnofciach obwodéw
elektrycznych Wybér oczka i wezla odniesienia nie ma Wplywu na war-
todei Wyznacznik6w det[ A4, 4], det[C,C].

Skiadam p. A. Hulanickiemu podzigkowanie za wiele wnikliwyeh
uwag i propozyeji.

Zastosowania Matematyki Vv i
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T. KAYOPER (Bapmaga)
HEKOTOPBIE TEOPEMBI O BBIPOGXKJIEHHKAIX MATPHIIAX

PESIOME

B pabore mPUBOAATCH HEKOTOPLE TEOPEMH, KACAIOIMECH BHPOMKEHHEX MATPH,
HMeOmMUX OoNbIOE BHAYEHMe, B YACTHOCTH, NDPH HCCASHOBAKHU TONOJ0IKYECKMX
cBofticrs paerTpudeckux cucrem. Teopema 1 racaeresa marpunm AA¢, rae A — MaTpuua

TOPANKA M X %, TP M > n. TeopeMa 2 riacHT, 4T0 €CIU A MATPHENH A MOPAAKA 1
n

BHIIONHAITCA PABEHCTBA Ea,,, = 0, 2“@1 =0, mpr i,j=1,...,n, 10 A1 = Aigigs
i1

rpe Ay sABIgeTCH anreﬁpamecﬁnu JAOTMOJHEHMEM BIeMeHTa @ Marpunu A. Teo-

peMa 4 XapaKTepuUsyer caoﬁc'f;ea MaTpunu A; A, e A — MaTPUHA NOPAJKA MmX N,

YIOOBIETBOPAIIMAS YCIOBHIO 2% = 0. Hampgasm TeopeMa HIMIOCTPUPYETCH NpH-
f=1
MEPOM M3 06JIACTH TEOPEeTHUECKON DIICHTOTEXHUKN.

T, KACZOREKXK (Warszawa)
SOME THEOREMS ON SINGULAR MATRICES

SUMMARY

The author presents certain theorems concerning smgula?i- matrices which
play an important part in investigating the topological propertios of electrical
eircuits. Theorem 1 concerns a matrix A4A; for a matrix 4 of degree mXn 1f m > n.

Theorem 2 states that if for a matrix A of degree n» we ha.vo the relations Z‘a,, = 0,
j=1

Z &ij = 0 for 4,j = 1,...,m, then Ay = A5, where Ay is the algebraic complement
i=1 :
of the element ay; in the matrix A. Theorem 4 defines the properties of a matrix

Ay A for a matrix A of degree m xn which satisfies the condition ij = 0. Each of

fthe theorems is ‘illustrated by an example drawn from theoretmal elactricity.



