5. ZUBRZYCKI (Wroclaw)

O OPTYMALNEJ METODZIE ODBIORU WODOMIERZY
1, Urzad Miar legalizuje wodomierze na podstawie wyniku m pomiaru
bledu wodomierza, okre§lonego wzorem

wskazanie wodomierza — wskazanle przyrzadu wzorecowego
wskazanie przyrzagdu wzorcowego )

Przepis legalizacyjny Urzedu Miar ustala liczbe ¢ zwana najwigkszym
dozwolonym bledem systematyoznym i tok postepowania, wedlug ktérego
decyzja o wodomierzu nastgpuje albo po jednokrotnym, albo po dwu-
krotnym pomiarze bledu. Oznaczmy przez m, i m; odpowiednio wynik
Dierwszego i drugiego pomiaru bledu wodomierza. Przewidziany w prze-
pisach tok postepowania jest nastepujacy: Zmierzyé m,; uznaé wodomierz
za dobry, zly, albo zmierzyé m, stosownie do tego, ezy |m,|<0,9¢, czy
Im,| >1,1¢, ozy wreszcie 0,9¢<|m,|<1,1¢; jedli doszlo do drugiego pomiaru,
uznaé¢ wodomierz za dobry lub zly zaleinie od tego, ezy jest spelniona
hier6wno{é

. {my -+ my|
2

¢zy nie. Wodomierze uznane za dobre zostaja zalegalizowane, pozostale
za8 nie.

<4q,

2. Dla ustalonego wodomierza wynik m pomiaru bledu zalezy od przy-
Padku; bledem systematyoznym » wodomierza nazywa sie warto$é oczeki-
Wang wyniku m.

Bedziemy zakladali, ze dla kazdego wodomierza z osobna wynik m
Pomiaru bledu ma rozklad normalny z odchyleniem grednim ¢, takim
samym dla wszystkich wodomierzy. Bedziemy rozpatrywali przypadek,
kiedy_ jest znany rozklad prawdopodobiefistwa & priori bledéw systema-
tyeznych # wodomierzy przedstawionych do legalizacji. Bedzie tak na
Przyklad, gdy wodomierze te beds pochodzily z tej samej fabryki, ktéra
Produkuje je w ustalonych warunkach. Bedziemy zakladali, ze wsréd
Wodomierzy przedstawionych do legalizacji blad systematyezny » ma

g
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rozklad normalny z wartoseia oczekiwang a i odchyleniem frednim g,
oraz, ze wyniki kolejnych pomiaréw bledu systematycznego na tym
samym wodomierzu lab tez na réznych wodomierzach sa niezalezne.
Parametry @,0,,0;, bedziemy uwazali za znane z do§wiadezenia.

Sg to takie same zalozenia, jakie przyjmuje Obalski w pracy [1]

3. Postepowanie legalizacyjne Urzedu Miar ma na celu, z grubsza
mdéwige, uznanie za dobre tych wodomierzy, kfére majg maty blad systema-
tyczny #. Nie mozna jednak zrobié tego zupelnie dobrze, gdyz pomiary
83 obarezone bledami przypadkowymi, a wige bedziemy spotykali wodo-
mierze zalegalizowane i majace duzy blad systematyczny 2 oraz. wodo-
mierze z matym bledem systematyeznym », ktére zostang uznane za zle.

Przy ueczynionych zalozeniach o rozkladzie bledéw x i o rozkladzie
wynikéw m pomiaru bledu -mozna probabilistycznie scharakteryzowaé
dzialanie przepisu legalizacyjnego i ocenié jego dobrod. Obalski- w pracy
{1] stawial jako postulat zapewnienie jak najwiekszego prawdopodobieii-
stwa, ze wodomierz uznany za dobry jest dobry. Dobrymi nazywa sie
tu wodomierze, dla ktérych |#|<q, gdzie g jest wziete z przepisu Urzedu
Miar. Oderfeld i Zubrzyeki w pracy [2] badali selektywnodé przepisu
legalizacyjnego réwniez korzystajac z opisanego podzialu wodomierzy na
dobre i zle.

H. Steinhaus zwrécit uwage na to, ze alternatywny podziatl wodo-
mierzy na dobre i zle jest tu tylko pomocnicza umowsg; wladciwg zas
miarg dobroei wodomierza jest wlasnie jego blad systematyezny =, i ze
mozna w miejsce postulatu Obalskiego postawié inny, wolny od konwen-
cjonalnego podzialu wodomierzy na dobre i zle. Mozna mianowicie zazg-
dad, zeby oczekiwana warto§é kwadratu bledu systematycznego u wodo-
mierzy zalegalizowanych byla najmniejsza. Samo to zgdanie prowadzi-
loby do nieskonczenie wielu pomiaréw kazdego wodomierza i do odrzu-
cenia w zasadzie wszystkich wodomierzy. Dlatego trzeba je uzupelnié
postulatami co do oczekiwanej liczby pomiaréw na wodomierz przedsta-
wiony do legalizacji i co do prawdopodobienstwa zalegalizowania wodo-
mierza przedstawionego do legalizacji. Te trzy zadania, a wiec ustalona
oczekiwana ilo§é pomiaréw na wodomierz, ustalone prawdopodobiexnstwo
zalegalizowania wodomierza i zminimizowanie oczekiwanego kwadratu
bledu systematycznego u wodomierzy zalegalizowanych, stanowia zapro-
ponowany przez H. Steinhausa uklad postulatéw, jakie powinien spel-
niaé przepis legalizacyjny. '

4. 7Z obecnego przepisu legalizacyjnego wynika (dla kazdego ze-
spolu wartosei q,a,ao,a,) wielkogé prawdopodobienstwa, Ze wodomierz
bedzie zalegalizowany, a takze oczekiwana liczba pomiaréw na wodomierz.
Okazuje si@, Ze nie zmieniajge tych liczb mezna zmnuiejszyé do minimum,
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przy dopuszczeniu co najwyzej dwukrotuego pomiaru wodoinierza, oczeki-
wany kwadrat bledu wodomierzy zalegalizowanych. Mianowicie tok poste-
Powania wynikajacy z przepisu Urzedu Miar jest s2czegélnym. przypadkiem
nastepujacego postgpowama Zmierzyé m,; uznaé wodomierz za dobry,
zly, lub zmierzyé m, stosownie do tego, czy |m,|<a, czy |my|>B, czy
a<|m|<<B; jeSli doszlo do drugiego pomiaru, uznaé wodomierz za dobry
lub zly stosownie do tego, czy zachodzi nieréwnosé

|y = M| <,
2

czy nie. Przepis Urzedu Miar odpowiada przypadkowi, gdy a«=0,9¢,
B=1,1¢, y=g.

Zmniejszenie oczekiwanego kwadratu bledu mozna uzyskaé przez
dobér odpowiednich a,f,y. Wielkodé tego zmniejszenia najlepiej ilustruje
przyklad numeryczny przedstawiony w tablicy 1. W przykladzie tym
przyjatem a=0, 6,=1%, 6;=1%, ¢=1,5%. Przy tych zalozeniach z prze-
pisu legalizacyjnego wynika, ze

1° prawdopodobiefistwo zalegalizowania wodomierza réwna si¢ 0,7309,

20 prawdopodobienstwo dwukretnego mierzenia wodomierza réwna
sie 0,0964.

W tablicy podaje pieé ukladéw liczb «a,f,y, uporzadkowanych
wedlug rosngéego a, dla ktérych wymienione prawdopodobienstwa sa
zachowane, oraz odpowiadajace im oczekiwane kwadraty bledu systema-
tycznego u wodomierzy zalegalizowanych, pierwiastki z tych oczeklwanych
kwadratéw bledu i ich pochodne wzgledem a.

Pierwszy i piaty z tych ukladéw sg ukladami ekstremalnymi, w kté-
rych decyzja o wodomierzu zalezy tylko od pierwszego pomiaru. Przepi-
sowi GUM odpowiada uklad drugi. Widzimy, ze uklad czwarty daje

TABLICA 1

!

‘ — d
L.p.| 10% 100 | 10y 0BG | 100E ) |10 Eqla?)
. a
|
W | @ (3) @ ® M
1] 1,280 | 1,563 o 0,6723 0,8200 —
2 | 1,350 | 1,660 | 1,500 0,6443 0,8027 ~0,2033
3 | 1,400 | 1,713 | 1,242 0,6422 0,8014 —0,0472
4 | 1430 | 172! 1101 0,6411 0,8007 0,0103
5 | 1,563 | 1,92 | o 0,6723 0,8200 0,3259

najmniejszy oczekiwany kwadrat bledu. A, wige nadajae liczbom «a, ﬁ;'y
wartogci z czwartego wiersza tablicy 1 mozna zmniejszyé oczekiwany
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kwadrat E,(»*) bledu u wodomierzy zalegalizowanych. Zmniejszenie to
wynosi jednak tylko 0,6443.107%—0,6411.107%=0,0032-10~%, czyli za-
ledwie okolo pét procentu obecnej wartofci?).
Rysunek 1, sporzadzony na podstawie tej tablicy, pokazuje jak
blisko minimum jeste§my dla a=1,439%. Na rysunku zaznaczono pigé
punktéw obrazujacych wiel-
10°y=0Eatr’) 1 50 kosd Ea(w’ ) dla pieciu war-
todci e z tablicy 1. Ponadto,
na podstawie wartodci pocho-
dnej (kolumna 7 tablicy 1)
narysowano styczne w tych
punktach do wykresu (niena-
rysowanego) funkeji y(a)=
=E,(2*).

5. Opiszemy teraz spo-
86b znajdowania najlepszych
liczb a, 8, y. Bedziemy ozna-
czali gestodé. prawdopodo-
biefistwa zmiennej losowej u
przez f(u), gestosé prawdopo-
dobiefistwa pary «,v zmien-
nych losowych przez f(u,v),
tréjki u,v,w przez f(u,v,w),
gesto§é prawdopodobienstwa

g warunkowego zmiennej loso-

Rys. 1 wej u ze wzgledu na wartosé

zmiennej losowej o przez

fo(4). Bedziemy przy tym uzywali latwo zrozumialych symboli
E(u), Ey(u), E,,(w) na oznaczenie wartosei oczekiwanych i warunkowych
wartodei oczekiwanych oraz w(u), w,(%), we,(w) na oznaczenie wariancyj.

W naszym zadaniu wehodza w gre trzy zmienne losowe: blad syste-
matyczny @ wodomierza oraz wyniki m,,m, odpowiednio pierwszego
i drugiego pomiaru. Z zalozenia znamy nastepujace gestodci prawdo-
podobieristwa :

1) fo)=— '/_“ exp (

1) Liczby w kolumnie (6) 83 oszacowaniem oczekiwanego bledu u wodomierzy
zalegalizowanych. Najmniejsza z nich jest 0,809, najwigksza 0,829,. Poniewaz
réznia si¢ miedzy soba tak malo, celowe moze byé zdecydowanie sig na uklad pierwszy
lub. pigty. Przepis stalby sie wtedy jednostopniowy, a wiee duzé prostszy niz

obecnie (przyp. Redakoji).

067
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1 (my— a)? )
2 () = e L Sl )
(2a) fo(om) e exp( 98

1 o (my— @)
(2b) felm) = —7— exp(——;r).
(3) Iz (1, mp) = fx(ml)fz(m'z)-

Znajdziemy teraz na podstawie uczynionych zalozen potrzebne nam
gestosci prawdopodobienstwa i wartosei oczekiwane.
Mozemy napisad

(4) my =2} (my — ).

7 wzoru (2a) wynika, Zze warunkoyy rozkiad prawdopodobienstwa
zmiennej losowej m; — & nie zalezy od #, a wiec zmienne losowe # i m; —a
83 niezalezne. Korzystajac z tego i z wzoru (4) otrzymujemy

(5) o(m)=ow(@)+ o(m—2), E(im)=E@)+E@m—2),
a wige na podstawie wzoréw (1) i (2)
(6) w(my)=ot+d;, Elm)=a.

Poniewas za§ zmienne losowe @ i m,—a maja rozklady normalne, wigc
korzystajac z (6) mamy

1 (my— a)?
Voatava ¥ (— m)—)'
Opierajac sig na tozsamosei
(8) f () fz(m)= [ (1) fru, ()

1 wzorach (1), (2), (7) znajdujemy

(7) }(mn)=

1 (% — B)?
(9) fmy (B)= A]/z—:eXP(—TAz—)a
gdzie
L _ Moy ad}
Vé+ &t A

Aby znaleZé rozklad f.,(m;) zwréémy uwage, Ze pytamy tu o roz-
{dad wynikéw m; wiréd wodomierzy, u ktérych wynik pierwszego pomiaru
Jest m,. A wige zagadnienie rézni sig od szukania rozkladu f,, (#) tym
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tylko, ze teraz role rozkladu bledéw @ a priori gra rozklad f, (). Korzy-
stajac z tego znajdujemy ?), ze

1 (my — By )
11 my (M) = —expl—
(1) ) = o[- 2,
gdzie
/ 202 —}-'-;2"“' "y 0o ao’
A= / ety — e
! Gll 63—}— o ’ ! a§+ o
Tozsamosei
(12) f(myymg) = f (1) fp, (103),
(13) F(0m1y Mhg) Fong g (#) = F (@) f (01, 103)
oraz wzory (1), (3), (7) i (11) pozwalaja nam znalezé
1 (@ — By)?
(14) fm mo(a") === CX}p ('— _'—_"“)
v 4‘12]/ 2 2A§ ’
gdzie
dym 20 g mtm)dtas
V2 + o 205+ o}
Wzor (9) daje
2 2 2 4
(15) By, (2) = 5ot o — AT B,

o-Fo1 (o3 01)
a wzor (14)

, 2 0301 (m1+ ) 03+ 6o}
(16) B )= 5o, ( 205+ of

Decyzja o wodomierzu jest funkeja pary (my,m,). Funkcja ta jest
dana, gdy wskazany jest zbiér L tych par (my,m,), dla ktérych wodo-
mierz legalizujemy. W naszym zadaniu jest to zbi6ér tych par, dla ktérych
badZ |m|<a, badZ a<|my|<<B i [(my-+my)]/2<y (zobacz rys. 2).

Prawdopodobienistwo P, ze wodomierz przedstawiony do legali-
zacji zostanie zalegalizowany, wyraza si¢ wzorem

2
)=B§+A§.

(17) P1=£f(fm1,m2)dmldmz.

_ %) To wyprowadzenie wzoru (11), zawarte w pracy [2], powtérzylem dla wygody
ezytelnika, -
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Whpisujgc granice catkowania otrzymujemy

(18)- P, =_Z¢im1‘_—:_f:2:f (g dmy [ d‘ml_:f: § (g, itg) g -
. | + fam T o
W
&
.

\\\\\\\\‘

&
ZM00
Rys, 2
Korzystajae z tego, ic
(19) f(my, mg) = f(my) - fm,("”'z)
ize
(20) ] Fng (m2) iy = 1,
mozemy nadaé wzorowi (18) postaé
a —a —my+2y
(21) Py= ff(ml)d‘ml‘f’{; am, f \ () frny (M3) By -
—a - —my—2y
8 —nmy-+2y i
+ [ dm, f 1 (1) fomy (2g) @y
a —my—2y

Prawdopodobienstiwo P,, ze wodomierz przedstawiony do legali-
zacji zostanie zmierzony dwa razy, decyduje o oczekiwanej liczbie po-
iaréw na wodomierz i wyraza si@ przez ’

- B
(22) Pz=_jl; f(my) am, + ff(ml)dmx-
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Chcemy wybraé najlepsza spodréd takich tréjek «a,f,y, dla ktoé-
rych P, i P, 83 stale, na przyklad takie, jakie wynikaja z obowigzujacego
przepisu legalizacyjnego. W naszym przykladzie wartodei tych stalych
znajdziemy podstawiajge do (21) i (22) a=0,9¢, f=1,1¢q, y=q. Znajae
zaf Py i P, mozemy z (21) wyrazié B jako funkejo a i dalej z (21) przed-
stawié y jako funkeje «.i B(a), a wiec jako funkcje a. .

Ostatecznie granice zbioru L okazujg si¢ zalezne od jednego tylko
parametru o. Warbtodé oczekiwana E,(2*) kwadratu bledu systematy-
¢znego wyraza 8i@ wzorem

1 ..
(23) B (%)=& [ | By @) £ (11) f, () dmy oy
1z

Zaznaczamy, Ze ta warto8é oczekiwana zalezy tylko od jednego parame-
tru @, a nasze zadanie polega na znalezieniu a minimizujgcego E,(a*).

Po podstawieniu granic calkowania mozemy przeksztalecié wzér (23)
w nastepujacy:

(20)  PyB ()= [ By, (a) f(my)dmay+- Zi(ml)M‘ml)dMnL

8
+ fﬂ’ml)M(’ml)dmu
gdzie
: —my+2y
M(my)= [ Ep g (@) frn, (2) Bty .
—my—2y

Korzystamy przy tym z latwej do sprawdzenia réownodei

oo

(26) f Eml,m-a (mz)fml (mg) dmg = Em; (wz)'

—00

6. W przypadku gdy a=0, wzory (21), (22) i (24) upraszezaja sie
do postaci

a B
(25) Py=2 of f(my) dmy 4 2 [ Q(my)f(my) dmy,
gdzie
—my 42y
Qimy) = [ fuy(me)dmi,
~my =2y
(26) Py=2 fﬁ f(my)dng;

a B
(27) PB, (o) =2 of By, (#°)f (m8y) @mg+ 2 M (1my) (1) By,
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gdzie

—m+2y

Mm)= [ Eppyong (@) fomy () diny.
~Mmy—2y
W naszym przykladzie numeryeznym przyjeliémy =0, cp=1%,
0,=1%, ¢=1,5%. Po odpowiednich podstawieniach prawe strony wzoré6w
(25), (26) i (27) wyrazajg si@ przez stablicowane funkeje

2 ¢
= exp(-‘;), O(t)= [ g(v)du
w. sposéb nastepujacy :
2 f 2 2
@ r=30(L2d) a foim) L oL m) am,
gdzie

Q)= [o00] YT

(29) P,= 2[¢(u)]:j;ﬁ;:,

(30) PE (0°)=2 [qi (1/2E a) — Lft ag (l/z_’;'_ a)J +

’ 5 (yE
+2 [ M(my) '/7 ¢(VT m,) dmy,

’ Ne ! /—3_

b '3 ] 2 ¢
5 T 3 T

b=*WG1]/—“3— —QI/E VY, 0=~m1]//—§ +2"/'§‘y

Drugie wyrazy po prawej stronie wzorow (28) i (30) zastapilem w rachun-
kach przez sumy simpsonowskie

przy czym

1 1 . 1
3 ()= (- + - m8) Q) — 5wl
gdzie ]

"fQ (m,) V2 (ﬁml)dmlwdﬂ;a "/32l ('/H )—{—Q(a
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]//é ('/5 /3——&. V/Z A
6

8
2} M(ml) —2—(}9‘ —5* ’"bl) dmy~ 2

+4¢(V2 ), (a;ﬂ)+¢‘(§_ﬂ)m<ﬁ>].

Dla kontroli wynikéw korzystalem z wzoru

1/5 (1/2

d
"'—PlEa( @*)=2-"-¢ 5 )([Em,(wz)]m,=a—M(a) +M(B)—
- [E'ml,mz (wz ) ]1;1,1+7n‘,‘=2y)' .

Prace cytowane.

[1] J. Obalski, O pewnodei sprawdzenia nerzedzi mierniczych, Zastoso-
wania Matematyki 1 (1953), str. 105-124.

[2] J. Oderfeld i S."Zubrzycki, O sprawdzaniu wodomierzy, Zastosowania
Matematyki 1 (1953), str. 125-137.

INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIEJ AKADEMII NAUK

Praca. wptynela dwia 14. 4. 1954 r.

C. BYBHMHIIKUN (Bpounas)
OB OIITUMAJIBHOM METOIE NPUHEMKH BOJIOMEPOB
PEBIOME

PafoTa NOCBALIGHA NpHEMKE M3MEPMTEALHLIX NPUGOPOB, HAUPUMED BOAOMEPOB,
H3roTOBIAEMHX B ONpefelieHHHX YCIOBUAX, a uMeHHo: Ilojaraercs u3BeCTHHM pac-
npefeleHHe BepPOATHOCTEH CHCTeMATHYECKHX OIIMGOK & NPEHRIo:KeHHHX K HPHeMKe
npuGopos M NpefIaraercd, YTQ ABIAETCA OHO HOPDMANLHHM C MATeMATHYECKUM OHH-
naHueM @ M Rucnepcmeit o,. Ilpumemia npnGopoB coBeplIaeTcA HA OCHOBAHUH OXHO-
KpaTHOTO WM JBYKPATHOrO HM3MEPeHHA MX cuUCTeMaTuyeckol ownCuu. ITomaraercs,
4T0 MaMepeHHe CHCTeMaTHdeCKoli- omubOku obpeMenHo cayyaliHolf ommGkoi u 4TO
pacHpeJRelieHNe BEPOATHOCTe!l aTuX caydaitHhx ommbok m3BecTHO: Ilpexnoaaraercs,
YTO PEe3yJLTAT M M3MEPeHHs caydalinodt ommbxu npuGOpa ¢ cucremarMyecKo#i omm6-
KOff % HORMYMHEH HOPMAJBLHOMY paclipefiesieHHI0 C MAaTeMATHUYECKUM OMHUJAHNEM X
n gmcmepcHedl ¢, O6mEME FiuA BeexX 4.

Ilycte m, U my — PESYABTATH MEePBOTO U BTOPOTO H3MEPEHUA CHCTeMaTHYECKOMH
omubxn. PaccMarpuBaeMm clexyiomuit Merox npuemuu: lsmepurs m,, NPUHATL NpH-
Gop, or6pocnTh €rec MJIH MBMEPHTL M, B 3ABHCHMOCTH OT TOTO, 4TO HONYYaeM KAk pe-
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3yABTAT HEPBOrO MBMEPERMA: |m,|<a muu |m,|>f, wam a<|m,|<f; B nociemHueM
cayuae npuHATh HpuGop manm orGpocuTh B 3aBACHMOCTH OT TOT0, MMeeT JU MeECTO
HepaBeHCTBO |[(m,+m,) /2|y HIH HeT.

ABTOp OmpepedAeT umcAa a,fB,y TaK, UToGm 1° BepOATHOCTh HMpHEeMEM HprGOpa
6na paBHA BapaHee MAHHOMY uuciay P;, 2° 4T06H BepOATHOCTb, UTO IpeRiioReHHbH
K mpEemMxe npmGop HOXBEprHEeTCA ABYKJATHOMY H3MepeHHIo, PABHANACH 3apaHee
ZasHOMY uncxy P,, m 3° 9T00H Npu 2THX YCHOBHAX MaTeMaTHUeCKOe OMALAHME KBa-
ApaTa cHCTeMaTHuYecKO!l omuGKM NPUHATHX NPNGOPOB [OCTHral0 MHHUMYMA.

IlpuBenen OxWH uucjeHHHH NpUMED HINIOCTPHUPYIOMHN, HA CKOJbLKO MOKHO
CHH3UTHh MaTeMaTH4YECKOe OKHAAHNE KBAZAPATA CHCTEMATHYECKON OMUOKM HNPHHATHX
npu6opoB, ecin 8aMeHHTh BCTPEUAGMHY B HEKOTOPHX HHCTPYKOUAX HPHEM, 0 KOTO-
poMy a=0,9¢, f=1,1q, y=¢ (g — NOCTOARHAA ompeNeieHHAA WHCTPYKIMeH), NPHEMOM
ynoBuerBopsiomuM yciaosmam 1% 2° u 3° c Temm-ie BeposTHOoCTAMU P, u. P,.

8. ZUBRZYCKI (Wroclaw)
ON THE OPTIMAL METHOD OF WATER METER AOOE_PTANOE'

SUMMARY

The paper concerns the acceptance of measuring instruments, e.g. water meters
manufactured in established conditions, The distribution of the probability eof syste-
matic errors » in instruments presented for acceptance is regarded as known and
assumed to be normal with an expected value ¢ and a standard deviation o,. Instru-
ments are accepted on the. basis of a single or double measurement of their syste-
matic error. Itis assumed that the measurement of the systematic error is charged
with the random error and that the distribution of those random errors is known,
i.e. we assume that the result m of the systematic errer measurement of an instru-
ment with the systematic error z has a normal distribution, with the expected value
% and the standard deviation ¢;, the same for all «.

Let m; and m,; denote the result of the first and the second measurements of
the systematic error. The following acceptance. procedure is considered: we measure
m,, accept the instrument, reject it or measure my, according to whether |m,|<e,
[my|>B or a<|m,|<B; if the second measurement has taken place, we accept the
ingtrument or reject it accordmg to whether the inequality |(m,+m,)/2|<y is satis-
fied or not.

The author concerns himself with determining such numbers a,f,y that
1° the probability of accepting the instrument is equal to a given number P,; 2¢ the
Probability of the instrument presented for acceptance being measured twice is
equal to a given number P,;; 3° with these conditions the expected value of the
Square of the systematic error of the accepted instruments attains the minimum.

One numerical example is given, showing how much the expected square of
the systematic error in accepted instruments can be diminished if we replace the
Procedure — indicated in some acceptance rules in which a=0,9¢, f=1lq, y=¢
(¢ — a constant fixed by the rules) -by a procedure satlsfymg conditions
1° 20 and 3° with the same probabilities P, and P,.
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