J. ODERFELD (Warszawa)
O SKUPIENIU ROZKZADU

§ 1. Skupienie a warto§¢ uzytkowa. Niechaj X bedzie zmienng
losowy ciggly, jednowymiarowq,,,okreélonq. w zbiorze 8, ktory jest sumg
przedzialéw <{dy_,,d;), i =1,2,..., N. Oznaczmy gestosé prawdopodo-
bienstwa zmiennej losowej X przez qp(w)

Utwérzmy wyrazenia

(1) w = ( f qp“(w)dm)”2
(8)
: &
_ 20 do)
(2) o ( a.i"’ (¢) da)

Wyrazenie w bedziemy nazywali skupieniem weglednym, a wyraze
nie v; skupieniem czgsciowym.

Przedmiotem artykulu sg wlasnodci wyrazen w i v;. Przed, ich omo-
wieniem damy pewng interpretacje, ktéra w gruncie rzeczy stata 8i¢ punk-
tem wyjécia do badania &cistego. |

Na rysunku 1 pokazano trzy warianty a, b i ¢ rozkladéw X i przy
kazdym napisano, ile wynosi skupienie wzgledne wyrazone w umownych
jednostkaeh tak dobranych, zeby w, = 100. Mamy w, = 70, w, = 100.

Wa=100 wy=70 W00
a) | B | c) 0
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// Wi :
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Rys. 1

Iaezby te pokazujg, %e w jest tym wieksze, im — caeteris paribus — roz-
klad jest bardziej skupiony wokét wartodei modalnej, lub wartosci modal-
nych, jedli jest ich kilka,
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Przypudémy (1) teraz, ze rysunek 1 przedstawia rozklad ciezaru
ziarn zboza przeznaczonego do siewu. Otéz jednym z kryteriéw kwali-
fikujaeych ziarno do siewu jest mala dyspersja ciezaru. A wige ziarno
o rozkladzie 1b ma mniejszg wartosé uzytkowg niz ziarno o rozkladzie 1a.

Wiadomo réwniez, ze ziarno o rozkladzie 1lc latwiej mozna rozsor-
towaé niz 1b, a wiec znowu ziarno 1b ma mniejszg wartosé uzytkowsy
niz le. :

Jest wiee — przynajmniej w rozwazanym przykladzie — dosé wy-
rafna jednokierunkowa zalezno§é miedzy skupieniem wzglednym a war-
todcia uzytkows.

- Na fe zwigzki zwrécit uwage juz w 1954 r. H. Steinhaus [1]. Ponadto
w grudniu 1955 r. podat on (bez dowodu) teze. twierdzenia 1, ktére
dowodze w niniejszej pracy i postawil jako temat (w postaci szczegolne])
zadanie, ktérego ogélnym rozwigzaniem jest tmerdzeme 2.

§ 2. Skupienie wzgledne a odchylenie srednie. Wzrokowe poréw-
nanie rysunkéw la i 1b nasuwa przypuszczenie, Ze istnieje jakas relacja
miedzy skupieniem wzglednym w a odchyleniem $rednim ¢. Oczywifcie
nie ma zadnej zaleznofci ogélnej, istnieje bowiem nieskonczenie wiele
rozkladéw o réznych o.i tym samym w. Jednakze sa pewne zaleznosci,
prawdziwe w przypadkach szczegélnych, ale czesto spotykanych w prak-
tyce.

Jedli. zmienna losowa X ma gestosé pra.wdopodoblenstwa o(xz), to
zmienna losowa Y = axz+b ma gestosé

1 y——b)
p(y) = W(P( .
Wstawiajac gestosé ¢(x) i w(y) po prawej stronie (1) znajdujemy, e mie-
dzy skupieniami w, a w, jest zaleznosé
1
Wy = Wy .

Vial

Jak wiadomo, ¢, = |6|0,, Wiee
(3) wyVo, = w,Vo, = K.

A wiec w przeksztalceniu . liniowym . zmiennej ‘losowej wyraZenie
w¥e pozostaje stale.

(*) Aby umknqé ewentualnego nisporozumienia, zastrzegamy sig, 46 we wszyst-

_przykiadach podanych w tej pracy staraliémy sig o poprawnoéé techniozng
tylko w takim sakresie, jaki byl k&zdorazowo potmebny do alustrowama. pewnej
koncepcji matematycsnej. ,
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Latwy rachunek daje nastgpujace wartodei statej K:
w rozkladzie prostokgtnym K, = 2712371~ 0,537,

’ tréjkatnym K, = }-2*~0,561,

” normalnym Ky = 27"2g=1A 0,631,
Weimy jeszeze pod uwage symetryczny rozklad beta o gestodci
I'(2p)
I'(p)
Rozklad ten gra doé¢ duzg role w badaniu automatycznej produkeji
metalowej. Znajdujemy zaleZznosé
| r'(2p) T(2p—1) 1
Vo="—3

T*p) VT(ap—2) l/—l/2p+1

W ponizszej tabliczce spisano kilka wartodcei (z dokladnodcig do trze-
ciego znaku) funkecji K,(p):

p|2|3|5|10|20[50|og

[#(1—2)' (0 <z <1).

p(x) =

(4) = Hy(p).

L(p)l 0,518 \ 0,520 | 0623 | 0,527 | 0,620 | 0,580 | o831

§ 3. Wplyw podzialu na ékupienie wzgledne.

TwiERDZENIE 1. Niechaj ¢(®)," @i(#) i p(x) beda gestodciami prawdo-
podobienistwa i niechaj
(5) _ (@) = epr(2)+(1—0) py(w),

gdzie ¢ jest ustalone i spelnia podwding nierdwnosé 0 < ¢ <1. Niechaj
skupienie wegledne w bedzie okreflone wzorem (1).

Wiedy
(6) w < MaAX (W, W,).

Znak rownodei w (6) zachodzi tylko wiedy, gdy
(7) ¢ (®) = @1(x) = ¢4(@).
Dowéd(?).

) [@de = [ [ogi(a)+(1—0) pyle) Pdw =
) (9
= [o}(@)det(1—0) [¢i(w)dw+20(1—0) f (@) () do.
®@ @) @

() M6j dowdd w pierwszej wersji tej pracy opieral sig, jak obecnie, na nieréw.
podei Schwarza, ale byl dluzszy; skrécenie zawquozam 8. Zubrzyckiemu, ktéry
ponadio zauwaiyl, %o twierdzenie 1 stosuje sig réwniez do rozkiadéw skokowyoh,
ze stosownymi zmianami formalnymi.
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Ale z nier6wnosci Schwarza [2] wynika, ze
' . 12
[ oo plo)de <( [oi(@)da)™( [ o3(@)do)
) ® &)
Wskutek tego

[d@de <& [¢i@)da+1—0) [¢}(z)dot
®) &) s)

+2¢(1—o¢) ((sf) ¢i() M)m( o 3(‘”)‘7‘”)”2,
@)

czyli
( [#@aa)” <o [@ o] +1—0)( [i@)aa)”
- ® 8) )

a wiec — wobec (1) —
(9) w < owy+(1—cyw,.

Przy zalozemiach przyjetych co do ¢ prawa strona (9) jest niewieksza
niz max(w,, wy), co stanowi dowéd pierwsze] czedci twierdzenia 1.

Poniewaz w nieréwnofci Schwarza réwnosé zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy w, = w, = w, wiec prawdziwa jest druga czedé twierdzenia 1.

Uwaga. Z warunkéw, w ktérych zachodzi nier6wno§é Schwarza,
wynika, ze twierdzenie 1 jest prawdziwe nie tylko dla rozkladéw cigglych,
ale réwniez skokowych, ze stosownymi zmianami formalnymi.

Twierdzenie 1 ma nastgpujgcy interpretacje: - '

Przypusémy, ze kaidemu przedmiotowi pewnej partii mozna przy-
porzagdkowadé pewng realizacje cechy X. Jedli te partie podzielimy w do-
wolny sposéb, to na ogél ofrzymamy, przynajmniej w jednej z czedei,
skupienie wzgledne wigksze niz przed podzialem. W szezegélnym przy-
padku (w; = w,) moze ono byé niemniejsze niz przed podziatem; taki
pPrzypadek moze zajéé whedy, gdy partie podzielono przez losowanie i gdy
zaréwno partia, jak jej obie czedei, sg duze.

Nasuwa. sie pytanie, jakie warunki nalezaloby dolaczyé do (5), aby
ofrzymaé feze¢ mocniejszg od (6), mianowicie teze, Ze
(10) w < min (w;, ).

Przypudémy, ze obszar 8 catkowania jest przedzialem {d,,d,) za-
wierajgcym punkt d, i ze

e@)fe dla do <z <dy,
pi(@) =
0 dla «< d, oraz = = dy;
(@) p@)/(t—e) da & <o <d,,

72 0 dls @ < d oraz © > d.

(11)
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W naszej interpretacji poshugujacej sie partia przedmiotéw znaczy
to, Zze podzielono partie na dwie ezedei rozlaczne wedlug cechy X.
Wobec (11) jest

(12) | [ ei(@)gala) dw = 0
)
i 'wzér (8) przyjmuje postaé

f‘P )dz = ¢* f‘Pl x)de+(1—c)* f%

czyli
(13) wh = ¢ wl—}—(l——c)
Jesli zas w jest okredlone przez (13), to nier6wno$é (10) jest spemiona,
gdy
) l1—e¢ wl 2 2—"‘0
(14) 1o (—ug)< pa

Ostatecznie wiec, warunkami dostatécenymé mocniejszej tezy (10)
83 lgcznie warunki (11) i (14).

Nie zajglem si¢ poszukiwaniem warunkéw koniecznych i d.ostatecz-
nych, w ktérych zachodzi (10), pragne jednak zwrécié uwage, ze juz sama
klasa przypadkéw spelniajaeych warunki (11) i (14) jest obszerna i wazna
dla praktyki. Mianowicie dzielac partie o rozkladzie cechy X prostokat-
nym, tréjkgtnym lub normalnym na dwie podpartie rozlaczne wediug
cechy X, mamy w, > w oraz w, > w. Poniewaz dowody tych wlasnosei
83 elementarne, poprzestane na zanotowaniu, ze dzielac partie o rozkla-
dzie normalnym i gestodci prawdopodobienstwa

1 1 J
2) = exp ! =~ ——=(r— (—oo < X < 00
(@) = e—oxp| = (—u] )
na czedé I, take ke X < d, i czedé II, taky ze X > d, mamy

w, d—,u) 1 (d——,u)“
— =1/ = 9( =+0
+. o‘/ﬁ -2 + _a ‘.’

E’-“l/"""‘(an/‘) o)

gdzie 6(...) oznacza funkcje Laplace’a.
Latwo zauwazyé, ze wtedy zawsze w,/w > 1 oraz wfw > 1. Gdy &

rofnie od 4 @0 oo, 0 w;/w maleje monotonicznie od V— do 1, a-w,/w rosnie

-




O shupieniu rozkladu 187

monotomczme od V2 do co. Dla d - oo, asymptotyczna wartodé w,/w

jest réwna l/_l/ (d—p)/o.

- Pospolitodé - przykladéw, w ktérych
zachodzi mocniejsze twierdzenie (10); mo-
Ze nasungé przypuszczenie, ze zachodzi
ono zawsze. Tak jednak nie jest, a na-
wet bywa tak, Ze prawdziwodé twierdze-
nia (10) zalezy nie tylko od typu rozkla-
du i sposobu podziatu, ale ré6wniez od re- ¢,

Iac;u metrycznych. // /
Dla ilustracji rozwazmy nastepujacy d 2 o
praykiad. Rys. 2
Niechaj zmienna losowa X w partii
ma gestodé jak na rysunku 2. Podzielmy partie na dwie czefei, tak zeby

wezefei I Xe(0,d),
w czedel II  Xeddy, d,).

vix)

3

%

N

Mamy

_Yapitd—d)s 11
hotd—d)e Vg

Zeby zachodzily jednoczesnie nieréwnodei w < w, i w < w,, po-
trzeba i wystarcza, zeby

dy—d, 91 d;
Ritd . oraz J2
z +%¢2>1 ora. d-—d,+2<pl>1

A wige na przyklad, jesli d;, = 2d,, to twierdzenie (10) jest prawdziwe
dla wszelkich wartosci ¢, i ;. JeSli natomiast (dy—d,)/d; = ¢;/p; = 0,1,
to twierdzenie (10) nie ‘jest prawdziwe.

Twierdzenie 1 mozna latwo uogélnié na podziat partii na N czefei.
Dzielgc najpierw partie na 2 czedei stwierdzamy, ze zgodnie z (6),
w < max(w;, wy). Dzielge teraz czedé I na czefei I’ i I”, mamy
Wy, < max(w;,w,), @ Wiec w < max(wy,w;,®,) itd. Ogélnie:

w < max (wy) (i=1 2,...,N).

A wige dzielge partie w dowolny sposéb na N czqécl, mamy pPrzynaj-
mmej w jednej z eczefei skupleme wzgledne nie mniejsze niz przed po-
em.

§ 4. Podzial wedlug najwickszej sumy skupied czesciowych.
Niechaj zmienna losowa X okreflona w obszarze S ma gestosé prawdo-
Podobiefistwa ¢(2) i niechaj obszar § bedzie sumg przedziatéw {d;_,, d;),
t=1,2,...,7N,
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N
TWIERDZENIE 2. Jesli v; jest okreslone przez. (2), to D v; = max,
1
9%
(15) Py =V = ... = Dy.
Dowdd. Z warunku koniecznego
R |
EZTH-’ZO (@.=‘1,2,...,N—1)
wynika, Ze
1 1, . . ‘
2,02‘?( i) — zv%lw(di)=0 (t=1,2,...,,N-1),
+
czyli

'03'.:'034-1 (t=1,2,..,N-1),

co jest réwnoznaczne z (16).
Pomijamy banalny dowéd, ze ekstremum tak znalezione jest maksi-
mum.

WNi0SEK, Wielkosei d; sq kwantylams rzedu N w rozkladzie o gestodes
prawdopodobienstwa oc ¢*(x). W preypadku szezegdlnym, gdy N =2, 4,
jest mediang. ‘

Twierdzenie 2 ma nastgpujacg interpretacje:

Jedli partie nalezy podzielié na N —1 czefei i jedli wartodd i-tej czedei
jest proporcjonalna do ¢-tego skupienia czeiciowego, to najwiekszg war-
todé laczng uzyskuje sie przy podziale wedlug warunkéw (15).

Dla ilustracji przypusémy, ze dana jest partia zlozona z 1000 kloc-
k6w; rozklad ich ciezar6w jest normalny ze érednia m graméw i odchy-
leniem grednim ¢ = 10 graméw. Klocki 83 przeznaczone do montazu
sprzegiel odsrodkowych. Z warunkéw pracy wynika, ze komplety 5-cio
sztukowe przeznaczone do jednego sprzegla powinny mieé mozliwie zbli-
zone eagzary Z warunkéw. technicznych wynika, ze nie oplaca sie dobie-
ra¢ indywidualnie klockéw do takich kompletéw, ale ze wystarczy caly
partie podzielié na 4 ozedei i wybieraé na chybil mﬁl po b klockéw z jed-
nej cz¢éei. Jak nalezy podzielié partie?

Przyjmujemy, ze warto§é czedci partii jest proporcjonalna do skupmﬁ
czesciowych. Ma wiec zastosowanie twierdzenie 2. Z wniosku z tego twier-
dzenia wynika, ze punkty podziatu powinny byé kwartylami w rozkladzie
normalnym N (m, o/V2), czyli ze
_0’_6,..7.:4.:.0 Go = M Ao = m+ .9_’_6_?i o

1/5 ’ 2 U 8 .

Ve

al-':m—
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A wiee powinno byé:
w czefei I okolo 315 klockéw o ciezarach do m—4,8 g,

- wezedei II ,, 185 klockéw o ciezarach od m—4,8 do mg,
w czefei IIT  ,, 185 Klockéw o ciezarach od m do m+4,8 g,
w czedei IV ,, 31b Kklockéw o ciezarach powyzej m+4,3 g.

'.I‘Wlerdzeme 2 pozostaje w mocy, jesli zamiast (15) rozwaiymy wy-
razenie ( fqa ) da)', Okazu]e sig, ze optymalne punkty podzialu sg

kwartyla.ml w rozkladzie o gestosci prawdopodobieristwa ocg (w) Moze to
byé uzyteczne w praktyce, gdyz swoboda w doborze wykladnika % pozwala
na dobre powigzanie wartodei ze skupieniem,

Mozna p6jéd jeszeze dalej w uogélnieniach, ale nie jest to ani ciekawe
matematycznie, ani nie wydaje si¢ uzyteczne w praktyce.

Prace cytowane
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INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIEJ AKADEMII NAUK

Praca wplynela 21. 2. 19566

d. OTEPOEJN B/ (Bapmaza)
4] COGPE}I OTOYEHHH PACIT PEJJEJEHHA
PESIOME

Mycrs cayuatHan MepeMeRHAA BeTUTHHA X menpeprBHAA, OJHOMEDHA H OHpefe-
Zena B o6mactr 8, KOTOPAA ABIAETCA CyMMoft maTepBanoB {d — &) 6 =1,2,...,N).
OGosnaunm nAOTHOCT: BEPOATHOCTH uepes ¢(x). Cocrasmm q)opMme

={ [P@)da)'’®, o, = 3(x) da)'/2.
o= om0 (] om

R

Ilepsaa ¢opMyaa HasHBAGTCA cocpedomoucHuesm o0JHOCUMESbHEIM, BTOPAT —
TocpedomoueHUes HACTMUNHELM,

ITokasano CcBASH MeMAY W X CPeAHHM OTHIOHeHWeM. JIOKABaHO ABE TEOPeMEIL.

I. Pasdesns npouseosvro coeOKYnRHOCMb NOAYSAeM no KPGiHel mepe & o00Hoi ed
%acmu omKocumessHoe cocpedomoverue He MeHbuiee wesm 00 pasdeseHus.

PaccmoTpeno HECKOILKO HPHMEPOB pasfeleHms, CPeXR KOTOPHX OZHO TAaKoe,
910 B Hampolt TaCTH COCPeAOTOYEHHEe OTHOCHTeXbHOe 0ONBIIe UeM RO DPA3/feieHHA.
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II. Paadessasn napmuio Ka wacmu He nepeceraioujuecs omuocumenvho npusnara X
noayuaem HaAUGOLBUWYIO CYMMY UACMUMHBLE cocpedomouenuti, koeda mouru pasdeseHusn
aeaslomes rKeanmuaamu ¢ pacnpedesenuu ocfi(x).

IIpuBopaTcs HexoTOpHe O0GOGmIEHHA 3THX TeOopeM.

BuiAcHEHO CBABEL MeMAY NapaMeTpaMu w ¥ ¥ U 3HAUEHMEM IAPTHH TOBapa M NpPH-
BEeleHO HECKOJIBKO YPMMEDPOB NPHMEHEeHMUH.

J. ODERFELD (Warszawa)

ON -THE CONOENTRATION OF DISTRIBUTION

SUMMARY

Let X be a continuous one-dimensional random variable, defined in region §
which is the sum of the intervals <d, ,,d,), i =1,2,..., N. Let us denote the den-
sity of probability by ¢(#). Let us form the expressions

d,
w = ( sftr’”(cc)_da:)llﬁ and o, = ( [ipg(aa)dm)l/”

The first of them will be called relative concentra.tlon, and the second partial
concentration.

The relation hetween w and the standa.rd deviation is shown

Two theorems are proved. Theorem 1 states that by am arbitrary division of
a population we oblain in at least one part of the population a relative concentration that
is not smaller than before the division. Several particular cases of division are consider-
ed, among them a case in which the relative concentration in each part is greater
than before the division.

Theorem 2 states that by dividing a lot into paris that are disjoini with respect
to the characteristic X we obtain the greatest sum of partial concentrations when the poinis
of division are quantiles in the distribution ocf’(x).

Some generalizations of both theorems are given.

In the part containing applications the author explains the relation between
parameters w and v and the value of a lot of the product and gives a few examples
of appleation.



