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0 PEWNYM ALGORYTMIE ROZWIAZYWANIA ROWNAN
ROZNICZKOWYCH ZWYCZAJNYCH PIERWSZEGO RZEDU (1I)

Wstep. W pierwsze] czescl ninicejszej pracy [1] omowilisSmy algorytm
Z, umozliwiajacy budowanie ciggu kolejnych przyblizen {y,(x)} zbiez-
nego do rozwigzania zagadnienia poczatkowego

(i) ¥y =f(®,y), y(®) = Y-

Przy omawianiu kenstrukeji algorytmu Z sformulowaliSmy wa-
runki, jakie powinien spelnia¢ ciag funkeji {F,(x,y)} okreslajgcych al-
gorytm Z. Najistotniejszy z nich jest nastepujacy:

(ii) Fn(w7?/n(w)) zf(my?/n(a;)) (n=20,1,2,...).

Geometrycznie warunek ten oznacza, Ze powierzchnie z = F, (z, y)
i 2z = f(x,y) przecinaja si¢ wzdluz pewnej krzywej przestrzennej, ktorej
rzut prostopadly na plaszezyzne (x, y) daje krzywa y,(x). Warunek ten
stanowi kryterium blisko§ci powierzchni F,(x, y) oraz f(x,y) W otocze-
niu krzywej y,(x).

Wprowadzimy okre§lenia uogdlniajace warunek (ii).

OKRESLENIE 1. Funkeje f(x,y) ¢ F(x,y) majg styczno$é rzedu s
wzdtuz krzywej y = a(x), dla ¢ z przedzialu [z,, x,], jesli dla kazdego x
z tego przedzialu spelnione s3 warunki

DiF(oc,a(w)).»—:—Dif(m,a(;’c)) dla i=0,1,2,...,s,
. i . 0 F(x,y)
gdzie przez D'F(x,y) oznaczyliSmy pochodng czastkowg ——aw——

OKRESLENIE 2. Funkeja F(x, y) jest powierzchniq interpolacyjng dla
funkeji f(z, y) z krzywymi weztowymi

y=a(x) (¢1=0,1,2,...,9),
dla x z przedzialu [z,, x,], jesli dla kazdego = z tego przedzialu spelnione
s3 warunki

F(x, a;(x)) = f(x, a;(x)) dla i=0,1,2,...,s.
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Twierdzenie 1, sformutowane w pierwszej cze$ci niniejszej pracy [1],
zapewnia zbiezno§é algorytmu 7Z juz wéwezas, gdy ciag funkeji okresla-
jacych F,(x,y) ma styczno$é rzedu zero z prawg strong réwnania réz-
niczkowego (i) odpowiednio wzdluz krzywych %, (z) lub jest powierzchnig
interpolacyjng z jedna tylko krzywg wezlowa v, ().

Natomiast w twierdzeniu sformulowanym i udowodnionym w pra-
cy [2] podane s3 oszacowania dla ciagu liczb {p,}, gdzie

9, = Sup |yn+1($)-?/n(‘r)|7
|Z—Zgl<h

w tych przypadkach, kiedy ciag funkeji okreslajacych F,(z, y) ma z po-
wierzchnig f(x, y) styczno$é rzedu s > 0 lub kiedy funkcje F,(x,y) sa
dla f(x,y) powierzechniami interpolacyjnymi wzdluz s+1 krzywych we-
ztowych.

7 oszacowan tych wynika, ze ciag kolejnych przyblizen {y,(x)} jest
tym szybciej zbiezny do rozwigzania zagadnienia poczatkowego (i), im
wieksza jest liczba s.

W' niniejszej pracy omoéwimy konstrukecje takich ciggéw funkeji
okre§lajacych, aby odpowiadajace im algorytmy Z wyznaczaly ciagi ko-
lejnych przyblizen szybko zbiezne do rozwiazania zagadnienia poezatko-
wego (i).

1. O pewnej klasie funkecji okreslajacych algorytm Z. Rozpatrzmy
funkeje dwu zmiennych

F(z,y) = W(xy g(x, 7/)) _g:f_(_m_z;?/‘)_’

gy(z, Y)

gdzie W(x, y) oraz g(x,y) sa dowolnymi funkecjami cigglymi ze wzgledu

na obie zmienne w pewnym interesujacym nas obszarze. O pochodnej

czastkowej ¢, (x, y) zakladamy, ze jest rézna od zera w danym obszarze.
Zauwazmy przede wszystkim, ze zagadnienie poczatkowe

y = F(z,y), Y(@) = Yo
po podstawieniu nowej funkeji « = g(x, y) przyjmie postaé
w = W(z,y), (%) = g(%o, Yo)-

Majac to na uwadze, bedziemy konstruowaé ciag funkecji F,(z, y)
okreslajacych algorytm w postaci

W,L({B, gn (2, ?/)) _g;z.’c(x) Y)
Ju(, Y)

(1.1)  Po(x,y) = dla =#=0,1,2,...
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Ciagi funkeji W, (z,y) oraz ¢,(x,y) doblerzemy tak, zeby:
1° Ciag zagadnien poczatkowych

Uy = 1Vn(m7 ?/)7 un(xo) = gn(xm yo)

mozna bylo rozwigzaé przez kwadratury.

2° Funkecje (1.1) mialy, z powierzchnig f(w,y) styczno§é rzedu s
wzdluz okre§lonej krzywej y,(x) lub byly powierzchniami interpolacyj-
nymi dla funkcjl f(x,y) wzdluz s+41 okreslonych krzywych y,(x),

Ynp1(), . ?/n+s(37)

2. Konstrukcja funkeji dwu zmiennych majacej z dana powierzchnia
styczno$é rzedu s. Z okreslenia 1, podanego we wstepie niniejszej pracy,
wynika, ze funkcja I, (x, ¥) ma z funkeja f(x, y) stycznosé rzedu s wzdiuz
krzywej v, (r) wtedy, kiedy spelniony jest nastepujadcy uklad warunkow:

(21) D'F(z,yu(®) = D'f(z,yu(x)) dla i=0,1,2,...,s.

Bedziemy konstruowaé funkcje F, (x, y) w postaci (1.1). W tym celu
nalezy ustali¢ postacie funkeji W, (x, y) oraz ¢, (x, y). Zalézmy, ze funkcje
W.(x, y) sa tak dobrane, ze kazda z nich spelnia warunek

(2.2)  D'W,(x,y.(2)) = D'f(,yu(x) dla i=0,1,2,...,k,

tzn. ma z powierzchnig f(r, y) styczno§¢ rzedu k wzdtuz krzywej v, (x),
gdzie k jest dowolng liczbg calkowity spelniajacg warunek —1 <k <s.
Przez styczno$é rzedu —1 bedziemy rozumieli taki przypadek, kiedy
funkeja W,(x, y) jest zupelnie dowolna, tzn. nie spelnia zadnego z wa-
runkow (2.2).
Przyjmijmy ponadto nastepujaca postaé funkeji g,(z, y)

S+1

(f) 3) g xr J) Z (./ Jn Ay i—j— 1((D)+ dla EF<s—1

Y dla k=s,

gdzie a,;(x) sa dowolnymi funkcjami zmiennej x, s —k—j razy roznicz-
kowalnymi, jesli j =1,2,...,s—k, oraz a,;(xr) =0, jesli j = 0.

Udowodnimy teraz

TWIERDZENIE 1. Funkeja F,(x,y), okreslona wzorem (1.1), w przy-
padkw gdy W,(x,y) spetnia warunki (2.2) oraz gdy g¢,(x,y) jest postact
(2.3), ma z powierzchniq f(x,y) styczno$é rzedu k wzdluz krzywej y,(x)
przy dowolnych funkcjach a,;(x).

Dowoéd. Nalezy udowodnié, ze spelnione sg warunki (2.1) dla
t=0,1,2,..., k.
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Rozpatrzmy wpierw najprostszy przypadek k =s. Z (2.3) otrzy-
mujemy ¢,(z,y) = ¥y, natomiast z (1.1) F,(x,y) = W,(x, y), skad wobec
zatozen (2.2) od razu wynika prawdziwo$é tezy.

Rozpatrzmy teraz przypadek I <<s. Zauwazmy przede wszystkim,
ze prawdziwe sg nastepujace wzory:

(24) Dr!]7lzx(x7 yn) -
= 7’!a,fb’r_k_1—(1'—}—1)!y,,'baw_k dla »=0,1,2,...,8+1,
Y dla. »r=20
(2.5) D gy (xy yn) =1 @pp_r—1+1 dla r =1,
r =2

Py, g1 dla s 3y ey 41,

Wzory (2.4) i (2.5) sa prawdziwe dla ¥ = —1,0,1,2,...,s—1.
Dalej, uwzgledniajac (2.5) dla r = 0 oraz zalozenia (2.2), otrzymamy
(2.6)  D'W,(x, gu(®, (@) = D'f(z, yu(®) (. =0,1,...,k).

Przepiszmy teraz rowno$é (1.1) w nastepujacej postaci:

Fy(x,y)Dg,(x,y) = Wy(x, gu(x, ?/))—g;tz(w’ Y).

Roézniczkujac te rownosé ¢ razy obustronnie wzgledem y, otrzymamy
i
(2.7) D YD B, y) D gu(@y y) = D'Wo(w, gu(@, 1) —D'gra(@, ).
i=0
Jefli teraz podstawimy do wzoru (2.7) ¥y = y,(x) oraz uwzglednimy wzory
(2.4) 1 (2.5), to otrzymamy

(2'8) (’L"I"l) !a’n,i—k?/;z_f(x7 yn) = DiFn(x) 3 n) —DiWn(JU, yn)+
1—1
+ X DA+ DT E (@, ya) g+ i
1=0

Widzimy, ze dla ¢ < k wszystkie funkcje a,;(x), wystepujace we wzorze
(2.8), sg tozsamofciowo réwne zero, albowiem j << 0 (patrz wyjasnienie
do wzoru (2.3)). Zatem z (2.8) otrzymamy

D'Fo(@, Yp) —D'Wy(®,9,) =0 dla i=0,1,2,...,k,

skad na mocy (2.6) otrzymujemy warunki (2.1) dla ¢ =0,1,2,...,k,

co dowodzi, ze funkcja I7,(x,y) ma styczno§¢ rzedu k z powierzchnig

flx,y) wzdtuz kezywej y,(x), niezaleznie od postaci funkeji a,;(x), Wy-

stepujacych we wzorze (2.3). Funkcje a,;(z) dobierzemy w ten sposob,

aby speilnione byly warunki (2.1) réwniez dla ¢ = k+1, k+2,...,s.
Jezeli podstawimy do wzoru (2.8)

D'F,(x, yu(2)) = D'f(z, ya (@)
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oraz zmienimy odpowiednio wskazniki, to otrzymamy wzor rekurencyjny,
umozliwiajagcy przy zadanych s oraz k znajdowanie funkeji a, ;(x)
(k+j+1)yn—f (@, yn)

k+j-1 k13 " . !
P ( —ZH) C+1) ay g D7 () y) + (T +5) L g

(k45 +1)! (yn—F (2, ¥2) -

(210) @, = +

l=k+1

dla j=1,2,...,s—k.

3. Konstrukcja powierzchni interpolacyjnych. Na to, by funkcja
I, (z, y) byla powierzchnig interpolacyjna dla funkeji f(x, ) z krzywymi
weztowymi ¥, (), Yuy1(2)y ooy Yuys(x), musi byé spelniony uklad warun-
kow

(3.1) Fn(-% ?/n»i-i('r)) :_:f(a,‘, yn+i(w)) dla ¢=0,1,2,...,s.

Podobnie jak w poprzednim przypadku, bedziemy konstruowaé
funkcje F, (z, y) w postaci (1.1).

Zalézmy, ze funkeja W, (x,y) jest tak dobrana, ze spelniony jest
uklad warunkoéw

(3.2) Wl Yuys(@) = f(@, Yuyi(x))

dla ¢ =0,1,2,...,k, gdzie k jest dowolng liczbg calkowity z przedzialu
[—1,s]. Przypadek k¥ = —1 oznacza, Ze funkcja W,(x, y) jest zupelnie
dowolna, tzn. nie spelnia zadnego z warunkéw (3.2). Zatem z zatozenia
funkcja W,(x,y) jest powierzehnig interpolacyjng dla funkeji f(x,y)
z krzywymi wezlowymi y, ;(x) (+ =0,1,2,...,k).

Przyjmijmy ponadto postaé funkeji g,(x, y)

8

Z S;j(x,y)a,;(x)+y dla k <s—1,
(3.3) g2y ¥) =150
i

dla %k =s,
gdzie

8

1 .
S, y) = ——— (y—?/n+l(m))2’ ] <.
?/—‘?/n.;.y‘(w) 1—0

TWIERDZENIE 2. Funkcja F,(x,y), okreslona wzorem (1.1), w przy-
padku gdy funkcja W,(x,y) spelnia warunki (3.2) oraz g,(x,y) jest po-
staci (3.3), jest powierzchniq interpolacyjng dla funkcji f(x,y) 2 kreywymi
weztowymi Y, i(x) (1 =0,1,2,...,k).
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Dowéd. WprowadZzmy oznaczenie

_Sf(m7 Y)

Pj(wa y) =
Y—Ynyj

(J <)

Yatwo jest sprawdzi¢ prawdziwos$é nastepujacych wzordw:
In(Zy Ynyi) = Ynyi dla ¢=0,1,2,...,s,

0 dla i=0,1,2,...,%

(; (CU ?/n;-i) - ’ .
Inas ‘ — i Pi(®, Yooy, dla ¢ =k41,...,s,

1 dla $=0,1,2,...,k,

,’; Xy Ypri) = ;
g U( ’ I ) lPi(m7 .1/‘1L+L')a'n,i+1 dla’ = k—‘_l’ ees S

Wstawiajac do obu stron réwnosei (1.1) y,,.; zamiast y oraz uwzglednia-
jac powyzisze wzory, otrzymamy
(3.4)

ﬂfn (‘r’ayn+i) (i:071727"'7k)7

Fn Ly Ynii) = W, na-i 1,; iPi(x, Ynoi) @y g
( 7J ) _7'7Lw,y7;_>)v+ty+m (l:,’,i_'_)_..."_ (i:k—l—l,---,S)o

Py(w, i) O +1
Uwzgledniajace zatozenia o funkeji W, (r,y), widzimy, ze F,(x,y) jest
powierzchnig interpolacyjng dla funkeji f(w,y) z krzywymi wezltowymi
Ynyi(®) (¢ =0,1,2,..., k) niezaleznie od postaci funkeji a, ;(x), c.b.d.o.

Dobierzemy teraz funkcje a,;(r) w ten sposob, aby F,(x,y) byla
powierzchnig interpolacyjna dla f(«x, y) réwniez wzdluz krzywych wezlo-
Wych. Ynpi(@) (0 =k+1,k+2,...,5).

Zadajac dla tych krzywych spelnienia warunkéw (3.1), otrzymamy
z (3.4) wzory umozliwiajgce znajdowanie funkceji a, ;(x)

(3.5)

A i (*D) = I(*mv,—%H-l (.L‘)) ‘—‘/Vn (wﬂ7b+i.(f}),,,,,_ }

Pi(, Yoy i (@) [y s (2) —F (@, 0 i(0)

4. Metoda stycznych rzedu s przyblizonego rozwigzywania réwnan

rézniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu. Rozpatrzmy nastepujace
zagadnienie poczatkowe:

(t =k4+1,k+2,...,8).

(4.1) Y =flx,y), y(r) = Yo-

Przez metode stycznych rzedu s bedziemy rozumieli taki algorytm Z
(patrz [1]), w ktérym ciag funkeji okre§lajacych ma z powierzchnig f(x, y)
stycznos¢ rzedu s odpowiednio wzdluz kolejnych przyblizen rozwiag-
zania zadania (4.1), otrzymywanych sukcesywnie zapowiedziang metods.
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Zajmiemy sie szczegélowym omoéwieniem zapowiedzianej metody.
Niech funkecja y,(r) bedzie kolejnym, znanym juz przyblizeniem roz-
wigzania zagadnienia poczatkowego (4.1), uzyskanym zapowiedziang me-
toda. Konstruujemy wpierw funkcje F,(r,y) postaci (1.1), ktdora ma
z powierzchnig f(x, y) styczno§é rzedu s wzdtuz krzywej v, (x). Nastepnie
rozwigzujemy zagadnienie poczgtkowe (4.2)

(4-2) ?/1’14-1 = Fn(-’ﬂy yn+1)7 ?/n+1(w0) = Yo.

Zagadnienie (4.2) po dokonaniu podstawienia

(4.3) Uy = 0Ty Yny1),

gdzie g,(r, y) jest okreslone wzorem (2.3), sprowadza sie do rozwigzania
zagadnienia poczatkowego

(4'4) 'u;a = I/Vn(wa “7;)7 u’n(mo) = Yo,

skad wyznaczamy funkecje u,(x), a nastepnie do rozwigzania réwnania
algebraicznego (4.3), skad znajdujemy funkecje y,,.(x), tzn. nastepne
przyblizenie zadania poczatkowego (4.1).

O funkeji W, (x, y) zakladamy, ze ma z powierzchnig f(x, y) stycz-
no§é¢ rzedu k(—1 <k <s) wzdluz krzywej y,(x) oraz ze réwnanie roz-
niczkowe (4.4) daje si¢ rozwigza¢ przez kwadratury. Poczatkowe przy-
blizenie y,(x) W ciggu kolejnych przyblizen wybieramy dowolnie, zadajac
jedynie, aby ¥o(o) = Y-

Metoda stycznych sprowadza si¢ wige do rozwigzywania w kazdym
kroku iteracyjnym réwnania rézniczkowego (4.4), a nastepnie rownania
algebraicznego (4.3).

Zauwazmy, ze omoéwiona tu metoda jest oczywiscie uogolnieniem
metody Czaplygina stycznych, w zwigzku z czym nazywamy ja metodsg
stycznych rzedu s.

UWAGA. Zauwazmy, ze rozwigzanie rownania algebraicznego (4.3)
nie jest jednoznaczne. W opisie metody nie jest podane, ktére z rozwigzan
rownania (4.1) nalezy przyjaé jako kolejne przyblizenie y, ,(x), a to ze
wzgledu na to, ze nie udalo sie ustali¢ kryteriéw jednoznacznego wy-
boru rozwigzania.

Rozpatrzmy teraz kilka przykladéw metody stycznych rzedu s,
w ktorych bedziemy przyjmowaé rézne wartosci s oraz k, a takze rdézne
postacie funkeji W, (x, y).

Przyklad 4.1. Ustalmy s = 0, k = —1. Jezeli przyjmiemy W, (z,y) =0,
to wowezas z (2.3) otrzymamy

gn(X, y) = (y_?/n)an,l +9,
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natomiast ze wzoru (2.10)

(@, yn) .
?/;L _f(w’ 2 n)
Wzory (4.4) oraz (4.3) przyjma postaé

Un1 =

W= 0, Un(@)) = Yo,
(@, yn)
Uy = (?hu-l‘"?/n) '_r f ) -ty Ynir-
Mozna je zapisa¢ w postaci jednego wzoru rekurencyjnego
f(@, yn)
(4.5) Ynyr = i’/o+(;’/n—3/o)——,l’—:i°

Przyklad 4.2. Ustalmy s = 0, & = 0. Je§li przyjmiemy
Wz, y) = f(=, ya),

to, jak widaé¢, W,(x,y) ma z powierzchnia f(x, y) stycznoéé rzedu zero.
Ze wzoru (2.3) w tym przypadku otrzymamy

In(®,y) =y.
Wzory rekurencyjne (4.3) i (4.4) mozna w tym przypadku rowniez za-
pisa¢ jednym wzorem, okreslajacym, podobnie jak wzoér (4.5), metod¢
stycznych rzedu zero

(4.6) Ynrr = Yot [ F(1, yn)dt
Zo

znanym jako wzor kolejnych przyblizen Picarda.
Przyklad 4.3. WprowadZzmy oznaczenie
Ustalmy w tym przykladzie s = 1,k = —1. Przyjmujac W,(z,y) = 0,
otrzymamy ze wzoru (2.3)
gn(x, y) = ('y—yn)zan,2+ (y—yn) LI +:’/’
gdzie

fe g DI@ y) Lynt+Lagn —Indn
In 9 n,2 21;

Ap1 =
Wzory (4.3) i (4.4) mozna w tym przypadku napisa¢ w nastepujgce]j
postaci:

(4.7)  (Uns1—Yn) [DF (@, Y) LnYn+Lnthn —Inynl+
+2]3L"1’L(?/n+1’—?/'n) _21?1(?/0"”?/71,) = 0.
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Kolejng funkeje v,,,(x) otrzymuje si¢ tu przez rozwigzywanie w kazdym
kroku iteracyjnym réwnania kwadratowego.

Przyklad 4.4. Jedli ustalimy s =1, k = 0 oraz przyjmiemy
ufn("”’ Y) = f("E7 Yn) s
to wowezas funkeja g, (x, y) przyjmie postaé

Df(, yn
D)

Iulz, y) = (y Jn) by

Wzory rekurencyjne (4.4) i (4.3) mozemy w tym przypadku napisaé
w postaci
x
Uy, = Yo+ by y,)dt
(4.8) fo ff(yla) y
(yn.| 1 Jn I)f 7./n +- Zjn('/n{l .’/n)“zln(un—yn) = 0.

Przyklad 4.5. Otrzymamy jeszeze jeden przyklad wzoru, okresla-
jacego metode stycznych pierwszego rzedu, jezeli ustalimy s =1,k =1
olaz przyjmiemy

Wale,y) = Df(x, yu) (Y —9n) +f (2, Yn)-

Funkcja W, (r,y) ma w tym przypadku styczno§é pierwszego rzedu
z funkecja f(x, ) wzdluz krzywej w,(x). Ze wzoru (2.3) otrzymamy
gn(7,y) = y. Natomiast wzory (4.3) i (4.4) mozna w tym przypadku
zapisa¢ w postaci nastepujacego wzoru rekurencyjnego:

(4.9) ?/7,»+1 = Df(2, Yn) (Yni1—Yn) +f (2, ¥n), Yns1(To) = Yo,

znanego jako metoda Czaplygina stycznych.

Przyklad 4.6. Rozpatrzmy jeszcze jeden z wielu mozliwych przy-
padkow metody stycznych drugiego rzedu. Przyjmijmy s = 2, k = 1 oraz

W (x, y) = Df(x, Yn) (Y —Ya) +f (@, ¥a).

Otrzymamy wowczas wzory rekurencyjne, okre§lajace metode stycz-
nych drugiego rzedu, ktére umozliwiaja uzyskaé kolejne przyblizenie
Yni1(Z) poOprzez rozwiazanie w kazdym kroku iteracyjnym réwnania roz-
niczkowego liniowego oraz réwnania algebraicznego trzeciego stopnia

= Df(x, ¥p) (Un—Yn) +f (@, Yu), Un (%) = Yo,
(?/n+1_yn)3D2f(w7 Yn) +61n(.7/n+1_‘?/n) “GIn(un_yn) = 0.

5. Metoda interpolacyjna przyblizonego rozwiazywania réwnan roz-
niczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu. Meiodqg interpolacyjng bedziemy
nazywaé taki algorytm Z, w ktérym wyrazami ciagu {F,(x, %)} funkeji

(4.10)
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okreslajacych sa powierzchnie interpolacyjne funkeji f(x, y) z krzywymi
wezlowymi

Yn (L), Yni1(£)y «ovy Ynys(@),

gdzie {y,(r)} jest ciagiem kolejnych przyblizen rozwigzania zagadnienia
poczatkowego (4.1), ktorego wyrazy otrzymuje sie¢ sukcesywnie zapowie-
dziang metoda.

Zajmiemy sie dokladnym omowieniem tej metody. Niech funkeje

(5.1) yn(a"), ?/n+1(-’v)7 ceey ?/n+s(w)

beda kolejnymi, znanymi juz przyblizeniami zagadnienia poczatkowego
(4.1), uzyskanymi metodg interpolacyjng. Konstruujemy wpierw po-
wierzchnie interpolacyjng F,(x,y) postaci (1.1) funkeji f(x,y) z krzy-
wymi weztowymi (5.1). Nastepnie rozwigzujemy zagadnienie poczatkowe

- 7
(5.2) Unisir = Fou(Ty Ynypsi), Ynisi1(Zo) = Yo

Zagadnienie to po dokonaniu podstawienia
(5.3) Uy, = Gu(%y Ynpss1) s

gdzie funkeja g¢,(x, y) jest wyrazona wzorem (3.3), sprowadza si¢ do roz-
wigzania zagadnienia poczgtkowego

(34) u’;r, = Wn(w’ 'u'n)7 "’n(wo) = Yo,

skad wyznaczamy funkcje u,(x), a nastepnie do rozwigzania réwnania
algebraicznego (5.3), skad znajdujemy nastepne przyblizenie ¥, .., (x)
rozwigzania zagadnienia poczgtkowego (4.1).

O funkeji W, (z, y) zakladamy, ze jest powierzchnia interpolacyjna
funkeji f(x, y) z krzywymi wezlowymi

Yn (), ?/n+1(w), vy Ynrr(®),

jesli k =0,1,2,...,s, lub jest zupelnie dowolng funkeja, jedli & = —1,
jednak taka, zeby réwnanie rézniczkowe (5.4) mozna bylo rozwigzaé
przez kwadratury.

Poczagtkowe przyblizenia y,(x), y.(x), ..., ys(x) wybieramy dowol-
nie, zadajgc jedynie spelnienia warunkéw y;(x,) = v,.

Metoda interpolacyjna polega na:

1° ustaleniu s--1 przyblizern poczatkowych zagadnienia (4.1),

2° rozwigzaniu w kazdym kroku iteracyjnym kolejno zagadnienia
poczatkowego (5.4), a nastepnie r6wnania algebraicznego (5.3).

Rozpatrzmy trzy przyklady metody interpolacyjnej, zbudowanej na
dwoch krzywych weztowych.
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Przyklad 5.1. Ustalmy s = 1, ¥ = —1 oraz przyjmijmy W, (x, y) == 0
Ze wzorow (5.4), a nastepnie (3.3) oraz (5.3) znajdujemy
Uy = 0, () = Yo,

., J(@, )
Up = (Ynsr2—Yn) Yni2—Yns1) (Yns1—Yn)? 0 +

J (@5 Ynia) _
(?/n-l-l -yn)2]n+1

+ (?/n+2 _'?/n)2 (yn+2 _?/n-(-l)

Zatem wzory rekurencyjne (5.3) i (5.4) mozna zapisa¢ w postaci jednego
wzoru

(5-5) (?/n+2 —yn) (y71+2—yn+1)2f(w’ ?/n)Tn+1 +
+ (yn+2_y1z)2(yn+2_?/n+1)f(m7 y7H-1)In—onnIn+1(yn+1_?/n)2 = 0.

Przyklad 5.2. Jeg§li przyjmiemy s =1, k=0 oraz W,(x,y) =
= f(x, ¥,), to woOwezas wzory rekurencyjne (5.4) i (5.3) przyjmg postaé

n =1 t, y,)dt
(5.6) Yo+ z{f( ) Yn)

(?/n+2—?/n)2(?/n+2 Yni1) [f(z ’./n+1 f(xyyn)]_un(?/vwl—?/n)21n+l = 0.
Przyklad 5.3. Jedli natomiast ustalimy s =1, k¥ =1 oraz przyj-

miemy
f(w7 yn) _f(w’ yn-}-l)
Yn—Ynia

W’n(ma ?/) = (yn+2—yn) +f(fv7 yn)’
to wowezas wzory rekurencyjne (5.3) i (5.4) mozna zapisaé w postaci
jednego wzoru

S Ty Yn)
(5.7) Ynyo = U " f/ 2 Yni) (Ungy2—Yn) H(@y Yn)y  Yni2(®) = Yo,
n+1

znanego jako wzor siecznych Czaplygina.

6. Przyklad numeryczny. Rozpatrzmy nastepujace zagadnienie po-
czagtkowe

(i) y = —y*+2zy—a+1, y(0) =1.
Latwo sprawdzié, ze rozwigzaniem tego zagadnienia jest funkeja

1
1+

(ii) Yy(x) = +z.
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Zajmiemy sie¢ teraz przyblizonym rozwigzywaniem réwnania (i),
stosujac niektore wzory iteracyjne podane w poprzednim paragrafie.
Dla kazdego z wybranych wzoréw wykonamy jeden krok iteracyjny.
Przyjmijmy funkeje

(iii) Yo(x) = 1-ta?

jako poczatkowe przyblizenie rozwiazania zagadnienia poczatkowego (i).
Ze wzoru (4.5) znajdujemy latwo

(iv) y(w) = 1+a®—1,50° +a*—0,57°.
Obliczmy rdéwniez pierwsze przyblizenie rozwigzania, stosujac wzor
Picarda. Ze wzoru (4.6) znajdujemy
(v) YD (x) = 14+a*—2*+0,50* —0,22°.

Na koniec, stosujac wzér (4.8), znajdujemy jeszcze jedno wyrazenie
dla pierwszego przyblizenia rozwigzania zagadnienia poczatkowego (i)

P (@) —Vp*(2) +4p (2) g ()7 (7)

: (3) — 2| p2
(vi) ¥y (x) = 1+atfo 24 (@)

T
gdzie

plr) =3—-2x+x?, ¢q(r)=1—x+2% 7r(r)=12—0,512+0,22°.

W celu poréwnania poszezegélnych przyblizen, otrzymanych za po-
mocg roznych wzoréw iteracyjnych, podajemy tabelke, gdzie wyliczone

sg wartosci poszczegélnych przyblizen dla kilku warto§ei @ wzietych
z przedziatu [0,1].

f

z y (x) Yo () y{1) () ¥ (@) y® ()
0,1 1,0091 1,0100 1,0086 1,0090 1,0091
0,2 | 1,0333 1,0400 1,0294 1,0327 1,0332
0,3 | 1,0692 1,0900 1,0564 1,0666 1,0682
04 | 1,1143 1,1600 1,0845 1,1068 1,1114
0,5 | 1,1667 1,2500 1,1094 1,1500 1,1608
0,6 | 1,2250 1,3600 1,1267 1,1932 1,2139
0,7 | 11,2882 1,4900 1,1316 1,2334 1,2704
08 | 1,3556 1,6400 1,1178 1,2673 1,3296
0,9 | 1,4263 1,8100 1,0774 1,2910 1,3896
1,0 | 1,5000 2,0000 1,0000 1,3000 1,4508

Dla wyjasnienia podajemy, ze w kolumnie drugiej podane sa do-
kladne warto$ci rozwigzania, a w kolumnie trzeciej — wartoSci zero-
wego przyblizenia, okreslonego wzorem (iii). Natomiast w pozostalych
trzech kolumnach podane sg wartosci pierwszych przybliZen, okreslonych
odpowiednio wzorami (iv), (v) oraz (vi).
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P. 3Y B3P (Bponnas)

OB OJJHOM AJI'OPU®ME PEHIEHMSI OBBIKHOBEHHBIX JAV®OEPEHIIMAJILHBIX
YPABHEHHH TEPBOTO POJA (II)

PE3IOME

B osroit crarbm poccMaTpuUBAETCA [BA METO/IA: UHMEPNOAAGYUOHHBIE U Memod
Kacameabisiz, KOTODHE [AlOT BO3MOKHOTCH IMOJYYHUTH IMOCJejoBaTeldblibie Npulin-
sKCHUA

(i) Yo(2), ¥1(2), Y2 (), ...

cTpeMaamuecsa JJOBOJBHO 6LICTp0 K peUuIeHUIo HAuYaJbHOI 3agauu

(ii) v =1z, 9), Y(@) = Y-

B srux Meromax HauadbHylo 3afauy (il) 3aMeHAaeTCA HeKOTOpOli MocaeAoBATENb-
HOCTbIO HAYAJBHBIX 3a;1a4

(iii) y = Fn(z,y), y@) =y (rn=0,1,2,..),

rae Fy(z, y) Aasnfaerca pyHKuMell, MMeloleit ¢ MOBEePXHOCTLIO f(x, y) nopadok Kacanus
$ B IIepBOM MeTOJde, MJU ABIAETCA ulimepnosayuonroii Pynryueli IJIA NMOBEPXHOCTH
Jf(z,y), mocTpoeHoil HA § Y3JOBHX KPUBHIX BO BTOPOM MeTOHe.

B crateu oroBopeHa roHcTpykuua Gynrumit Fpn(x, y) KacaTcapHBIX K 3aJaHOIf
noBepxHocTH f(z,y), a TOKe KOHCTPYKUHUA MHTEpPNOJALMOHHBIX TNOBepXHOCTell A
¢yunrunn f(z, y). .

JJaeTcA Takie HECKONLKO NMPUMEPOB METOJAA KAcCATeJbHHIX H HMHTEepPIHOJALHOH-
HOro Meroga miaa s — 0,1, 2,

R. ZUBER (Wroclaw)

SOME ALGORITHM FOR SOLVING ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS
OF FIRST ORDER (II)

SUMMARY

The autor gives in this paper two methods: a method of tangents and an in-
terpolation method for obtaining a sequence of successive approximations

(i) Yo (), Y1 (%), Yo (), ...
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which converge to the solution of the initial-value problem

(i) vy =f(®,y), Y@ =1y.

In both methods the initial-value problem (ii) is replaced by the sequence of
initial-value problems

(iii) vy = Iz, y), Y(xy) = Y, n=20,1,2,..)),

where I, (x, y) is a tangent function of the order s to the function f(x, y), in the first
method, or is an interpolation function for f(x, y), with s pivotal curves, in the second
method.

In the paper constructive methods for obtaining the function F,(z, y)
tangent to f(x,y) and for obtaining the interpolation function are given.

Given are also a few examples of the method of tangents and of the interpola-
tion method for s = 0, 1, 2.



