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0 WYBORZE PLASZCZYZNY NAJLEPSZE]J DYSKRYMINAC]I

W badaniach lekarskich dotyeczacych diagnostyki coraz czesciej sto-
suje sie metody dyskryminacji matematycznej (poréwnaj [2]-[6]). W ten
spos6b poprzez formalny aparat matematyczny umozliwiony jest wglad
w obserwacje wyrazajace si¢ wieloma liczbami i dlatego nie nadajace sie
do pogladowego przedstawienia na plaskim rysunku. Jednak ze wzgledu
na walory pogladowego przedstawiania obserwacji ponawiane sg préby
uzyskania takiego przedstawienia nawet kosztem straty pewnych infor-
macji zawartych w obserwacjach. Zazwyczaj idzie tu o rzutowanie obser-
wacji na odpowiednio wybrang plaszezyzne. Kluczowym sposobem w tych
probach jest wybieranie prostej czy plaszezyzny rzutowania. Moze sie
oczywifcie zdarzyé, ze rzut na mniej lub bardziej arbitralnie wybrang
plaszezyzne czy prosta ujawni konfiguracje pozwalajaca na bardzo sku-
teczng dyskryminacje. I tak autorzy odezytu [6] podaja, ze przy dyskry-
minacji krzywych cukrowych bardzo dobra prostg
dyskryminacji okazala si¢ prosta zwigzana z naj- yh
wiekszg warto$cig wlasng macierzy kowariancji wy-
rachowanej z mieszanej probki obejmujacej wszystkie
rozwazane typy cukrzyey. Jest zupelnie jasne, ze _|
gdyby w rozwazanych grupach o elementach charak-
teryzowanych dwoma cechami rozklady tych cech
byly odpowiednio wydlizone w niepozadanym kie-
runku, np. tak, jak to sugeruja elipsy na rys. 1, Rvs. 1
wspomniany wyzej sposob wybierania prostej dyskry- ’
minacji kazalby dyskryminowaé¢ wedlug cechy y, zamiast, co tu byloby
wlasciwe, wedlug cechy .

Chciatoby si¢ przeto umieé wskazywaé plaszezyzne rzutowania tak,
7zeby okazywala sie ona plaszezyzng dobrej dyskryminacji, jesli taka
istnieje, nie tylko dzieki przyjaznemu zbiegowi okolicznosci. Jak sie
wydaje, mozna zaproponowaé dosé rozsadne sposoby wykorzystujace
informacje o zmienno§ci wewnatrz grup i o zmienno§ci miedzy grupami.
Pewne kryterium wyboru plaszezyzny dyskryminacji wykorzystujace
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takie informacje podal J. Perkal [9] i ono jest bezposrednim powodem
do napisania tych uwag. Mianowicie kryterium wyboru zaproponowane
przez Perkala ma pewne niepozadane wlasnos$ci. Mozna je wyeliminowaé
przez odpowiedniag modyfikacje kryterium. Taka modyfikacje omawiamy
w § 6. RoOzni si¢ ona tylko nieistotnie od kryterium zaproponowanego
przez Rao (zobacz [10], §9c¢), a takze prowadzi do rozwigzania, ktore
jest najlepsze w sensie jeszcze jednego kryterium (poréwnaj Wilks [12],
§ 18.7). Porownujemy te kryteria w § 7.

§ 1. Zalozenia. Rozwazac bedziemy K populacji, ktorych elementy
scharakteryzowane sg I cechami

X = (@1, ..., w7

(symboliki wektorowej bedziemy uzywa¢ w miare potrzeby). O rozkla-
dach tych cech bedziemy zakladac¢, ze maja te same nieosobliwe macierze
kowariancji

(1.1) A =[]

macierz kowarianecji wewnatrz populacji) i Srodki ciezkosei
(1.2) ek = [pr1y gy -y tar]’

nie wszystkie réwne. Oznaczmy przez

(L.3) M = [my]

macierz kowariancji tych §rodkéw ciezkosci (macierz kowariancji miedzy
populacjami), tzn. macierz o elementach

K
1
(1.4) mij = = > (=) (g —4.3),
k=1
gdzie
1 K
(1.5) Bi= 4 2 M -
k=1

§ 2. Wybér kierunku najlepszej dyskryminacji wedlug Fishera. Ma-
cierz kowariancji wewnatrz populacji 4 i macierz kowariancji miedzy
populacjami M sg decydujacymi elementami naszych dalszych rozwazan.
R. A. Fisher [7], [8] rozwazal pierwotnie zagadnienie dyskryminacji
dla K = 2 i pytat o taks liniowa funkeje cech

(2.1) a'x=ax+...+aor,

dla ktérej stosunek kwadratu réznicy wartosci tej funkeji dla Srodkéw
ciezkosci rozwazanych populacji do wariancji tej funkeji wewngtrz popu-
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lacji jest maksymalny. Warunek ten mozemy napisaé nastepujaco:

‘ {a'(ry—00)}
(2.2) A = max.

Okazuje sie, ze warunek (2.2) jest speliony dla
(2.3) a=A"" (1),

co prowadzi do znanej funkeji dyskryminacyjnej Fishera dla przypadku
znanych S$rednich i kowariancji, w ktérej o przynalezno$ci elementu
o cechach o do pierwszej lub drugiej populacji orzeka sie na podstawie
wartosci funkeji

(2.4) (y—tp)Ad e,

§ 3. Uogélnienie na dowolna liczbe populacji. Zauwazmy, ze dla
dwu liczb «, 1 z, przy = = (z,+x,)/2 mamy

(1, —m,)® = 452,
gdzie

1
§% = D) [(#1—%)%+ (2, —7)?]
jest wariancja probki zlozonej z x, i x,. To naprowadza na my¢l, zeby
w przypadku wigcej niz dwu populacji licznik po lewej stronie wyra-

zenia (2.2) zastapié przez wariancje probki zlozonej z wartos$ci funkeji (2.1)
dla §rodkéw ciezkoS$ci populacji, czyli z liczb

aty,...,a'rg.
Latwo sprawdzié¢, ze wariancja ta dana jest przez
(3.1) a’'Ma.

Tak wiec przez analogie z (2.2) w przypadku wiecej niz dwu populacji
za najlepiej dyskryminujacy kierunek mozemy uznaé taki wektor a,
dla ktoérego

(3.2)

a'da

§ 4. Dyskryminacja plaska wedlug Perkala. Perkal [9] zaproponowal,
zeby w przypadku wiecej niz dwu populaeji i wiecej niz dwu cech szukaé
w wielowymiarowej przestrzeni cech takie] plaszezyzny, zeby rzuty
populacji na te plaszezyzne byly najlepiej rozdzielone. Gdy operuje sie
prébkami, mozna woéwezas sporzadzié rysunek przedstawiajacy rzut
wszystkich obserwacji na takg plaszezyzne, co daje moznosé tak cennego
pogladowego zapoznania sie z zawarto§ciag posiadanego zbioru obserwacji.
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Nie jest to jeszcze formalnym postawieniem zadania. Powstaje
pytanie, jaki warunek ma wyrdzniac te najlepiej rozdzielajaca plaszezyzne,
oraz gdy warunek zostanie juz ustalony, jak te plaszezyzne rachunkowo
wyznaczy¢. Perkal przedstawil dwie propozycje w tej sprawie.

Jedna dotyczy dwuzespolowe] plaszezyzny rozdzielajacej. Idzie tu
o sytuacje, kiedy zespdl cech jest w pewien z gory dany sposéb podzielony
na dwa wyrazne podzespoly. Proponuje sie wowczas dla kazdego podze-
spolu osobno wyznaczyé wedlug Fishera najlepiej dyskryminujacy Kkie-
runek i uznaé, ze tak otrzymane dwie liniowe funkcje cech wyznaczaja
pozadang plaszezyzne najlepszej dyskryminacji. Jest to bardzo cenna
propozycja. W poréwnaniu z generalnym stawianiem zadania, o jakim tu
szezegOlowo dyskutujemy, prowadzi ona do znacznej redukeji pracy
rachunkowej. Gdy za§ badacz trafnie wydzieli grupy cech niosgee rézne
informacje o badanych indywiduach, s3 szanse uzyskania dobrej dyskry-
minacji kosztem matego trudu.

Naszg uwage chcemy jednak skierowaé na druga propozycje. Miano-
wicie Perkal [9] proponuje wyznaczaé takg pare wektoréw a i b, dla
ktorej
a’ Ma-+b'Mb

ada-+-b'Ab

(4.1) P = = max,

przy czym zgda, zeby wektory a i b spelmiaty jeden lub oba z dwu naste-
pujacych warunkéw ubocznych:

(4.2) ade=1 i b'b=1,
(4.3) ab=0.

Warunek (4.2) zada, zeby wektory @ i b miaty dlugos$é 1, warunek (4.3)
za$, zeby byly one wzajemnie prostopadle. Maksymalng warto$é lewej
strony (4.1) proponuje Perkal nazywaé silg dyskryminacyjng nowych,
wyroznionych przez @ i b cech, tj. cech okre§lonych jako funkcje liniowe

’

ar i bx.

§ 5. Uwagi o warunku (4.1) jako o warunku wyznaczajacym plasz-
czyzne najlepszej dyskryminacji. Chcemy tu na prostym przykladzie
numeryecznym zademonstrowa¢ pewne konsekwencje warunku (4.1).
W przykladzie tym dla przejrzystosci i prostoty przyjmiemy, ze macie-
rze A i M maja te same kierunki gléwne i s3 zadane w postaci przekatniowe;j.
Niech wiec

25

(5.1) A = M = 3

o O U
=N = I
- O
oS
No o

0
0
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Kryterium (4.1) kaze zatem wyznaczy¢ takie wektory
a = [a/n Aoy (13]/ i b = [bly bzy ba]l,
zeby nadaé najwiekszg warto$é stosunkowi

52) p_ 2@ +36(a ) +2 (6 40)
' 5(ai+b3) +9(a;+-b3) +(a;4-b3)

Wida¢, ze najwiekszg mozliwg wartoicig tego stosunku jest 5 i uzysku-

jemy ja dla aj+b} >0, ai = b; = a; = b3 = 0. Jesli zatem odrzucimy

warunki uboczne (4.2) i (4.3), to z dokladno$ciag do wspétezynnikéw pro-

porcjonalnofei i przy zadaniu a # 0 rozwigzaniem sg wektory

(5.3) a-=1[1,0,0]"=0b
lub tez wektory
(5.4) a=1[1,0,0 i b =7[0,0,0].

To drugie rozwigzanie jest wymuszone przez nalozenie tylko warunku
ortogonalnos$ci (4.3), gdy zadamy e # 0. Zauwazmy, ze wymuszajgc
ponadto niezerowanie si¢ wektora b i zadajac ortogonalno$ci, mozemy
tylko zmniejszy¢ stosunek P. Jest to na pewno niepozgdana wlasnosé
stosunku P jako miary sily dyskryminacyjnej, bo ta dla dwu cech powinna
byé chyba wieksza niz dla jednej z nich.

Je§li zazagdamy jednoczesnego spelnienia warunkow (4.2) i (4.3),
to rozwigzaniem okazuje si¢ para wektorow

(5.D) a=[1,0,0f i b =10,0,1},

ktora daje P = (25642)/(b41) = 27/6 = 4,5. Tymezasem poréwnujge
stosunki wariancji miedzy populacjami do wariancji wewnatrz populacji
dla rozpatrywanych tu trzech cech, ktore sg réwne

25 36

=5 =4 i =2
5 ’ 9 1 ’

Lo

widzimy, Ze bardziej pozadany bylby wybor plaszezyzny wyznaczonej
przez wektory [1,0,0] i [0,1,0]. Przy takim wyborze mielibySmy
jednak P = (25+36)/(5+9) = 61/14 = 4,357 < 4,5.

§ 6. Modyfikacja. Postawmy przeto zadanie nieco inaczej. Kazmy
je mianowicie rozwaza¢ w postaci standaryzowanej w odpowiedni sposéb.
Zwr6émy najpierw uwage na to, ze wariancja wewnatrz populacji nie
jest we wszystkich kierunkach jednakowa. Dlatego najpierw przy uzyciu
nieosobliwej macierzy A zastagpmy stare cechy przez nowe zgodnie
z wzorem

y = Ax
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tak, Zeby macierz kowariancji nowych cech, rowna A44A4’, okazata si¢
macierzg jednostkowsy

(6.1) AAA = 1.
Macierz kowariancji srodkow ciezkos§ei nowych cech y bedzie teraz réwna
AMA'.

7 kolei obr6émy nowe zmienne y za pomocg transformacji orto-
gonalnej
(6.2) z=0Cy =CAx
tak, zeby takZe macierz kowariancji miedzy obrdéconymi Srodkami ciez-
koSei przybrala postaé przekatniowa. Po takim obrocie macierz kowa-
riancji wewnatrz populacji pozostanie jednostkowa, bo CIC" = CC' = 1
dla macierzy ortogonalnej C. Macierz kowariancji miedzy obrdéconymi
Srodkami ciezkoS$ei, rowna

(6.3) D = CAMA' (',

przybierze wiec postaé

(6.4) D=\

Przez odpowiednie ponumerowanie zmiennych mozemy jeszcze zapewnié
zachodzenie nieréwno§ei

(6.5) (lll > d22 > Ty >/ dI[-
Zadanie proponujemy teraz stawia¢ nastepujaco: wyznaczy¢ wektory
U= [U,...,u] 1 ©=[v,...,07]

spelniajace warunki

(6.6) wu=1, vv=1,
i
(6.7) wov =0,

czyli ortogonalne wektory jednostkowej dlugo$ci, dla ktérych osigga
maksimum suma

7Z = uw'Du-tv' Dv,

i za najlepiej dyskryminujaeg pare cech uznaé w'z i v'z, gdzie u i v spel-
niajg (6.6) i (6.7) oraz maksymizuja Z. Maksymalng warto$¢ Z mozna
traktowaé¢ jako wskaznik dobroeci dyskryminacji.
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Yatwo widzieé, ze Z nie zmienia wartosci, gdy wektory u i v zastg-

pimy przez inne wektory ortogonalne jednostkowej dlugosci lezace w tej
samej plaszezyznie, co wektory w i ». JeSli bowiem

23]

¢c=aqu+pv 1 d=yuioév

jest macierzg ortogonalng, to

sq znoéw wektorami ortogonalnymi jednostkowej dlugosei lezgcymi w tej
samej plaszezyznie, co u i v. Mamy za$ dla nich

¢ De+d' Dd =
= (au’ +pv") D (au-pv)+ (yu' 4 6v') D (yu—+6v) =
— (a*+9?) w Du+ (24 8%)v Do+
+(ap+yd) W Dv+ (af+yo)v' Du =
= u' Du+v' Drv.
W tym sensie Z zalezy tylko od plaszezyzny, a nie od wektoréw, ktére

ja wyznaczajg.
Wobec (6.4) mozemy teraz napisaé

7 = d11(“f+v%)+d22(7"§+v§)+--~+dn(u3+?ﬁ)a

a stad i z (6.5) wnioskujemy, ze Z osiagga najwiekszg warto$é d,,+d,,
dla w=1[1,0,...,0}) 1 » =[0,1,0,...,0]. Rozwigzaniem jest zatem
plaszezyzna wyznaczona przez wektory wlasne macierzy I odpowiada-
jace jej dwu najwiekszym wartosciom wlasnym.

Interesujace jest wyrazi¢ warunki (6.6) i (6.7) oraz Z w starych
zmiennych.

Ot6z mnozac (6.1) lewostronnie przez A~' i prawostronnie przez
A’"', znajdujemy, ze

A =A'A"",

Stad za$, przez przejScie do macierzy odwrotnych, mamy
A'A =471,

Wektory # i v dajgce maksymalng warto$sé Z wyznaczaliSmy rachujac
w zmiennych z. Dlatego miedzy wektorami u i ¥ a wektorami @ 1 b odno-
szgeymi sie do wyjSciowyeh zmiennych ® mamy wobec (6.2) zwigzki

u=CAa 1 v =CAb.
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Podstawiajac to do (6.6) i (6.7), otrzymujemy po redukeji

(6.8) ad 'a=1, bA'b-=1,
oraz
(6.9) ad'b =0.

W (6.8) rozpoznajemy zadanie, zeby wektory @ i b mialy jednostkowsg
diugo$é w sensie metryki Mahalanobisa zwigzanej z macierza kowariancji A
(poréwnaj [11], str. 312 i nastepne). Podobnie (6.9) wyraza ortogonalnogé
w sensie metryki Mahalanobisa.

Wyrazenie Z za pomocg wektorow a i b odnoszaeyeh sie do starych
zmiennych jest nastepujace:

Z =aAd"'MA 'ai-b'A"'MAD.
Najlepiej dyskryminujgca para cech dana jest przez
(6.10) ad'r i bAdlr,
gdzie a i b spelniajg (6.8) i (6.9) oraz maksymizujg Z.

§ 7. Zwiazki z kryteriami spotykanymi w literaturze. Zauwazmy
najpierw, ze ze wzgledu na (6.1) i (6.3) wartodci wlasxne macierzy I, ktore
s pierwiastkami rownania

(7.1) iD— Al =0,

83 takie same, jak pierwiastki rownania

(7.2) M—id| = 0.

Gdy ponadto jeszcze raz zmienimy zmienne, 0znaczajac
a=A"a i b=4'b,

otrzymamy zadanie w nastepujacej postaci: znalez¢ wektory a i b spel-
niajace warunki

(7.3) a'da =1, bAb=1, a'db =0

i maksymizujace
Z = a’'Ma-+b"Mb

i za najlepiej dyskryminujacg pare cech uznaé¢ a’x i b'®, gdzie a i b spel-
niaja (7.3) i maksymizujg Z. Jest to dokladnie zadanie rozpatrywane
przez Rao ([10], § 9¢).

Wreszcie mozemy zadanie stawiac¢ jeszcze inaczej (porownaj Wilks
[12], § 18.7). Intuicyjnie moéwige, dobrze dyskryminuje ta para cech,
dla ktorej rozrzut Srodkéw ciezkoéci populacji jest duzy w pordéwnaniu
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do rozrzutu wewngtrz populacji. Oté6z wezmy za podstawe rozwazan
wyznaczniki z macierzy kowariancji, ktore, jak wiadomo, sg rowne ilo-
czynowi warto$ei wlasnych tych macierzy. Zgodnie z tg mysla uznajmy
za najlepiej dyskryminujaca pare cech taka pare e¢'ax i b'x, dla ktorej
iloraz wyznacznika macierzy kowariancji wewngtrz populacji przez wyzna-
cznik sumy macierzy kowariancji wewngtrz populacji i miedzy Srodkami
ciezko$ci populacji jest najmniejszy. Symbolicznie: idzie o znalezienie
macierzy

al

dla ktorej

(7.5) __\BAB1 min
‘ B(M+4)B'|

To ekstremum nie jest wyznaczone jednoznacznie, bo nieosobliwa liniowa
transformacja cech nie zmienia ilorazu po lewej stronie (7.5). Tak zresztg
by¢é powinno — dobroé dyskryminacji powinna by¢ niezmiennicza ze
wzgledu na nieosobliwe transformacje cech, a to dla kryterium (7.5)
jest bezposrednio widoczne. Okazuje si¢, ze minimum w (7.5) jest w kaz-
dym razie osiggniete dla rozwigzania wedlug poprzedniego kryterium.
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Praca wplynela 5. 4. 1967

C. 3YBXHIKHW (Bpounas)

OB ONPEJAEJIEEHUU NMJIOCKOCTU HAWIYYIIEN NUCKPUMUWHALIMU

PE3IOME

PaccmarpuBaerca npoGaema kaaccnuranum WHAUBHAOB, pemampolleii BOIpoc
OPUHAJAJIEHHOCTH K OJIHOHI M3 HEKOTOpPOro uucia momyJasauuif, 1a OCHOBAHHU KOJJIEK-
THBA KBAHTUTATHUBHHIX NpH3HAKOB. [IpennosaraloTcd M3BECTHBIMU CPeAHHME B OTHAENb-
HBIX NMONYJALMAX H O0WWAs J[IA BCCX MAaTpHMIA MOMEHTOB BTOPOro INOpAjka. B Takux
YCIAOBUAX MOMHO NBITATLCA MNPOEKTUPOBATH BCIO COBOKYNHOCTHL HalOdloJeHuit Ha
BBIODAHHYI0 MJIOCKOCTHL ;LIS MOJYYeHUA HArAAJHOIl KapTuHbl. 13 crarbu pgaerca guc-
KYCCHA HEKOTOPHIX Tpe0oBaHMil, NPUBOAALINX K PasHEIM ONpeeldeHUAM Hauxy4durei
NJIO0CKOCTH NPOEKTUPOBAHMA.

S. ZUBRZYCKI (Wroclaw)

ON THE CHOICE OF A PLANE OF BEST DISCRIMINATION

SUMMARY

The problem of classifying individuals into one of a number of populations on
the basis of a collection of numerical features is considered. The knowledge of popula-
tion means and of the covariance matrix (which is supposed to be common for all
the populations under considerations) is assumed. In this situation one might want
to get a visible picture of the situation by projecting the whole set of observations
on a suitably chosen plane. In the paper comments are given on a few definitions
of the best choice of such a plane.



