J.LITWINISZYN (Krakéw)

O PRZEMIESZCZENIACH OSRODKOW SYPKICH

§ 1. Mechanika osrodkéw sypkich posluguje si¢ na ogél modelem
ofrodka cigglego. Aby ulozyé réwnanie ruchu takiego osrodka, musimy
rodzaj ofrodka wyspecyfikowaé. Specyfikacja taka polega na hipote-
tyeznym ustaleniu zwigzkéw miedzy skladowymi tensora naprezen, ten-
sora odksztalcenn ofrodka i pochodnymi tych tensoréw wzgledem czasu.
Zwigzki takie nazywamy reologicenymi réwnaniami stanu. W zagadnie-
niach mechaniki ofrodkéw sypkich trudnoéé wystepuje przede wszystkim
przy ustalaniu takich réwnan.

Za ofrodek sypki mozemy uwazaé¢ mase piasku zlozong z ogromnej
ilodci pojedynezych ziarn, gruzowisko skalne, masy usypisk, jak réwniez
np. zbiér potrzaskanych blokéw skalnych zalegajacych nad podziemnym
obszarem gérniczo wyeksploatowanym.

Fakt, ze ofrodek sypki sklada si¢ z bardzo duzej ilodci ziarn, a ich
ruch jest wynikiem bardzo wielu przypadkowych i niezaleznych czynni-
kéw, ktérych wplyw — kazdego z osobna — na zjawisko ruchu trudno
okreslié, nasuwa mysl, zeby potraktowaé ruch ofrodka sypkiego jako zjawi-
sko losowe. Przyjmujemy zatem, ze przemieszczenie kazdego ziarna osrodka
sypkiego jest wynikiem duzej ilodei niezaleinyeh czynnikéw, z ktérych
kazdy wywiera nieznaczny wplyw na przebieg ruchu. Przemieszezenia
ziarna pod wplywem kaidego z ezynnikéw sg zmiennymi losowymi &,

"
&2,...,&,; calkowite przemieszczenie jest réwne S= > &;.
i=1

Metody probabilistyczne pozwalaja po przyjeciu pewnych zalozen
okredlié przyblizone prawo rozkladu wielkoéci 8. Prawo to mozna wypro-
wadzié z centralnego twierdzenia granicznego (zob. [1]). Wedlug tego
twierdzenia, je§li zmienne losowe §&; sg niezalezne, liezba ich jest dosta-
tecznie duza, a wielko$¢ kazdej z nich dostatecznie mala w poréwnaniu
z ich sumg, to prawo rozkladu sumy rézni si¢ dowolnie mato od normalnego
rozkladu Gaussa.

Przykladem zjawiska losowego, w ktérym z duzym przyblizeniem
spelniajg si¢ warunki centralnego twierdzenia granicznego, jest ruch ciez-
kiej kulki po tzw. desce Galtona. Kulka taka staczajge si¢ po pochylej
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desce trafia na tkwigce w niej gwozdzie i w ten sposéb doznaje wielu nie-
znagcznych impulséw w lewo lub w prawo. Ostateczne polozenie kulki
okreslone jest przez prawo rozkladu normalnego. Jezeli zsypujemy, jak
to przedstawiono na rysunku 1, wigkszg ilogé kulek to rozklad ich korco-
wego polozenia jest nor-

malny. Przedstawia go y T
krzywa ¢;, symetryczna |
wzgledem osi y, okreslona

réwnaniem

(L1) y,=e )2 a, OO BN

gdzie 2a oznacza wariancje.
Zalézmy teraz, ze usy-
pany zbiér kulek ograni-
czony osig x i krzywg ¢
(rys. 1) rozsypuje sie po
desce Galtona w ten sposéb, I
ze kazdy zbidér kulek ogra-
niczony osig x, krzywg ¢
i prostymi o=a;, v=x;,
rozsypuje sie z osobna.
W zjawisku tym zachodzgy
z duzym przyblizeniem wa-
runki centralnego twierdze- I
nia granicznego, tak ze roz-
klad rozsypanego podzbio-
ru kulek na poziomie II
jest znowu normalny (krzy-
wa ¢'), przy czym w ogélnosci wariancja krzywej ¢’ moze byé réina
od wariancji krzywej ¢,. Wybierzmy wielko$¢ a spelniajgca nieréwnosé
¥ <a<x;,;. Rzedna punktu z=a krzywej ¢, wynosi wedlug réwna-
nia (1.1)

NS

Y= e_a2/4a/2 ]/'a_z& .

Liezba kulek na pozmlme I (rys. 1) zawarta w przedziale (x;,2;,,)> jest
w prayblizeniu réwna e~(x;,, —x,)[2)/ wa. Kulki te przesypuja sie po
desce Galtona z poziomu I na poziom II wedlug prawa normalnego
e~ ®=/% |91/ no, gdzie 20 oznacza wariancje na ogél rézng od 2a. Kulki
wiee bedy na poziomie II ograniczone krzyws ¢’ o réwnaniu

a (x— a)® Pip1— &
y(w)_exl)( (4a+ 4o )) 4;;/?0'
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Przesypanie wszystkich kulek z poziomu I na poziom II utworzy krzyws
¢; okreflong réwnaniem

M/aﬂ fo( (4a (_“’Mﬁ))da,

z ktérego po scatkowanin otrzymujemy

Ys (@)= e~ P16+ 2/ 7 (a4 o).

Jak wige widaé z ostatniego réwnania, nowy rozklad kulek jest znéw
normalny i symetryezny wizgledem osi y, a wariancja jego jest réwna
2(a+0)Y).

Wyobrazmy sobie teraz poziomg, nieskonczenie rozlegly warstwe
piasku zlozong z oddzielnych ziarn. Na rysunku 2 przedstawiono przekréj
takiej warstwy plaszezyzna. Ponizej tej warstwy znajduje sie pusty
obszar ABOD w ksztaleie ré6wnoleglodcianu nieskonczenie dlugiego o kra-
wedziach prostopadiych do plaszezyzny rysunku. Niech teraz obszar ten
wypelni piasek zsypujacy si¢ z géry. Ziarna piasku lezgce pierwotnie na
poziomej linii I znajdg si¢ wéwezas na krzywej ¢,. Obnizenie w linii I
w punkcie o wspélrzednych z przyjmiemy, podobnie jak w modelu deski

Galtona, jako sume dostateeznie wielu
I wzajemnie niezaleznych zmiennych

losowych, spehiajgeych zalozenia
, Gz centralnego twierdzenia granicznego.

Wtedy w ma rozklad normalny. Kazda

/_ nolementarna” dziura afyd (rys. 2),

powstala na skutek obsunigcia sie

poziomu I do polozenia krzywej ¢,

L  wywoluje znéw obnizenie ziarn nad

ta krzywg. Dodajac wplywy wszyst-

kich takich elementarnych dziur

wzdluzi krzywej ¢, otrzymujemy,

Rys. 2 podobnie jak w przykladzie deski

Galtona, krzywa ¢,, ktéra powstala

z obsunigcia sie poziomu II. Krzywa ¢, jest znéw okreflona prawem
rozkladu normalnego.

Ya (@)= -

§ 2. Zwréémy znéw uwage na wypelniony piaskiem obszar, w ktérym
na pewnym poziomie czedé piasku usunigto. Rozwazania przeprowadzamy
wzgledem kartezjanskiego Wkladu wspéhrzednych z, z o0 osi 2 skierowanej

1) Nle trudno wyobrazié sobie uogéiniong deske Galtona, na ktérej warunek
symetrii nie bylby zachowany. W tym celu nalefaloby np. gwofdzie na desce rozmies-
¢ié w ten sposéb, zeby utworzyly one pewng ,anizotropie”.
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pionowo do géry. Z warstwy piasku wycinamy pewien obszar plaszczyzng
pionowy zz i plaszezyzng do niej réwnolegly, znajdujgea sie od niej w jed-
nostkowej odlegloéci. Poniewaz zjawisko uwazamy za plaskie, rozwazania
ograniczamy tylko do tego obszaru.

Wybierzmy na wysokosci 2=z, warstwe (zakreskowana) o na ogé6t
zmiennej, w zaleznosci od z, wy- 24
sokodci w(x(z),2,) (rys. 3). |

Wrybranie z tej warstwy obje-
tosci afyd (na rysunku podwdjnie
‘zakreskowana)o wspdlrzednej x,=a
i szerokosci do, wywola na pozio- :
mie 2=z, obsunigeie si¢ warstwy, “ <he -,
tak ze pierwotnie pozioma linia ]lﬂlm lEEEE
na wysokofei 2=z, utworzy niecke
N. Ksztalt tej niecki jest zalezny T
od prawa, wedlug ktérego objetosé Rys. 3
afyd rozdzieli si¢ wzdluz prostej
2;=const. Prawo to jest okreflone przez nieznang i poszukiwang frakcje
rozkladu

N
.

1=z,

(2.1) <p=q;(x(zl),a;n(z2),;r),

gdzie x=x(z) oznacza pewng dang, dostatecznie regularng funkeje. Funkeja
ta charakteryzuje fizyczne wiasnosei rozwazanego ofrodka zmienne w za-
leznogei od z. y

Wielkosé wybranej objetosci afyd wynosi w(x(2,),o,)da;, wspélrzedne
glebokosci profilu niecki N na poziomie z=2, wynoszy wiec

w(" (%) 7“’1)‘1’("(%) 1 &y5 #(22) 7-"”2)-

Przyjmujac zasade superpozyecji otrzymujemy wspolrzedne glebo-
kosci profilu niecki na poziomie z=z,, wywolanej wybraniem calej warstwy
0o wysokosei w(x (zl),a;l) na poziomie z=2,, W postaci

(2.2) w (" (22) 7‘”2) = }°w (” (1) 7“’1)‘]’(" (%), 215 %(23) 7%) da, .

Zakladajge, ze w calym rozwazanym obszarze ofrodka obowigzuje
prawo rozkladu z réwnania (2.1), otrzymujemy w sposéb analogiczny
do poprzedniego wspélrzedne glebokosci niecki na poziomie 2=2z,, wywo-
lanej wybraniem warstwy o wysokosei 'w(x (zz),m,) na poziomie z=z,,
w postaci

[+ <]

(2.3) ’w("(za) :ma) = f ’w(" (#) "1"2)99( %(23), g3 (2) ,ws) dmz_-

-0
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Podstawiajace wartosé w(x(z,),o,) z réwnania (2.2) do réwnania (2.3)
otrzymujemy

(2.4) w(x(25) 25} =
Z_T‘-TW(" (zl)awl)fp‘”(zl) s 15 % (%) "”2) dwl}?’("(zz) s @35 %(23) 7“73) dz,

lub, zmieniajge kolejno$é catkowania,

(2.5) w(x(2s) 25 =
zafw(” (%) ,wl){_,cf‘l’(”(zl),wl 3%(2) ;%)9’("(22) s a3 %(23) ,a;s) d“'z} dx,.

Z drugiej strony, wspodlrzedne glebokosei niecki na poziomie z=z;,,
wywolanej wybraniem warstwy o wysokosei w(x(z,),a:,) na pozidmie
#=2z,, otrzymujemy z réwnania

oo

(2.6) ’w(" (%) ,11/‘3) = f u‘(x_ (%1) ’il'x)¢("(zl) yiy;%(23) 9“’3) dx, .

—0o
Z réwnan (2.5) i (2.6) wynika

¥ (”(zl) sy 5% (23) axs)'—“_.f é’("(*’-ﬂ) ;9715"(zz)’wz)‘P("(zz):mé;"(za),ws)d"vz-

Zwigzek ten, spelniony przez funkecje rozkladu ¢, ma postaé réwnania
Smoluchowskiego [9], uzyskanego w jego badaniach nad zjawiskiem
dyfuzji.

Wprowadzajae funkeje rozkladu

(2.7) F(x, 5%, &)= J @(x,2;5%  y)dy
i zakladajgc, Zze dla kazdego dodatniego &

1 .
(2.8) Hm —— [ dF(x— Au,z5%,9)=0

ABx-»0 A” '”—xl>6

oraz ze istniejg granice

1
(2.9) m —— [ (y—)2d, F(x— 4, z;%,y) = 2a(x,0),
an—so Ax -z} <8
1
(2.10) im — [ (y—a)d,F(x— Ax,05%,y)=b(x,%),
Ax—>0 Ax

ly—aj<d
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udawadnia sie (zob. [2]), ze funkcja ¢ spelnia réwnanie rézniczkowe

P 0 o
(2.11) w"’("aﬁr—é—)— E(b(r,é)mx,w;r,f)) a;-”(

Jest to réwnanie Smoluchowskiego-Einsteina-Kolmogorowa, okreslajace
przebieg proceséw stochastyeznych. Przebieg procesu zalezy od doboru
wspélezynnikéw funkeyjnych a i b. Zalozenia o tych wspélezynnikach
majg charakter hipotezy roboczej, ktérej stusznosé moze byé potwierdzona
obserwacja.

Przyjmujemy, ze funkeja rozkladu ¢ -ma wilasnosé

a(t,&)o(x,x;7,§).

(2.12) gl ,@5%  Y)=@(%,Y;5% ,2).
Stad, zgodnie z réwnaniami (2.7) i (2.10),
(2.13) b(x,2)=0.
Dodatkowo zakladamy
(2.14) — a(t, &)= A = const.
Z réwnanh (2.2), (2.11), uwzgledniajae (2.13) i (2.14)%), otrzymujemy

dw (%, 0*w(x,o
(2.15) éx’ ) _ 4 6(90,’ )
Podstawiajge
(2.16) {(r)= Ax(2)
i 6zngczajqc
(2.16) w(L[A,x)=T(¢,)
otrzymujemy z réwnania (2.15)

ow 0w

(2.17) ra =z

Niech na glebokosei 2=2,, odpowiadajgcej wedlug réwnania (2.16)
wielkodei {,= Ax(z,), bedg dane dla —oco<wr<co wspéhzedne glebokosei
niecki osiadania w=w((,,x). Wspélrzedne glebokosci niecki osiadania dla
dowolnego xi¢>¢,, spemiajace rownania (2.17) oraz warunek poczqtkowy
W= ({y,x), s3 okreslone przez réwnanie (zob. [4], str.113-146)

N _ 1 (s—2)*
218 wEw)= e | [oics )exp( 4(5—;1))‘18'

3) Na ten spos6éb przejéoia od réwnania (2.11) do réwnania (2.15), okreélajgcego
wysokodé niecki osiadania, zwréeil mi uwage A. Rybarski.

Zastosowania Matematyki IT 25
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§ 3. Uzyskane rozwigzanie (2.18) bylo podstawg do weryfikacji za-
lozen przyjetej hipotezy roboczej o wspélezynnikach réwnania (2.11)%).
Rozwigzanie (2.18) skonfrontowano z pomiarami w rzeczywistosei.
Byly to pomiary geodezyjne przemieszczen pionowyeh % powierzchni
znajdujgeej sie nad obszarem podziemnym gérniczo wyeksploatowanym.
Podziemne roboty gérnicze wywoluja przemieszezenie skal znajdujaeych

3 sie nad tymi robotami. Przemiesz-

wi czenia te objawiaja sie na powierz-
chni ziemi jako tzw. niecka osiadania.

d Dane przemieszczenia odnosily

si¢ do terenéw, dla ktérych mozina

bylo z duzym przyblizeniem przyjaé

warunki zagadnienia plaskiego: po-

kilad, o stalej grubodei, zalegajacy

Rys. 4 poziomo, wyeksploatowano na dhu-

gosei 0<<a < oo, Na prawo od 0 zalega

przestrzenn wybrana, obnizenie nad tg przestrzenig jest stale i wynosi
w, (rys. 4). '

Odpowiada to nastepujgeym warunkom poczgtkowym w réwnaniu

(2.17):

- goor

0 dla <0,

(3.1) w(0,2)= D(z)= {wo= const dla 2>0.

Rozwigzanie réwnania (2. 17 ) przy podanych warunkach poczgtko-
wyeh (3.1) ma postaé
(3.2) o(L0)= —> [ e ds.
]/.n e LT

Uzyskany wynik (3.2) poréwnano z pomiarami niecek osiadania w wa-
runkach odpowiadajacych warunkom poczgatkowym (3.1) na wykresie
bezwymiarowym (rys. 5), gdzie r zalezy od odeigte] pewnego charak-
terystycznego punktu profilu niecki [3]. Kélka zamieszezone na wykresie
odpowiadaja danym wzigbym z pomiar6w niecek osiadania na réinych
kopalniach.

Uzyskane réwnanie (2.17), zweryfikowane dla pewnych warunkéw
pocza'tkowych za pomocy pomiaréw niecek osiadania, jest podstawa, do
rozwigzania wielu problematéw wazinyeh praktycznie.

Za pomocy tego réwnania okresla sie ksztalt niecki osiadania [5].
Przy zastosowaniu specjalnych warunkéw brzegowych rozwigzano ‘prob:

.:3) Rozwigzanie (2.18) ma identyocsng postaé Z rozwigzaniem, ktére uzyskano
réwmez na innej drodze (zob..[6]).-
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lemat przemieszezen ofrodka sypkiego w przypadku, gdy w oérodku tym
83 umieszczone nieruchome sztywne scianki zaporowe [8]. Rozwigzano
problemat przemieszczenn pionowych, gdy wybierana warstwa nie zalega
poziomo, lecz z upadem [7]. R6wnanie to pozwala réwniez okreglié prze-

Ying

“15 -10 -05 g +05 +10 +15
62 /"‘(T

W
106

s

e 10
4

Wmax y

Rys. &

mieszezenia pionowe wtedy, gdy przemieszezenia wywolane eksploa-
tacja na wigkszej glebokesei moga wywolywaé w warstwach wyzszych
dodatkowe przemieszczenia, wywolane np. wypeinieniem si¢ pustek istnie-
jacyech w tych warstwach [8].
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U, TUTBHHHIHH (Kpaxos)
O NEPEMEHWIEHHH CHIIIYYUX CPE]

PESIOME

Iipo6iieMH MeXaHHKM CHNY4YHX CpeJ pacCMaTpHBANTCA, TIABHHM o06pasoMm,
1P HOMOIIM METOXOB MeXaHNKH CPej HelMpepLIBHHX. BosHUKAIOUe IPK 9TOM 3aTpY I-
HEHHA COCTOAT B ONpeJeJeHAN COOTBETCTBYIOIEro YPABHEHUA COCTOAHHA CHIYYNX
cpex. s

Tot $axr, 470 CHNy4yio CPeRy MOKHO PACCMATPUBATH KAK COBOKYMHOCTbL 00Jib-
HIOT0 YHCHA 38pH, ¥ 06CTOATENBCTBO, YTO HepeMellieHHe NX ABAAETCH PE3yJAbTATOM
oueHb 0OJBINOro yMcla CAy4YallHHIX, B3aUMHO HE3aBHCHMHX (aKTOpOB, HmepeyncieHue
KOTOPHIX M ONpefelieHMe BIUAHUA KaMAOro M8 HMX HA NepPeMEUIeHHS Cpefh HEBO3-
MOJKHO, NOJACKA3HBAaeT KeAecoo0pasHOCTH PACCMATPHBAHAA HepeMeleHHA CHIyuel
Cpejbl KaK CTOXaCTMYeCKOre mpoinecca. B KadecrBe CXeMHl 3TOTO NepeMelleHUA HPHU-
HATO HepeMenieHne GOJNBINOr0 YKWCIA LIAPUKOB Ha Kocke ['ampToHa.

Hexopn us aroli cxeMH, BHBeJEHO UHTerpajbHOoe ypaBHeHue QYHKHUHM, UPU
TIOMOIIM KOTOPOH OHPeResIAIOTCA KOMIOHEHTH BeDTHHKANBHHX HepeMelMeHult cHmyyvelt
cpeAni, NPpUYHHON KOTOPHX ABJIAETCA BHEMKA B 3T0li cpefe HeroTopoll obiacrd, BH-
MONHAEMON 8aTeM OCHMAWIIUMCA INECKOM, 3aJeraliuM Haxg 370l o6xacThw.

HonyuenHoe HeduHeliHOe WHTErpajbHOe YPaBHeHHEe HMeeT BHJ YyPaBHEHUA
RIA CTOXACTHYECKHX mpoueccoB. Pemenue ypasuenna CMONIOX0BCKOTO-DitHuITeHRHA-
HoamoropoBa, ypmoBuersBopAmoimee 3TOMY YPaBHEHHIO, OHPEAENAAETCH KOMIOHEHTAMHM
nepeMeufeHuit cumyde#t epegsl. Iloayyenprie U3 9TOro ypaBHEeHHA Pe3yILTATH XOPOMIO
COOTBETCTBYIOT Fe0Re3uIeCKuM usnepenn‘gm nepeMeneHni CHNIy4Ynx cpeji, BRI3BAHHRIX
ropunmu pabGoramu. lcxonas U8 IPHBERGHHOr0 IMIIOTE3a, MOMMHO PElNTh HEKOTOPHE
rpaHMYHEe BONPOCH, MMeomue NPAKTHIECKYO LeHHOCTD.

J. LITWINISZYN (Krakéw)
ON DISLOOATIONS OF GRANULAR MEDIA

SUMMARY

The problems of the mechanics of granular media are usunally treated by methods
of the mechanics of continuous media. The difficulty of such treatment lies in estab-
lishing a suitable equation of state for granular media.

A granular medium can be regarded as a set of a very large number of grains
and their dislocation is the result of a very large number of accidental, mutually
independent factors, whose enumeration, as well as the evaluation of the effect of
each upon the phenomenon of movement, is impossible; this suggests the suitability
of considering the phenomenon of dislocation of a granular medium as a random pro-
cess. The phenomenon of shiffing of a large number of balls on Galton’s board is
taken as a pattern of that process. .

On the basis of this pattern the author deduces an integral equation of the function
by means of which we define the components of vertical dislocations of a granular
medinum caused by emptying in it a certain area, which is then filled by the sand
massed up above that area.
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The non-linear integral equation obtained has the form of the equation gover-
ning stochastic processes. The solution of the Smoluchowski-Einstein-Kolmogorov
equation satisfying this equation is defined by the dislocation components of a granular
medium. The conclusions drawn from this equation agree well with the results of geo-
desic measurements of dislocations of granular media due to underground mining
excavations. On the basis of the hypothesis proposed we can solve certain boundary
problems of practical importance.
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