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EIN NEUER ALGORITHMUS
ZUR BESTIMMUNG EINER BASIS VON UNABHANGIGEN
 ELEMENTARKREISEN IN EINEM STARK ZUSAMMENHANGENDEN
GRAPHEN

1. Einleitung. In der Literatur [2] wird ein Algorithmus zur Bestim-
mung einer Elementarkreisbasis eines stark zusammenhingenden Gra-
phen G gezeigt. Die rechentechnische Realisierung des fiir ,,Hand’’-Berech-
nung gut geeigneten Algorithmus bereitet jedoch einige Schwierigkeiten, so
daB es sinnvoll erscheint, neue Verfahren zu entwickeln. Der hier vorge-
stellte Algorithmus ist leicht auf einer EDVA zu realisieren und benétigt
geringe Rechenzeit.

2. Definitionen und Sitze. Wir betrachten gerichtete Graphen G
= (X, U) und folgen im wesentlichen der Terminologie in [1]. Dann ist
X = {#,,2,,...,24,} die Menge der Knoten und U = {u;, Uy, ..., Uy}
die Menge der Bogen. Ein Bogen u;e U wird charakterisiert durch seinen
Anfangsknoten @; eX und seinen Endknoten &;eX, u; = (¥, ®;).
Gilt »; = &;,, so heit der zugehoérige Bogen Schlinge, ein Graph ohne
Schlingen und Mehrfachbogen heiit schlicht. Eine Folge von Bogen,
in der der Endknoten eines Bogens mit dem Anfangsknoten des folgenden
zusammenfillt, heiBt Weg. Fallen Anfangsknoten und Endknoten eines
Weges zusammen, so entsteht ein Kreis. Existiert fiir beliebige Knoten-
punkte x; und »; eines Graphen G stets ein Weg, der von #; nach ; geht,
so heiflt der Graph stark zusammenhingend. Im folgenden werden nur
stark zusammenhingende schlichte Graphen G betrachtet.

Eine Folge von Bogen u,, %, ..., g, WO u; jeweils einen Knoten
mit «;_, und w,,, gemeinsam hat (fir alle ¢ =2,3,..., E—1), heillt
Kette. Haben ug und u, zusitzlich einen Knoten gemeinsam, so spricht
man von einem Zyklus. Ein Zyklus, in dem kein Knoten zweimal auf-
tritt, heillt Elementarzyklus, ein Kreis mit derselben Eigenschaft — FEle-
mentarkreis. Einen Zyklus kann man durch einen Vektor u darstellen,

b= (pyy Pas -y fp) Mib
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0, wenn der Bogen ¢ nicht im Zyklus vorkommt,
l 1, wenn der Bogen ¢ im Zyklus vorkommt und im Sinne des
#i = Umlaufes gerichtet ist,
l —1 sonst.
Die Zyklen u', u?,..., u* heilen abhdngig, wenn sich Konstanten
Ty, T2y ..., 7, (nicht alle 0) finden lassen, so daf

Foput+rout4 ... —}—1’kyk =0

gilt, sonst heiflen sie unabhingig.
Eine Zyklenbasis ist eine Menge von unabhdngigen Elementarzyklen
ury u?, ..., p? derart, dal jeder andere Zyklus x in der Form

po=rptrapt . L ul

geschrieben werden kann.

Ein Teilgraph B = (X, V) von @ = (X, U) mit V < U heiflt Geriist,
wenn er genau n—1 Bogen und keine Zyklen besitzt. Ein Biischel B =
= (X, V) ist ein Geriist, in dem ein Knoten ae X existiert, von dem jeder
andere Knoten in B auf einem Weg erreicht werden kann.

Wir benutzen folgende Sitze aus [1]:

SATZ 1. Ser G ein stark zusammenhingender Graph mit n Knoten und m
Bogen, dann ist die Dimension der Zyklenbasis ¢ = m—mn—+1.

SATZ 2. G besilet eine Basis py, oy ..., py Vo0 g unabhingigen Ele-
mentarkreisen.

SATZ 3. Es seien G ein zusammenhdngender Graph und H ein Geriist
von @, ferner sei i ein Bogen von G, der nicht in H vorkommt. Wird © zu H
hinzugefiigt, so entsteht genaw ein Zyklus u' und die verschiedenen auf diese
Weise erzeugbaren Zyklen sind unabhingig und bilden eine Zyklenbasis
von Q.

Unser Ziel ist es nun, eine Basis von unabhingigen Kreisen zu er-
mitteln.

3. Algorithmus. Wir ermitteln eine Elementarkreisbasis mit folgendem
Algorithmus:

1. Bestimme einen Teilgraph B = (X, V) mit der Eigenschaft: B
ist ein Biischel. Setze G, = B, V, =V, 1 = 1.

2. Suche einen Bogen u;eU—V,_, (G; = (X, V;)), durch den ein
Kreis u; geht, dessen Bogen alle (bis auf %;) in V,_, enthalten sind. Der
so gefundene Kreis ist Basiskreis. Setze V, = V,_;+wu; und ¢ =1+1.

3. Fiihre 2 fort, bis kein w;e U — V,_, mehr existiert.

Beweis des Algorithmus.
(i) In @ existiert ein Biischel: Wahlt man einen beliebigen Knoten a

aus, so existieren, nach Definition des stark zusammenhdngenden Gra-
phen, Wege zu jedem anderen Knoten in X —a.
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(ii) Der Algorithmus liefert m —n+1 Elementarkreise: Wir betra-
chten 7 =: 1. Es existiert mindestens ein Bogen u,e¢ U —V,, dessen End-
knoten a ist, andernfalls wiare G im Widerspruch zur Voraussetzung nicht
stark zusammenhingend. Zum Startknoten von u, fiihrt sicher ein Weg
W, eV, andernfalls wire B kein Biischel. 4, = W, -+ u, ist also ein Elemen-
tarkreis. Er entstand durch Adjunktion genau eines Bogens zu B.

Sei G, der Graph, der nach ¢ Schritten entstanden ist. Er besteht
aus n — 1+ q Bogen. Wir betrachten den (¢ - 1)-ten Schritt. Seiu,,eU—V,
beliebig. Dann existiert ein Kreis durch u,,,, denn G ist stark zusammen-
hangend. Sind alle Bogen dieses Kreises (bis auf u,,,) in V, enthalten, so
haben wir einen neuen Basiskreis gefunden. Existiert solch ein Kreis
nicht, betrachten wir den Knoten a', von dem je ein Weg W,eB nach
%441, Und WseB nach x,,,, fihrt, u,,, = (%41, Bg41,). Von o, existiert
sicher ein Weg W, nach a. Mindestens einer dieser Bogen ist nicht in V,
enthalten (sonst wére ein Basiskreis gefunden); dieser Bogen wird als
neuer Bogen wu,,, gewdhlt. Fiihrt man diese Betrachtung fort, gilt nach
endlich vielen Schritten s: a® = a oder (und) der Weg von z, +1, Dach a°
besteht aus genau einem Bogen, der nicht im V, enthalten ist. Dieser
Bogen und der Weg im Biischel zwischen seinem End- und Anfangsknoten
bilden den neuen Elementarkreis g,,,.

LaBt sich kein Bogen u,,,¢ U— V, finden, so gilt @ = G,, also auch
U="V,mit |V,|] =m. Aus m =n—1+¢q folgt ¢ = m—n-+1, d.h., nach
m—mn-+1 Schritten wird das Verfahren abgebrochen und wir haben
m—mn+1 Elementarkreise gefunden.

(iii) Die Elementarkreise gy, s, ..., 4, sind linear unabhingig.
Durch Adjunktion von ¢ Bogen zu einem Biischel erhilt man ¢ linear

unabhingige Elementarzyklen pu,, g, ..., u,. Aus der Konstruktions-
vorschrift fiir die Elementarkreise g, f,, ..., g, folgt:
/21 = k}l‘u

/22 = kil‘l‘{‘kg,uz’

pg = kps+ ... +Eu,.
Dabei sind die ki # 0 fir alle s = 1,2, ..., 4.
FaBt man die g, f,, ..., 4, als Spalten einer Matrix M auf, die
By M2y --., 4, 3ls Spalten einer Matrix M und setzt

-

0 Kk K ... K
K=o o ® ... ]

0 0 0 ke

so gilt M = MK.
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Da M und K beide den Rang ¢ haben, muf} also auch M den Rang ¢
besitzen, also sind g,, ..., g, linear unabhingig.

4. Beispiel. Sei G

Der Graph besteht aus 9 Bdégen und 6 Knoten, also ist ¢ =m—n+1
= 4.
Ein Biischel wire z.B.

0;20;205,0720720

Fiigt man Bogen 6 zu B, erhilt man keinen Basiskreis; fiigt man
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5. Rechentechnische Realisierung. Fiir die rechentechnische Reali-
sierung des Algorithmus speichern wir alle Bogen des Graphen G, indem
wir in einem Vektor X alle Anfangsknoten und in einem Vektor Y alle
Endknoten notieren.

Als nédchstes bestimmen wir ein Biischel B des Graphen (Abb. 1).
Dieser Algorithmus ordnet die Bogen von B in den ersten n —1 Elementen
von X und Y an. Dann wird der eigentliche Algorithmus (Abb. 2) ange-
wandt. )

4 — Zastosow. Matem. 15.3
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Sy i= Xy
52.‘=y1
j .':4
k=2
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nein

Yyo=Ye_-1q
Ye-1 =Y

Yi =Yy

Abb. 1
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CALL BUESCHEL

ki=n-1 I
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ki=k+1

Abb. 2

511= X,
S=
j:=2
=1
m
%=0#9|
nein
Ja (_j*@
Ji=j-1
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51,5915 bilden
einen elementaren
Basiskreis

Abb. 2

Der Algorithmus wurde in FORTRAN programmiert und umfafit 82
FORTRAN-Befehle. Er wurde auf einer EDVA CDC 3300 an einer Reihe
von Beispielen getestet und liefert korrekte Ergebnisse. In Tabelle 1 sind
die Rechenzeiten fiir einige Beispiele enthalten.

TABELLE 1. Rechenzeiten

Beispiel Zahl der Zalil der Zeit in
Knoten Bogen Sekunden
1 10 20 3,334
2 20 40 7,305
3 20 80 7,215
4 30 100 13,739
5 40 80 9,364
6 50 100 19,295
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NOWY ALGORYTM WYZNACZANIA BAZY CYKLI
W MOCNO SPOJNYM GRAFIE

STRESZCZENIE

Opisuje si¢ algorytm wyznaczania bazy cykli w mocno spéjnym grafie. Algo-
rytm polega na stopniowym dodawaniu lukéw do tworzonego lasu. Praca zawiera dowéd
poprawnosei algorytmu oraz przyklady numeryczne.



