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H. STEINHAUS i S. ZUBRZYCKI (\Vrockaw)

0 POROWNYWANIU DWOOH PROO’ESOW PRODUKGYJNYG‘H
I ZASBADZIE DUALIZMU

_ Przykladem ciadgleg'o procesu produkcyjhego jest wstega jedwabiun
sztucznego wytwarzana bezustannie przez automat produkeyjny i bie-
gngea przed obserwatorem do nawijania lub dalszej obrébki, ktérg moze
byé np. barwienie materialu. Obserwator ocenia dobroé¢ produktu przez
to, ze liczy, ile w jednostce czasu, np. w minucie, przesunelo sie przed
nim defektéw; w przykladzie jedwabiu takimi defektami sa plamy lub
dziury. Znajac te liczbe i predkos§é biegu ta$my, szacuje on wadliwo$é
produktu wyrazajac ja w liczbie defektéw na metr wstegi. _

Jezeli celem kontroli nie jest obliczanie wadliwofci produktu, lecz
poréwnanie wadliwo§ei dwéch proceséw produkeyjnych, to trzeba po-
wyzszy przyklad zastapié innym, a mianowicie dwiema, wstegami bie-
gnacymi réwnolegle z jednakows predkosecia — jezeli s3 nawijane na jeden
beben, to ten warunek jest spelniony; zbgdne jest teraz utrzymywanie
statej predkoécl :

Poréwnanie ma na celu stwierdzenie, ze wadliwo§é wstegi II prze-
kracza a-krotno§é wadliwoSci wstegi I; jak wiadomo, tego rodzaju tezy
orzeka sie z pewnym ,,prawdopodoblenstwem” na podstawie obserwacji.
Obserwacja odbywa sie wedlug pewnego planu, ktéry mozna scharakte-
ryzowaé hczbap naturalng n — jezeli ograniczamy si¢ np. do n = 10,
15 lub 20, to mamy do wyboru 3 plany. Ustaliwszy n obserwujemy obie
taémy az do chwili pojawienia sie n-tego defektu na ta§mie I i konsta-
tujemy liczbe m defektéw, ktére pojawily sie do tej chwili na tadmie IT,
pPo czym z odpowiedniego wzoru obliczamy ,,prawdopodobieristwo” P
tezy sformulowanej o kilka iierszy wyzej; wzér podaje P jako funkc]Q
trzech ziiennych a, m i n.

W opisanym wyzej postepowaniu obserwowaliémy tasmy az do chwili
pojawienia si¢ n-tego defektu na tagmie I. Mozna by ‘takie post&plé
nieco inaczej, a mianowicie liczyé wezystkie defekty, pojawiajgce 819
zar6wno na tasmie I, jak i na tagmie IT, a obserwacm przerwaé w chwili,
kiedy pojawi sie N-ty defekt (bedZie:tq RQyé moze defekt na tagmie I,
a byé moze — na tasmie II) i k:)nsta,to" ¢ liczbe m defektow, ktérg
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gie pojawily do tej chwili na tasmie II (na tagmie I bedzie wtedy n» = N —m
defektéw). Ponizej rozpatrzymy oba sposoby postepowania.

Warto od razu odpowiedzie¢ na pytanie, dlaczego nie szacujemy
Z 080bna Wa,dhwoécl kazdego z tych proeceséw. Otéz mamy tu analogie
z zasady obomadzu]apcag w ogéle w mierzeniu: znacznie latwiej stwierdzié,
ile razy jest jeden przedmiot ciezszy od drugiego bez wazenia kazdego
z osobna, niz wazyé kazdy z osobna i poréwnywaé ciezary. W naszych
przykladach obserwacja (m,n) juz daje odpowiedZ, gdy chodz1 o sto-
sunek obu wadliwosei; gdybyémy cheieli oszacowaé najpierw same wa-
dliwodci, musieliby§my mieé jeszcze jedei ' instrument, mianowicie
chronometr, a ponadto znaé dhlgoéé ta§émy od poczatku do kofica obser-
wa.cp — wyeliminowanie tyeh. dat pozwala na -zbudowanie tablicy,
w ktorej nie figuruja wadliwoéci, a dokladnosé rezultatu relatywnego
nie zalezy wceale od wadliwosci absolutnych

-5 R()zm@za;me zagadm<zma, oplsanego powyze i opiera sie¢ na zalo-
zeniu, ze rozklad defektéw wzdlui taémy produkeyjnej jest.rozkladem
Po1ssona Nalezy to ‘rozumieé w ten sposob ze mozemy uwazaé defekt
‘odlegly 0t od poczatku ta§my za sygnal, a ¢ za moment czasowy sygnatu —
przy takiej interpretacji spelmione beda postulaty, ktére zwykle. wypo-
w_ia.da, gie o procesach Poissona realizujacych si¢ jako cigg punktéw-
-sygnatéw na osi czasowej. Sg one nastepujace:

~ Istnieje oczekiwana (§rednia) liczba defektéw na jednostke diugoseci
taémy. Jezeli nazwiemy ja ¢, to prawdopodobieristwo P,(h) napotkania &
defektéw w ktérymkolwiek odeinku taémy (¢, t-+h) wynosi

[ Py(h) = e~MchY/k! (k= 0,1,2,...),

& wige nie zalezy od ¢; ta niezalezno§é nazywa sie jednorodnodeiq procesu.
Pogtulujemy réwniez mezaleznoéé liczb defektéw wystepujacych w dwdch
dowolnych, byle nie zachodzacych na siebie, odcinkach tadmy.

Précz tyech zalozeri, charakteryzujacych rozklad defektéw ]ako
pmssonowskl zakladamy niezaleznodé wzajemns wezelkich zmiennych
losowych (okreflonych przez liczby i miejsca defektéw), z ktérych jedns
odnosi sig do taémy I, a druga do taémy IL.

§ 2. Niech u oznacza liczbe defektéw na tasmie II, a » — liczbe
defekt6w na taémie I, ktére zaobserwowaliémy od poczatku do konca
obserwacji. Nazwijmy ¢p, ¢;; parametry ¢ (okre§lone w § 1) odnoszgce sig
Qo taém I i II. Przy pierwszym SpOSOble obserwacji mamy obliczyé

'(2_) P(GH > acl|,u =m,v=mn),
;przy dmglm ‘sposobie obserwacji —
®  Pleg>aglu =m, ptv =N),
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ozyl pra»wdopodablenstwo, ze oczekiwana - (§rednia) liczba defektdw
procesu II przewyzsza a-krotno§é oczekiwanej (éredmej) hczby defektéw
procesu I, w pierwszym przypadku pod warunkiem, ze do chwili poja-
wienia si¢ na tafmie I n-tego defektu, na ta§mie II pojawilo sie m de-
fekté6w, w drugim przypadku pod warunkiem, ze na taémie IT pojawild
_sie m defektéw de chwili pojawienia sie N-tego defektu na obu tasmach
lacznie.

Jak wiadomo, ,,prawdopodobienstwa’ (2) i (3) nie 83 okreélone jedno-
znacznie przez slowa towarzyszace symbolom (2) i (3). We wezesniejszej
pracy [5] Steinhaus opisal trudnoei, ktére tu wystepuja i staral sie
wyjanié role pojecia wiarogodnofei, ezyli tzw. fiducial argument, stuzg-
cego zwykle do obejScia owych trudnodei. Idae w kierunku tych rozwazan
K. Sarkadi oglosit w 1953 r. note On the rule of dualism concerning the
Bayes probability limits of fraction defective [4]. Tytul tej noty przypomina
wyrazem ,,dualizm” tytul pracy Oderfelda [1]. Dla wyjaénienia, na czym
rzecz polega, powiemy teraz, jak wyglada argument fiducjalny i regula
dualizmu dla procesu Poissona.

Obserwujemy jeden proces Poissona na jednostce diugoSci tasmy
i konstatujemy % defektéw. Jakie jest prawdopodobieistwo, ze parametr ¢
tego procesu jest mniejszy od a? Nie mozna tego prawdopodobienstwa
obliczyé bez znajomofeci rozkladu @ priori, to znaczy bez wiedzy poprze-
dzajgcej obserwacje i okreflajacej dla wszelkich a to prawdopodobienstwo,
o ktére teraz — po obserwacji — pytamy. Argument fiducjalny obehodzi
sie jednak bez owe] wiedzy apriorycznej i podstawia za pierwotng kwestie,
inng: pyta mianowicie o to, jakie jest prawdopodobienstwo, ze proces
0 parametrze ¢ = a da na jednostce taSmy wiecej niz %k defektéw. To
prawdopodobienistwo, P(x > klc = a) (przez » oznaczylimy tutaj
zmienng losowy podajace liczbe defektéw zaobserwowanych na jednostce
diugodei tadmy), daje si¢ latwo obliczyé. Argument fiducjalny nazywa
je wiarogodnoéciq tego, ze ¢ jest mniejsze niz a, skoro na jednostee dlu-
gosci tafmy stwierdziliSmy k& defektow; oznaczmy te wiarogodnoéé przez
W(e < a|x = k). Otrzymujemy wiec zwigzek

(4) W(e < alx = k) =P(x > kle = a),

ktéry jest po prostu definicjg wiarogodnosei.

- Mozna nadaé jednak sens pierwotnej kwestii przyjmujge jaki§ roz-
klad a priori. Moina prayjaé tzw. réwnomierny rozklad a priori, to
znaczy uznad, ze przed obserwacjs wszystkie ¢ sy jednakowo prawdo-
podobne: méwige fciflej, ze prawdopodobiefistwo rewierania si¢ para-
etru ¢ w jakim§ przedziale jest proporcjonalne do dtugoéei tego prze
dziatu; to sformulowanie tez nie jest jeszcze zupelnie poprawne, ale
Poprawmy je niebawem. Przy takiej hipotezie pierwotns kwestia da sig
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rozstrzygnaé za pomocs wzoru Bayesa na prawdopodobietistwo d poste:
riori, to znaczy uwzgledniajace zaréwno rozklad a priori, jak i wyniki
obserwacji.- To prawdopodobieristwo oznaczymy: symbolemn -

6 Pygle < ajx = k)3

litery H, B przypominaja hipoteze o rezkladzie i regule Bayesa. Sar-
kadi [4] obliczyl (4) i (5) i dowiddl, ze

(6) W(o < alx = k) = Pyg(c < alx = k).

Podamy tu ten nietrudny dowoéd. Zaczmjmy od obliczenia (5). Za-
16zmy na razie, Ze ¢ ma a priori rozklad Jednosta]ny na odeinku (0, L);
gestoéé tego rozkladu jest zatem

- 1/L dla 0<a<lL,
@) pole) = |
Q poza tym.
7 zalozenia jest
Lk
(8) P(x = klc = o) = e-“%.

a podstawie reguly Bayesa mamy

pu()P(x = ko = a) f £ ¢ da

Pi(e < ajie = k) =

- =
:r

pr(a)P(x = kle = a)da f _..__da

Poniewaz jak latwo sprawdzié
k . k ke
~a -Q — 2. 1_ -b b
fﬂe “da =0 (1+a+...+, k!)—e, (1+b+...+f!-),
G i ; .

otrzymujemy z powyiszego
1—e “(1+4a+...+ao*/k!)
PH(e < =k) = - .
mpl® < alx = k) = T T TR

Teraz, przyjmujac z definicji,
Pap(c < afx = k) = mP(e < alx = &),

0o jest zapowiedzianym sprecyzowaniem zalozenia o jednostajnym aprio-
ryczaym rozkladzie ¢, otrzymujemy

9) Prglo < ajx = k) = 1—e“’(1+ a—l—....—{-‘-%:-).
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Z (4) i (8) za§ otrzymujemy bezpodrednio
> _ (li _ ak‘
W(e < alx = k) = 26 _.',=1__e (1-}—a—i—...—l——k—!);

i=k+‘l %!
ta réwno§é wraz z (9) daje nam (6).

§ 3. Wroémy teraz do naszego zadania poréwnania dwéch proceséw,
postawionego na wstepie. Zanim przystapimy do nadawania sensu sym-
bolom (2) i (3) pokazemy, ze w przypadku poré6wnywania dwéch pro-
ceséw zadanie sprowadza sie do rozpatrywania pewnych schematéw
urnowych. Do tego musimy najpierw potraktowaé obie ta§my jako jedna,
na ktérej w kolejnosci losowej pojawiajg si¢ defekty I i IT (mozna zalozyé,
ze nigdy dwa defekty nie wystapia na podwdjnej tasmie jednoczesnie).
W kazdej chwili mozemy zapytaé, czy najblizszy defekt bedzie I czy II.
Otéz prawdopodobieristwa odpowiednie p, ¢ spelniajag warunek p:q =
= ¢;:¢y;. Rzeczywiscie, w kazdym punkeie ¢ tasmy prawdopodobieristwo,
ze w odeinku (¢, t-- dt) pojawi si¢ jeden defekt I, a zaden defekt II, jest

e~ 1o dte~ 1™ = ¢ dt,

a prawdopodobienstwo, ze w tymze odcinku pojawi si¢ 1 defekt II,
a zaden I, jest cjydi. Stosunek tych prawdopodobienstw jest er:op. Po-
niewaz infinitezymalny odcinek d¢ jest dowolny, wiee mamy p:q =
= ¢p:¢p, jak zapowiedziano.

Jezeli ¢y = aey, to p:g = 1/a, a wiee

{10) p =1/1+a), ¢=c/(l+a);
mozna rowniez napisaé |
(11) p = ¢fler+om), ¢ = en/(ertern)-

Z tego wynika, ze gdy poréwnujemy dwa procesy Poissona przez zapi-
sywanie kolejne defektéw I i defektéw II, mozemy o procesach Poissona
zapomnieé zupelnie. Nazwijmy defekty I kulami biatymi (B), a defekty II
kulami czarnymi (C). Wypisane przed chwila wzory ucza, ze w kazdej
chwili prawdopodobienistwo, iz najblizsza kula bedzie B, jest p, a Ze be-
dzie C, jest q. Wobec tego zagadnienie por6wnawcze sprowadziliSmy do
zagadnienn dotyczacych wnjoskowania o skladzie p:q urny zawierajacej
kule B i O z rezultatéw ciagnien, przy czym prawdopodobieristwa p, ¢
89 _stale tak jak gdyby kule wyciggnigte wrzucano z powrotem. Od zaga-
dnienia, traktowanego zwykle w statystycznej kontroli jakosei produktu
a.ltematywnego obecne -rézni si¢ tylko tym, Ze nas interesuje teraz sto-
sunek p/g, czyli stosunek r ilo§ci C do ilo§ci B w urnie — zwykle nazy-
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wamy B dobrymi, a C ztymi sztukami i interesujemy sie frakeja ¢ zlych
sztuk. Zwigzek r = q/(1—q) pozwala jednak natychmiast przej§é od ¢
do 7. '

§ 4. Przystapimy teraz do rozwigzywania zadania postawionego
na wstepie. Zajmiemy si¢ najpierw pierwszym sposobem obserwacji.
Mamy obliczyé prawdopodobienistwo wyrazone symbolem (2). Wyjasni-
liémy juz, Ze symbol ten jest nieokreslony. Mozemy prébowaé¢ nadaé
mu znaczenie wiarogodnosci lub tez znaczenie, ktére wyraza sie przez
dopisanie wskaznika HB. Poprzestaimy na razie na obliczeniu

Tutaj cyfra 1 ma nam przypominaé hipotez¢ o rozkladzie a priori stosunku
¢ = ey /¢;, przy ktoérej wyrazenie to obliczymy.

Zauwazmy, ze nier6wno§é¢ w (12) da si¢ napisaé jako ¢y fe; > a i ze
stosunek c;;/c; nie zalezy od dlugosci ta§my. Wobec tego wartos§é tego
wyrazenia nie zalezy od jednostki dlugoSci taSmy. Mozemy wobec tego
obraé te¢ jednostke tak, zeby bylo ¢; = 1. Wtedy wyrazenie (12) przyjmie
postadé

(13) | Pgpilen > alp = m, v = n),

a zadanie obliczenia warto$ci wyrazenia ogélnego (12) sprowadzi si¢ do
obliczenia prawdopodobienstwa, ze c¢;; przewyzsza a, jezeli w chwili
pojawienia sie n-tego defektu na ta§mie I — ktéra ma grednio jeden
defekt na jednostke dilugosci taémy — doliczyliSmy si¢ m defektéw na
tasmie II. Warto§¢ wyrazenia (13) obliczymy przy zalozeniu jednostaj-
nego rozkladu ¢;; na calej pélprostej dodatniej. W dalszym ciaggu dowodu
dla graficznej prostoty bedziemy pisali systematycznie ¢ zamiast c.

Zalézmy najpierw, ze ¢ ma a priori rozklad jednostajny na odeinku
(0, L), a wiec okref§lmy gesto§é pr(a) tego rozkladu przez

1/L dla 0<ea< L,
pr(a) =
0 poza tym.

Znajdziemy teraz warunkowy rozklad prawdopodobienstwa liczby u
defektéw II, ktére pojawily si¢ na taSmie II do chwili pojawienia sie
n-tego defektu I na ta§mie I, pod warunkiem, Zze ¢ = a. Ot62, jak to
wynika z rozwazan § 3, prawdopodobienistwo, ze wéwczas bedzie y = m,
oznaczmy je przez P(u = mje = a,» = n), bedzie r6wne prawdopodo-
bienstwu, ze w n-4m ciagnieniach z urny, zawierajacej frakcje p =
=1/(1+4 a) kul biatych i frakcje ¢ = a/(1+ a) kul czarnych, wyciggnie-
my m kul ezarnych i # kul bialych i przy tym ostatnia wyciagnieta kula
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bedzie bidta. Otéz pra.wdopoddbmﬁstwo wyciggniecia w ‘a-m=1 cm—
gmemach m kKul czarnych jest réwne

.(n-i-.m.—l) @ )”‘( i L
m 1+a l—l—a) ’
a prawdopodobieristwo, ze nastepna, (n +m) ta, wyciggnieta kmla bedzie

biala, wynosi 1/(1+a); szukane prawdopodobienstwo jest iloczynem
tych dwu, a wiec

(14) P(,u=m|02a,v=n)=(n+m—1)( : )m( L ‘)".

m \l4a 14a

Wzér ten w szezegblnym przypadku e = 1 znalazl inng drogs, przy
uzyciu funkeji charakterystycznych, A. Romejko w swojej pracy ma-
gisterskiej [3], drukowanej w niniejszym tomie (str. 217-228) Zastose-
wan Matematyki.

Uzywajac reguly Bayesa mozemy teraz obhczyé prawdopodobienstwo
a posteriori, Pih(c > alu = m,» = n), tego, ze ¢ przewyzszy a, gdy do
chwili pojawienia si¢ n-tego defektu I zaobserwowano m defektéw IT.
Mamy mianowicie

fpz,(a)P(,u =mlo =a,» =n)da
P> alu =m,» =n) = =
IPL(G)P(F = Mf¢ = a, » = n)da

I 1)(1;)“(1;)“&:;j;:;)-'u;re
L R PR ER

Prayjmujac z definicji

- Pgp(e > aju =, =n) = hmP( Gh(e > alp =m, v =n)

(co precyzuje zloenie o ]ednosta.]nym rozkladzie ¢ na proste]), otrzy
mujemy z powyzej wypisanego wzorn
d
;!(1441) (1+a) ¢
(-]

Pouie>'p =m,» =n) = LT TIT
R R P
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Zauwazmy, ze uczynione przejScie graniczne z L dopuszczalne jest je-
dynie wtedy, gdy » > 2. Inaczej wystepujace tu calki niewlasciwe 89
rozbiezne i przy L —> co dostajemy jako granice 1 przy wszelkich a.
Gdy teraz zastosujemy do prawej strony ostatniego wzorn réwnosé

b
. 1 min
(15) f(”+m 1)( ) ™ do =
s m 14+a
1 { m(n—l—k—Z( 1 )ﬂ—l a \
n—1 ’go: k ) 1+ a 1+a) N
DY ey (S CEY
- P P H
| pa k 1+b 1+b/
ktéry si¢ otrzymuje za pomocs catkowania przez czefci, i wezmiemy pod

uwage to, Ze warto§é (13) jest ré6wna warto§ei (12) po skasowaniu ogra-
niczenia ¢; = 1, otrzymujemy w koreu wzér

, ; o 1 =y (- k—2 k
(16)  Pgplon > aglu = m, v = n) = F—i— ) i 2( E )(1:0‘) .

W konkretnym przypadku uzyele wzoru (16) do obliczania prawdo-
podobleﬂstwa. prowadziloby do zmudnych rachunkéw. Mozna je jednak
sprowadzié do korzystania z niekompletnej funkeji beta, ktéra jest sta-
blicowana (zobacz [2]). Jezeli mianowicie we wzorze poprzedzajacym
(15) podstawimy B = af(1+ a), otrzymamy Wyra.zeme

dta | | _
[ 1—p)Pap

(16") Pgpe> elp =m,v =n) =

1

1 f B™(1— p)-2dp.
/(1+a)

= B(m4+1,n—1) .

Jezeli teraz za Pearsonem przyjmiemy oznaczehie

[ra—pra e
8101 .. gy-!
I{asb) = e ~ 5 H f po1— p-ta,
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bedziemy mogli napisaé
(16") Papilen > aefp = m, » = n) =1— a[(1+¢)(m+1 n—1}),

bo sprowadza obliczanie prawdopodobieristw (16) do korzysta,ma, z tablie
Pearsona [2] niekompletnej funkeji beta.

W praktyce statystycznej kontroli jakoSci przy]@l gie powszechnie
argument fiducjalny, tak ze wzér (16), jako oparty na hipotezie réwno-
miernego rozkladu a priori — i to, co gorsza, na nieograniczonej osi ¢ —
méglby trafié na sprzeciwy. Te zastrzezenia zniklyby, gdyby w proble-
macie poréwnywania dwu proceséw udalo si¢ nudowodnié 6w dualizm,
ktéry dla jednego procesu stwierdzil Sarkadi, a ktéry w naszej pisowni
ma postaé¢ (6). Poslugujae sie ezysto graficzng a,na,loglag mozemy ten
dezyderat napisaé¢ jako

17) W(ey > aoflp =m,» =n) = PHBI(GII > aéfp = m, v = n).

Ale (6) ma okreflony sens dlatego, ze lewa strona (6) zostala zdefinioWa,né.
przez (4). Nalezy zatem okredlié znaczenie symbolu figurujgcego po
lewej stronie (17). Okreélimy go przez relacje

(18)  W(e > aelp = m, v = n) = P(p < mloy = agy, v = n—1).

Prawa  strona tego wzoru oznacza prawdopodobienstwo tego, ze : do
chwili pojawienia si¢ na tas§mie I (n—1)-szego defekbu, na taSmie II po-
jawi sie co najwyzej m defektéw, pod warunkiem, ze parametr ta§my I
jest réwny a-krotnofci  parametru tafmy I.

W oparciu o (14) — w ktérym oczywifcie T6wWnoé ¢ = a 1MOZDI.
znoszge ograniczenie ¢; = 1, ezytaé jako ¢y = ac; — otrzymujemy

1 Sy ntk—2\ [ a \
P(l" < 'm,lon = QCp, ¥ = n—1) = “‘(_1+a)n_’1 Z( L )(l—l—a) ‘
k=0

Wizér ten wraz z (16) dowodzi réwnosei (17). Wobee tego bez skrupuléw
mozemy sie postugiwaé wzorem (16). Definicja (18) ma charakter fiducjalny
i nagladuje przyjety przez zwolennikéw wiarogodnosei sposéb odwracania
nieréwnosei. ‘

§5.Juz w§3 zwréc]hémy uwage, ze poréwnywanie dwéch procesow
Poiggona sprowadza si¢ do badania skladu urny, w ktérej stosunek p: q
kul biatych do kul czarnych. jest réwny eo:e;. Dlatego udowodnione
w §$4 wzory (16) i (17) dotycza w réwnej mierze badania Wa:thOSG_l
partii. Trzeba tylko polozyé w = ¢ = on/(c;+6) Oraz opie; = qip =
== wH1—w) i traktowaé defekty pojawiajaee sie na tasmie I jako sztuki
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dobre, a defekty pojawiajgce si¢ na tas§mie II jako sztuki zle. Otrzymamy
w ten sposéb twierdzenie dotyczgce zwyklej alternatywy, ktére brzmi:

Jezeli badamy partie ustaliwszy z géry liczbe sztuk dobrych (n)
i przerywamy badanie, gdy pojawi si¢ n-ta sztuka dobra, to prawa strona
wzoru (16) da nam prawdopodobienstwo HB, ze stosunek w/(1—w),
gdzie w oznacza wadliwo§é partii, przekracza o. To za$§ jest rownowazne
z tym, ze w > B, gdzie § = a/(1-+ a). Mozemy zatem zamiast (16) napisaé

™ k2
n —

(19)  Pw>plu=m»=n)= (1—5)”-12( 5 )ﬁ"-
: k=0 i

Mozna ten rezultat rozumie¢ dwojako albo fiducjalnie, albo po bayeso-
wsku. Zeby go rozumieé fiducjalnie, trzeba go zinterpretowaé¢ wedlug (18),
a wiee rozumie¢ P jako prawdopodobienstwo pojawienia sie co najwy-
zej m sztuk zlych przy badaniu partii o wadliwosei # az do chwili poja-
wienia si¢ (n—1)-szej sztuki dobrej (jest to sposdb sekwencyjny!).
Chege go rozumieé po bayesowsku, musimy zalozyé, ze stosunek r =
=w/[(l1—w) ma a priori jednostajny rozklad na poélprostej dodatniej,
przy czym §cisty sens tej jednostajnosci polega na znalezieniu granicy
przy L — oo prawdopodobienistw HB obliczonych przy zalozeniu, ze r
ma rozklad jednostajny na odeinku (0, L). Gdy za$§ r ma rozklad jedno-
stajny na odeinku (0, L), to w ma rozklad prawdopodobienistwa o dystry-

buancie

0 da pg<0,
1

(20) Prw < B) = I I% dla 0<pg<L/1+4L),
1 dla  L/14+L) < B.

Widaé stad, ze przy L — oo rozklady te sg zbiezne do rozkladu, w ktérym
w =1 z prawdopodobiefistwem 1 — a wiec zalozeniu jednostajnego
rozkladu r na pélprostej dodatniej nie odpowiada zaden wladciwy rozklad
prawdopodobienstwa wadliwoseci w.

OpisaliSmy powyzej sposéb badania wadliwoéci partii polegajacy
na pobieraniu elementéw do prébki az do wylosowania n-tej sztuki dobrej.
Mozna by takze rozpatrzeé analogiczny sposéb, w ktérym pobieraloby
sig elementy do prébki az do wylosowania n-tej sztuki zlej. Wowezas
we wzorze (19) role wadliwodci w grataby frakecja p =1—w sztuk
dobrych, » oznaczatoby liczbe sztuk zlych, a u — liczbe sztuk dobrych,
ktére wylosowano przy losowaniu kolejnych sztuk, kontynuowanym
az do wylosowania n-tej sztuki zlej. Traktujac wzoér (19) fiducjalnie przy
tej interpretacji nalezaloby go odezytaé jako prawdopodobienstwo po-
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jawienia si¢.co najwyze} m sztuk dobrych przy badaniu: partii o wadli-
woéci 1—p8, gdy losowanie sztuk do. prébki kontynuuje si¢ az do chwili
wylosowania (n—1)-szej sztuki zlej. Chege -go rozumieé¢ po bayesowsku
trzeba by zalozy¢, ze stosunek p/q frakeji sztuk dobrych do frakeji sztuk
ztych ma a priori rozklad jednostajny na' pélprostej dodatniej, przy
ezym §cisly sens tej jednostajnoéci bylby taki jak i przedtem, tzn. odpo-
wiednie przejScie do granicy przy operowaniu rozkladami jednostajnymi
na odecinkach skonezonyeh. Za pomoca wzoru analogicznego do (20)
mozna by sie przekonaé, ze i w tym przypadku jednostajnemu aprio-
rycznemu rozkladowi prawdopodobienstwa stosunku p/g na pélprostej
nie odpowiada zaden wlasciwy rozkiad prawdopodobienstwa dla p, z tym,
ze granica aprioryeznych rozkladéw p przy L — co bylby rozklad, w kté-
rym p =1 z prawdopodobieristwem 1. '

§ 6. Oméwione W poprzednim paragrafie zadanie szacowania wadli-
wodcei partii towarn sztukowego moglibySmy tez potraktowaé¢ w sposéb
niesekwencyjny, klasyezny, ustalajac z gory liczno§é prébki. Dla tego
zadania regule dualizmu odkryl w 1951 roku J. Oderfeld i opisal w pracy
[1] wynikajace z mniej podobienstwo przepisow statystycznej kontroli
jakoei opartych na regule i hipotezie Bayesa i przepiséw opartych na
-argumencie fiducjalnym. Nazwijmy Wlarogodnoécla tego, ze wadliwosé w
przekracza $, gdy w probee sk}ada]@ce] sie z N sztuk pojawilo sig m
sztuk zlych, prawdopodoblenstwo tego, ze w prébee, liczacej N +1 sztuk,
wylosowanej z partii o wadliwosei # pojawi sie co najwyzej m sztuk zlych;
73 pomocy wzoru, w ktérym u oznacza liczbe sztuk ztych, a v — liczbe
sztuk dobrych, jakie pojawia sie od poczatku do konea badania, napi-
szemy to tak: ’ ‘

@1) W > flu = m, utv = N) = Plu < miw — By pt» — N+1).
J. Oderfeld znalazl, ze B ‘

m N1 ‘
(22) ‘PHB2(w > Blu =m,u+v = N) =2( ;_ )ﬁk(lmﬁ)N_k+1,

a to przy definicji (21) daje réwnosé
(23) PHBz(w >Blu=m,p+v=N)=Ww>Blp=m,utr=N).

Cyfra 2 przypomina nam tutaj hipoteze o jednostajnym rozkladzie
a priori wadliwosei w w odeinku (0, 1), przy ktérej J. Oderfeld ustalil
regule dualnofei. '
I tu mozna obliczanie prawdopodobienstw (22) sprowadzié¢ do korzy-
Stania z tablic nickompletnej funkeji beta. Mianowicie przez. rézniczko-
Wanie prawej strony (22) wzgledem B znajdujemy, ze gdy wadliwodé
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ma a priori Tozklad jednostajny w odcinku (0,1), a w prébce N-ele-
mentowej pojawilo si¢ m sztuk zlych, wéwezas aposterioryczny rozklad
prawdopodobienstwa wadliwofei w jest rozkladem beta o gestosei

— . 1 m . N-m
= Blm+l, F—mi1) P A

(23') PapaBle = m, v = N—m)

Korzystajge z tego mozemy zamiast wzoru (22) na.pisaé
(24)  Pypo(w > Blu =m, p+v = N) = 1—I)im~+1, N—m+1).

Zastosujmy to co napisane do por6wnywania dwéch proceséw pro-
dukcyjnych drugim sposobem, to znaczy tak, ze kontynuuje si¢ obser-
wacje ta§m tak dlugo, az suma defektéw I i defektéw IT osiggnie liczbe n,
ezyli, méwige krécej, az pojawi sie n-ty defekt (bedzie to byé moze
na tadmie I, by¢ moze na tadmie II). Gdy teraz, w mySl § 3, zasta-
pimy we wzorach (21), (22), (23) i (24) w przez c¢p/(e;+cy), B przez
a/(14a), i co za tym:idzie, nier6wnoéé w > B przez ¢ > acy, 4 i v po-
" traktujemy za§ ponownie jako liczby defektéw, ktére pojawily sie odpo-
wiednio na ta$mie I i IT od poczatku do konca obserwacji, otrzymamy
wzory odnoszgce si¢ do poréwnywania dwéch proceséw produkeyjnych.
I tak definicja wiarogodnodci tego, ze ¢yr przekracza a-krotnodé e¢;, gdy
- obserwujgc obie taSmy az do pojawienia sie n-tego defektu zaobserwo-
- wali§my m defektéw II (na tasmie IT), przyjmie postaé

(25) W(ey > aeglu = m, u+v = N) = P(u < mlegy = aoy, fi+» = N-+1).

~ Tutaj prawa strona oznacza prawdopodobienstwo, ze zaobserwujemy
co najwyzej m defektéw IL obserwujac tafmy az do pojawienia sie
(n+1)-szego defektu, jeSli parametr ¢y tasmy II jest réwny a-krotnosei
parametru ¢; tasmy I. '
Z wzoru (22) otrzymamy na prawdopodobmﬁstwo HB tego, ze ¢y
przekracza a-krotno§é ¢p; gdy do chwili pojawienia si¢ n-tego defektu
zaobserwowali§my m defektéw II, wzér '

Y [+l R1 Ak
@0 P> st = ot r = = ("7 (e e
k—D

Wreszcie trangkrypeja wzoru (23) da nam obowiazujace w naszym
przypadku regule dualizmu:

(27) Pgpglor > atslp = m, pt+v = n) = Wog > aolp = m, p+» = n),

a wobec wzoru (24) mozemy prawdopodobienstwo (26) wyrazié za pomoca
niekompletnej funkcjl beta jak na.stepuje

(28) Pgpoloy > aalhw m, u+v=N)=1— Ia,(,+a,(m+1 N—m+1)
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Zauwazmy, ze w dualizmie Oderfelda zaklada si¢ jednostajny aprio- -
ryczny rozklad prawdopodobienstwa dla wadliwosei w, dany wzorem

Pw<p)=pf dla 0<p<l.

Tak tez nalezy rozumieé wzor (22). To nadaje odpowiedni sens wzorowi
(26). Mianowicie nalezy go rozumieé w ten sposéb, ze a priori stosunek
¢r/(6y+ ¢p) ma rozklad jednostajny w odeinku (0, 1), lub tez, wyrazajac
to samo w innych stowach, ze a priori stosunek ¢ = ey/e; ma rozklad
prawdopodobieistwa dany wzorem

(29) Plc<a)=al/(l4+a) da O<a<_oo.

Ten rozklad prawdopodobienstwa stosunku ¢ jest jednoczesnie
rozkladem prawdopodobienstwa jego odwrotnofci 1/e, tj. stosunku
¢r/ey;- Ta wiasnosé omawianego rozkladu odzwierciedla symetrie wzgle-
dem w i 1—w zalozenia o jednostajnym rozkladzie w w odcinku (0, 1).

§ 7. Do tej pory oméwilisSmy dwie reguly dualnofci. Pierwsza z nich
odpowiada postepowaniu sekwencyjnemu. Ustanowiliémy ja przy hipo-
tezie, ze a priori stosunek w/(1—w) ma jednostajny rozklad na prostej..
W tej regule i bayesowskie prawdopodobienstwo a posteriori, i wiaro-
godno§é okre§lone byly dla postepowania sekwencyjnego, w ktérym
losuje sig kolejno sztuki do prébki tak dlugo, az pojawi sie n-ta sztuka
dobra. Moina ja nazwaé requlq sekwencyjno-sekwencyjng. Do tej reguly
doszli$my w ten sposéb, ze prawdopodobienstwo a posteriori tego, ze sto-
sunek ¢ = ¢y /c; przekracza a, wyraziliSmy wzorem (16) oplera]&c gie
‘na réwnoéei (15). Ale mogliby§my tez postapié inaczej, a mianowicie za
punkt wyjsciowy wziagé wz6r (16’) i rozwinaé wystepujace tam catki
opierajac si¢ na réwnosci ‘

b
(30) | f (:;)w’”(l—w)"‘mdw =
. 1 = n+1 ki1 __ a\p—k+1__ m(n+1) kg pyn—k ‘1]

ktérg otrzymuje sie za pomocy catkowania przez czefci. To daloby nam
zamiast wzoru (19) wzdr
1

1
(B1)  Pupyt0 > flu =m, » =n) = s f BT(1— B)*2df —
¥ g

— é(ﬂ“";ﬂ,?—-l)ﬁk(l_.ﬂ)n-{»m»—l—k.

k=0
Zastosowania Matematyki ITI 16
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Tutaj prawg strong mozna odezytaé jako prawdopodobienstwo, ze
W (n-+m—1)-elementowej prébce wylosowanej z partii o wadliwodei B,
pojawi si¢ co najwyzej m sztuk zlych, co napiszemy tak:

(32)  Papw> Blu=m,» =n) = P(u <mhw = f, p+v = n+m—1).

Wizér ten daje nam nows, sekwencyjno-klasyczng regule dualnoéei,
oczywifcie dla hipotezy o jednostajnym rozkladzie a priori na prostej
gtosunku w/(1—w). W regule tej bayesowskie prawdopodobienistwo
a posteriori okre§lone jest dla postepowania sekwencyjnego, a wiaro-
godnogé (tj. prawa strona (32)) jest okreflona dla klasycznego pobierania
prébki o ustalonej z géry licznoSel.

Uzyskaliémy te dwie reguly dualnodei wyrazajac na dwa sposoby
prawdopodobiefistwo tego, ze zmienna losowa o rozkladzie beta prze-
kroczy zadang liczbe. Bylo to mozliwe dlatego, Ze obliczony po bayeso-
wsku aposterioryezny rozklad wadliwodci okazal sie rozkladem beta.
Okazuje sie, Ze przy zatozeniu a priori jednostajnego rozkladu na prostej
dla- stosunku w/(1—w) rozklad wadliwoiei a posteriori pod warunkiem,
%e przy sekwencyjnym badaniu partii do chwili pojawienia sig n-tej
sztuki_dobrej pojawilo si¢ m sztuk zlych, jest taki sam, jak pod warun-
kiem, ze w prébee liczgcej N = m-+n elementéw pojawilo sie m sztuk
zlych. Mozemy to napisaé tak:

(33) Pgpy(w > Plu =m,v =n) = Pgg)(w > plu =m,pu+v=m+n).

Dla dowodu wystarczy obliczyé prawg strone. Zatézmy wiec na razie,
ze wadliwo§é w ma a priors rozklad (20) przy skoticzonym L, a wiee roz-
kiad o gestodci prawdopodobieristwa

1 1 L
= 0 —
Rozklad prawdopodobiefistwa liczby u sztuk wadliwyeh w prébee
(m+ n)-elementowej wylosowanej z partii o wadliwofci w = # dany
jest wzorem
PG = mho = B, ucts = mem) = ("1

) ema—pr.
Wobec tego na podstawie wzoru Bayesa mamy

Pih(w > Blu =m,p+v =m+n) =

LiQ+L) Li{1+L)
bf pr(B)P(p = miw = B, p+ v = m-+n)dp J p™(1— py2dp
= Iy ' = IUFL) . ’
af PL(ﬁ)P(# =mlw = B, u-+v = m+n)dp o! B™(1— p“~ap
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Stad przez przejscie graniczne z L — oo (ktére jest dopuszezalne tylko
wtedy, gdy n > 2) otrzymujemy '

Pyggi(w > glu =m, u+v =m+n) =

jﬁ"‘(l—ﬂ)“dﬁ

1 1
=4 ~ Bm(1—py*as,
[oma—pr-ap Bt /
0

a to wobec (31) daje nam (33).
Z wzoru (33), wobec (19) i (32), otrzymujemy nowe dwie reguly
dualizmu: klasyczno-sekwencyjng

(34) Pyp(w>plu=m,pt+v=m+n) =Plu<mw=4,»=n—1)
i klasyczno-klagyczng
(35) Pgplw>plu=m,u+v=N=m+n)=

=Pl <mjw =28, p+v = n+m—1),

ktére oczywidcie odnosza si¢ do hipotezy o jednostajnym rozkladzie
a priori na prostej stosunku w/(1—w).

Zajmiemy sie teraz regulami dualnofci odpowiadajacymi hipo-
tezie o jednostajnym rozkladzie wadliwo$ei w odecinku (0,1). Regula
Oderfelda (23) jest klasyczno-klasyczna. Eatwo z niej uzyskaé regule
klasyczno-sekweneyjng. Wystarczy w tym celu prawdopodobienistwo (24)
wyrazié w oparciu o réwnosé (15). Wychodzac z wzoru (24), za pomocs
Podstawienia B = af(1+4a), i réwnofci (15) otrzymujemy co nastepuje:

(36) Pppy(w > Blu =m, p+v = ) = 1—Ig(m+1, N—m+1) =

1 _
"~ B(m+1, N—m+

m N-m .
1":['3 (1—py-"ap =

1 . a \™/ 1 N—m+2d
B B(m+1,N——m+1)MIL)(1+a) (1—|—a) *=

o0

m

N— k
k=0

Réwnosé ta daje nam klasyezno-sekwencyjna regule dualmosei dla hipo-

tezy jednostajnego rozkladu wadliwofei. Powiada ona, Ze bayesowskie

Prawdopodobiedstwo ' posteriori tego, e wadliwosé w przekracza B,

jesti w prébee N-elementowej okazalo sie m sztuk wadliwych, jest réwne
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prawdopodobienstwu tego, Ze przy losowaniu kolejnych sztuk z partii
o wadliwosci # az do wylosowania (N —m-1)-szej sztukl dobrej pojawi
sie¢ w prébee co najwyzej m sztuk zlych.

Podobnie jak przy hipotezie o jednostajnym rozkladzie na prostej
stosunku w/(1—w) przy hipotezie o jednostajnym rozkladzie a priori
wadliwosei w w odeinku (0, 1) wadliwosé w ma taki sam rozklad prawdo-
podobienistwa a posteriori, pod warunkiem, ze przy sekwencyjnym ba-
daniu partii az do pojawienia sig n-tej sztuki dobrej pojawilo sie m sztuk
ziych, jak pod warunkiem, ze w klasycznej prébce skladajacej sie z N =
= m+n sztuk pojawilo si¢ m sztuk zlych. Mozemy to napisaé tak:

(37)  Pgpy(w > Blu =m, v =n) = Pypy(w > plu =m, p+v =m+n).

Dia dowodu obliczymy lewa strone (87). Na podstawie zalozenia
wadliwo§é w ma a priori rozklad prawdopodobienstwa o gestosei

p(f)=1 dla 0<p<1l.

Musimy znaé jeszeze warunkowy rozklad prawdopodobienistwa liczby
sztuk wadliwych, ktére pojawia si¢ przy kolejnym losowaniu sztuk z partii
o wadliwofei w = § do chwili pojawienia si¢ n-tej sztuki dobrej. Ale
wlagnie ten rozklad dany jest przez wzér (14), z tym tylko, ze trzeba
za o podstawié B/(1—pB), co daje p = af(1+a). A wiec

”+m‘ﬂww—m%

Pm=mm=mv=m=( "

Teraz wedlug reguly Bayesa

fp(ﬁ P(p =mlw =g,y =mn)dp

Pyps(w > plu =m, v =n) = : =
fp(ﬂ)P(# =mlw = B, » = n)dp

f A (1— ﬁ)”dﬁ

fﬁm (1-— ﬂ)"dﬁ

a to wobec (24) daje (37).

Z wzoréw (21), (23) i (37) otrzymujemy teraz sekwencyjno-klagyczna
regulq dua]izmu
(33) Pm(w > Blu=m,v=mn) =P <mw =4, p+v =m+ntl),

Fom‘ ona zastepowaé bayesowskie prawdopodobienstwo a posteriori
tego, 78 wadliwodé przekracza f, gdy przy sekwencyjnym badaniu partii

B(m+1, n+1)fﬂm1 prap
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az do pojawienia si¢ n-tej sztuki dobrej pojawilo si¢ m sztuk ziych, przez
prawdopodobienstwo, ze (n-+m-1)-elementowa préba wylosowana
z partii o wadliwo§ei § bedzie zawierala co najwyzej m sztuk ziych.

Wzory (36) i (37) daja nam ostatnig, sekwencyjno-sekwencyjng
regute dualizmu :

(39) PHBz('w>ﬁ!,u—mv—n)——P( mlw;ﬁ,v—-—n—i—i).

We wzorze tym prawa strona jest prawdopodobienstwem tego, ze losujac
kolejno sztuki z partii o wadliwodei g az do wylosowania (n-1)-szej
sztuki dobrej, wylosujemy co najwyzej m sztuk zlych.

Mamy wige rowniez cztery reguly dualno$eci odpowiadajgce hipo-
tezie o ]ednosta]nym rozkladzie wadliwoSci a priori.

Jak widzieliimy, dla dwu oméwionych hipotez co do rozkladu
a priori udalo sie ustali¢ reguly. dualnosci. Przy pierwszej z nich trzeba
bylo przedstawia¢ bayesowskie prawdopodobieristwa a postertori, gdy
probka liczyla N sztuk, przez prawdopodobieristwo warunkowe odno-
szace sie do probki zlozonej z N —1 sztuk. Przy drugiej hipotezie trzeba
bylo w analogicznej sytuacji rozwazaé prawdopodobienstwo warunkowe
odnoszgce sie do probki zlozonej z N-+1 elementéw. Zazwycza)j jednak
defininje sie¢ wiarogodno§é za pomocyg prawdopodobienstwa warunko-
wego odnoszgcego si¢ do prébki o tej samej licznodei. Na przyklad w przy-
padku pobierania prébek o statej Jicznodei, wiarogodnoSeia tego, ze wadli-
woéé w przekracza B, gdy w probce o liczno$ci N pojawilo sig m sztuk
zlych, nazywa sig prawdopodobienistwo, ze w prébce o tej samej licznofeci
N pobranej z partii o wadliwofci § pojawi sie co najwyzej m sztuk zlych.
Za pomoca wzoru mozemy te definicje wiarogodnosei napisaé tak:

(40) W(w > Blu =m, p+v=N) =Pu <mjw =p, p+» =N).

Nasuwa sie pytanie, przy jakiej hipotezie co do rozkladu & priori otrzy-
‘mamy po prawej stronie tej réwnofci bayesowskie prawdopodobienstwo
a posteriori zdarzenia w > . Okazuje sig, ze nie ma takiego roz-
kladu wadliwo§ei w zwyklym sensie. Mozna jednak udowodnié odpowie-
dnig regule dualnoéei, jeSli przyjaé hipoteze, ze a priori logarytm od-
wrotnofei' 1—w ma jednostajny rozklad na prostej. Przy tej hipotezie
mozemy mianowicie udowodnié, ze bayesowskie prawdopodobienstwo
@ posteriori nieréwnosci w > B, gdy w probee liczacej N elementéw poja-
wilo gie m sztuk wadliwych, jest réwne prawej stronie wzoru (40). Mo-
Zemy to napisaé za pomocs Wwzoru

(41) Pygw > plu=m,u+tr=N)=P(u< mm—ﬂm+v~N%

W ktérym cyfra 3 ma nam przypominaé hipoteze o rozkladzie a priori.
Jest to klasyczno-klasyezna regula dualnodei odpowiadajaca hipotezie 3
co do rozkladu a priori.
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Juz Oderfeld [1] i Steinhaus [5] zwracali uwage, Ze operowanie
w statystycznej kontroli jako§ei wiarogodno§cig w miejsce reguly i hipo-
tezy Bayesa nie jest uwolnieniem sie od arbitralnych hipotez, ale tylko
ich zamaskowaniem. Wynik tu przedstawiony demaskuje te hipoteze.
Jak widaé, jest ona z praktycznego punktu widzenia bardzo trudna
do przyjecia. Hipoteza Bayesa o jednostajnym aprioryecznym rozkladzie
wadliwo§ei w odcinku (0, 1) jest przy niej zupelmie niewinna.

Dla dowodu (41) zalézmy najpierw, ze Iog[l/(l w)] ma a pmom
jednostajny rozklad na odcinku (0, K), a wiec ze

1 ) .
(42) P(log < a) —— dla 0<a<K.
1—w K '
Jest to réwnowazne z tym, Ze a priori wadliwo$é w ma rozklad

dla 0<pB<l—e%,

1
Pr(w < 8) = —Elog

1
1-p
ktorego gestosé wyraza sie wzorem

1 1 . .
% 173 dla 0 —e K
i3 a <p<l—e

Teraz na podstawie reguly Bayesa

Pe(f) =

PEw > flu = m, u+v = N) =

T a8 = miw = g, pt v = W)ap
T 1-e-K -
J Pe(B)P(p = mlw = B, u+v» = N)dp
1-e—K 1 1 m N
[;f f 1——737( )ﬂ (1—g)y"-"dp pj A™ML— N "1
= K ' = l_e-K )
e

Przez przejscie graniczne (ktére jest dopuszezalne tylko Wtedy,
gdy n = N—m > 1) otrzymujemy stad

(43) Pupyw > Blu =m, u+v =N) =l Pid(w > Blu = m, u+v = N) =

— 1 1 m Netiea]
"B(m—l—l,N—-—m)ﬂfﬁ (1 py"-"ap.
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Stosujac teraz do prawej strony réwnogé (30) otrzymujemy po odpowie-
dnich uproszczeniach
m

Papy(w > Bl = m, ptv = N) = 2 (lij) BL—pY T =

Pu <mjw =4, ut+»=N),

I

a wiec (41).

Zauwazmy, ze rezultat rachunku bylby taki sam, gdybyémy' go
przeprowadzili dla postepowania sekwencyjnego. Mozemy wiec napisaé
takze sekwencyjno-klasyczna regule dualnosei

(44)  Pgpy(w > plu =m,» =n) =P(u ml’w—ﬂ,,u-l-'v—-m+n)

Gdy to juz mamy, otrzymujemy znang juz droga dwie dalsze reguly
dualnogei: klasyczno-sekwencyjng

(45)  Prgy(w > Bl = m, u+v = N) = P(u < miw = B, » = N—m)

oraz sekwencyjno-sekwencyjng
(46) Pyupy(w > Blp =m, v = n) = P(p < mjw = §,» = n).

W paragrafie tym méwiliémy o regulach dualnofei w jezyku badania
wadliwo§ei partii. Wezystkie te reguly thumaczs sie bezposrednio na jezyk
poréwnywania dwéeh proceséw produkcyjnych w my$l § 3. Dodajmy
tutaj tylko, ze hipoteza o jednostajnym rozkiadzie na prostej logarytmu
odwrotnofei 1 — w tlumaczy si¢ tu na hipoteze o jednostajnym rozkladzie
na prostej logarytmu 1-4-¢, gdzie ¢ jest stosunkiem erp/e;.

Oméwiliémy reguly dualnoéci dla trzech hipotez o rozkladzie a priori,
tj. dla hipotezy o jednostajnym rozkladzie na prostej stosunku w/(1— w),
dla hipotezy o jednostajnym rozkladzie wadliwodei w w odeinku (0, 1)
i dia, hipotezy o jednostajnym rozkladzie na prostej logarytmu odwrotno§ei
1 ~w. Mozna sformulowaé i udowodnié¢ reguty dualnodei takze dla innych
rozkladéw a priori. W szczegélnodei, jak to zauwaZyl K. Sarkadi [4],
mozna to zrobié przy zalozeniu, ze wadliwo§é w ma a priori rozklad beta
z ealkowitymi parametrami. Tutaj nie bedziemy si¢ tg spraws zajmowali.

A oto dla przykladu niektére wartoci odezytane z tablic [2] na
moey wzoréw (16'), (19), (24) i (28). Trzecia cyfre znaczaca Wyznaczono
Przez interpolacje liniowg. Tablice 1 i 2 obliczono przy hipotezie jedno-
Stajnego rozkladu a priori stosunku ¢ = w/(1—w) na prostej, tablice
3 i 4 — przy hipotezie, ze a priort wadliwoéé w (stosunek o/(1+ ¢)) ma
Tozklad jednostajny w odeinku (0, 1).
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TABLICA 1

Wartosci B takie, e jezeli w probee po-
jawilo si¢ m sztuk zlych i » dobryeh, to
wadliwo§é w przekracza § z prawdopo-

TABLICA 2

Wartosei a takie, ze gdy pojawilo sie n
defektéw I i m defektow II, to stosu-
nek ¢ przekracza a z prawdopodobien-

dobienstwem P stwem P
. P P

n m : - n m

095 | 0,50 | 0,05 0,95 | 0,50 | 0,05
5 o | 0013 | 0159 | 0,527 5 0 | 0013 | 018 | 1,11
5 3 | 0,225 | 0,500 | 0,775 5 3 | 0,29 | 1,00 | 3,44
5 5 | 0,345 | 0,607 | 0,831 65 -|.5 0,520 | 1,54 | 4,92
5 7 | 0,436 | 0,676 | 0,871 5 7 0,776 | 208 [ A8

Poréwnujgc odpowiadajace sobie wartosci z tablic 1 i 3 oraz z tablic
2 i 4 mozemy zobaczyé, w jakim stopniu hipotezy co do rozkladu a prior:
wplywajg na przesuniecie rozkladu. Widzimy mianowicie, ze wartosci
odpowiadajgce hipotezie, ze a priori stosunek w/(1—w) ma jednostajny

TABLICA 3

Wartoéei § takie, ze jezeli w probce po-
jawilo si¢ m sztuk zlych i n dobrych,
to wadliwo&é w przekracza f z prawdo-

TABLICA 4

Wartodei a takie, ze gdy pojawilo sie #
defektéow I i m defektéw II, to stosu-
nek e przekracza a z prawdopodobien-

podobienstwem P stwem P

| P | P
n n m

| 095 | 050 | 0,05 | 095 | 050 | 0,05
5 o | 0,009 | 0100 | 0,303 5 0 | 0,000 | 0,122 | 0,647
5 | 8 | 0169 | 0393 | 0,655 5 3 | 0,204 | 0,647 | 1,90
5 [ 5 | 0271 | 0,500 | 0,729 5 5 | 0,372 | 1,00 | 2,59
5 7 | 0,355 | 0,575 | 0,776 5 7 | 0,650 | 1,35 | 3,48

rozklad na prostej sy stale wieksze od odpowiednich warto§ci obliczonych
przy hipotezie, ze a priori w ma rozklad jednostajny w odecinku (0, 1).

§8. Wzér (31) méwi nam, ze jedli stosunek w/(1—w) ma a priori
jednostajny rozklad na prostej, to wadliwo§é w ma a posterior: rozklad
beta ze wskazanymi tam parametrami, pod warunkiem, ze przy losowaniu
kolejnych sztuk do prébki do chwili pojawienia sie #n-tej sztuki dobrej
pojawilo si¢ m sztuk zlych. Wiemy tez, ze przy zachowaniu liczb m i n
rozklad ten pozostanie niezmieniony, gdy postepowanie sekwencyjne
zastagpimy przez klasyczne pobieranie prébki o ustalonej licznosci N =
= m+mn. Z wzoru tego znajdujemy, ze wtedy oczekiwana (§rednia)
wadliwo§é wynosi

(47) (m+1)/(m+n) = (m+1)/N
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(gdzie N oznacza liczno§é prébki). Wyrazenie (47) jest estymatorem
wadliwosci, jaki otrzymujemy przy hipotezie jednostajnego .a priore
rozkladu stosunku w/(1—w) na prostej. Jak wiemy z wzoru (26), hipo-
teza ta uprzywilejowuje wadliwodei bliskie 1. Tu widzimy jeszcze raz
to samo. Jak wiadomo, nieobeigzonym estymatorem wadliwofci w jest
stosunek m/N ilogei sztuk zlych do licznodei prébki. Widzimy wige, Ze
estymator wadliwodci odpowiadajacy jednostajnemu rozkladowi a priori
stosunku w/(1—w) na prostej daje zawsze wartoci wieksze od nieobcig-
zonego estymatora m/N, a wige jak gdyby poprawia prébke przez powiek-
szenie wadliwosci.

Podobny efekt wystepuje réwniez dla estymatora wadliwodei, jaki
otrzymujemy przy hipotezie, ze a priori log[1/(1—w)] ma jednostajny
rozklad na prostej. Z wzoru (43) odezytujemy mianowicie, ze przy tej
hipotezie co do rozkladu wadliwo§ci a priori wadliwo§é ma a posteriors
rozklad beta z parametrami (m-+1, N—m), gdy w czasie badania poja-
wilo sie m sztuk zlych i n = N —m sztuk dobrych. Wartoéé oczekiwana.
obliczona z tego rozkladu jest réwna

(48) (m+1)[(N +1) = (m+1)/(m+n+1).

Wyrazenie (48) jest estymatorem wadliwofei odpowiadajacym oma-
wianemu rozkladowi a priori. Estymator (48) daje warto§ei mniejsze
od estymatora (47).

Podamy teraz estymator Wa.dhwoscl, ]akl otrzymujemy przy hipo-
tezie, ze a priori wadliwo§¢ ma rozklad jednostajny w odeinku (0, 1).
Dotyczy on zaréwno badania klagycznego, jak i sekwencyjnego. Z wzoru
(23'} odezytujemy, ze a posteriori wadliwo§é ma wéwezas rozklad beta
z parametrami (m+1, N—m+1), gdy pojawilo si¢ W czasie badania m
sztuk ztych i m = N —m sztuk dobrych. Wartosé oczekiwana tego Toz-
kladu a posteriori wynosi wobec tego

(49) (ML) +2) = (m+1)[(m+n+2).

Wyrazenie (49) jest szukanym estymatorem, ktéry jest znany dla badania
klagycznego. Ten estymator zachowuje sie w stosunku do estymatora
nieobeigzonego inaczej niz dwa poprzednie. Daje on mianowicie wartosei
wigksze od estymatora nieobeigzonego, gdy stosunek liczby sztuk wadli-
wych do licznofei probki jest mniejszy od 3, a mniejsze, gdy ten stosunek
jest wiekszy od }, a wiee jak gdyby przesuwa wynik préby w kierunku {.
Tak oto odbijaja si¢ na estymiatorach hipotezy o rozkladzie a priori.

Wyrazenia (47), (48) i (49) mozna tez traktowaé jako estymatory
stosunku ¢y /(¢;+ ¢;;) parametru tasmy II do sumy parametréw tasmy I
i tagmy II. Nalezy wtedy traktowaé m jako liczbe defektow, jakie sie
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pojawily na taSmie II, a n — jako liczbe defektéw, jakie sie pojawily
na tafmie I od poezgtku do konea badania. Wyrazenie (47) jest estyma-
torem odpowiadajacym zaloZeniu jednostajnego rozkladu a priori na
prostej stosunku ¢ = cpy/¢;, wyrazenie (48) jest estymatorem, ktéry sie
otrzymuje, gdy @ priori log(l+4¢) ma jednostajny rozklad na prostej,
a wyrazenie (49) jest estymatorem, ktéry odpowiada zalozeniu, ze stosu-
nek ¢ ma a priort rozkiad (29).

Zajmijmy si¢ teraz estymowaniem stosunku ¢ = cn {e; parametrow
dwéch proces6w Poissona. Zauwazmy, ze wzory (16) i (26) wyrazaja
nie co innego, jak rozklad a posteriori tego stosunku. Pierwszy z nich
odnosi sie do hipotezy o jednostajnym rozkladzie a prior: stosunku ¢
na catej prostej, drugi — do hipotezy, ze stosunek ¢ ma a priori rozklad
(29). Przy trzeciej hipotezie co do rozkladu a priori, a mianowicie przy
hipotezie, ze log (1 ¢) ma a priori jednostajny rozklad na prostej, mozemy
korzystajac ze zwigzku ¢ = w/(1— w) wyznaczyé aposterioryezny rozklad ¢
z wzoru (43). Obliczajac z tych rozkladéw wartodeci oczekiwane znaj-
dziemy interesujgce nas estymatory stosunku e.

Przez rézniczkowanie wzoru (16) lub tez przez podstameme g =
= af/(14+a) we wzorze (16') (podyktowane zwigzkiem ¢ = w/(1—w)),
znajdujemy, ze przy pierwszej hipotezie co do rozkladu a priori stosunek ¢
ma a posteriori rozklad prawdopodobienstwa o gestosei

1 a™
B(m—+1,n—1) (14 a)™"’

Podobnie, przez rézniczkowanie prawej strony wzoru (26) lub tez
przez takie jak wyzej podstawienie w przedstawieniu catkowym tego
prawdopodobienistwa zgodnym z: wzorem (28), otrzymujemy, ze przy
drugiej hipotezie co do rozkladu & priori stosunek ¢ ma a posteriori roz-
klad prawdopodobienstwa o gestoci

1 a”

B(m+1,n+1) (1+amme

(50)

(1)

Wreszcie przy trzeciej hipotezie co do rozkladu ¢ a priori przez to
samo co wyzej podstawienie znajdujemy, ze woéwezas - stosunek ¢ ma
a posleriori rozklad prawdopodobiefstwa o gestosdci

1 a™
| B(m+1,n) (14a)y™*"*t"
Korzystajae teraz z przedstawienia funkeji beta w postaci

e a1

Bla,b) = [ iy
0

(62)

1+
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(ktore otrzymuje sie¢ z przedstawienia
) 1
B(a,b) = [2* (1—a)*'do
0 -

przez podstawienie £ = y /(14 vy)) mozemy teraz fatwo znalezé te aposte-
rioryczne wartoSci oczekiwane, bedace szukanymi estymatorami stosun-
ku e o ‘

I tak z wzoru (50) znajdujemy, ze jesli @ priori stosunek ¢ ma jedno-
stajny rozklad na prostej, to aposterioryczna warto§é oczekiwana sto-
sunku ¢ istnieje wtedy, gdy » > 3, i wynosi
1 am™+!

m—l—l_ﬂf ]
n—2 ) B(m+l,n—1) (1+a™*"

(53) da;

z wzoru (51) znajdujemy, ze jeSli stosunek ¢ ma a priori rozklad (29),
to aposterioryczna warto§é oczekiwana stosunku e istnieje, pod warun-
kiem, ze » > 1, i wynosi

mi1

m-+1 ~ 1 il
4 = . :
(54) n uf B{m+1,n+1) (14 a)™"*?

da;

wreszcie z wzoru (52) znajdujemy, ze jesli log (1 ¢) ma a priori jednostajny
rozklad na prostej, to aposterioryczna wartoéé oczekiwana stosunku ¢
istnieje, pod warunkiem, ze % > 2, i wynosi

mt+l [ 1 a
(55) fnwl_of B(m+1,n) (1+a)’”+”+’da'v

m41

Widzimy wiec, ze we wszystkich przypadkach estymator ma w licz-
niku powigkszong o 1 liczbe defektéw zauwazonych na ta$mie II. Na-
tomiast w mianowniku wystepuje Lezba defektéw, jakie sie pojawily
W czasie badania na ta§mie I, pomniejszona o 0, 1 lub 2, w zaleznofci
od tego, jaki jest a priori rozklad stosunku e. -

- Wyrazenia (53), (b4) i (55) mozna tez uwazaé za estymatory stosunkn
wj(1—w) frakeji sztuk wadliwych do frakeji sztuk dobryeh w partii.
Przez m nalezy wéwezas rozumieé liczbe sztuk zlych, a przez n liczbe
sztuk dobrych, jakie si¢ pojawily. w prébee od poczatku do konica bada-
nia. Pierwsze z nich odpowiada hipotezie, ze a priori stosunek w/(1— w)
ma jednostajny rozklad na prostej, drugie — hipotezie, ze a priori wa-
dliwoéé w ma jednostajny rozklad w odeinku (0, 1), trzecie — hipotezie,
ze a priori log[1/(1—w)] ma jednostajny rozklad na prostej.
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INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIEJ AKADEMII NAUK

Praca wplynela 26. VI. 1956

I MTANHXAY3 s C. SYBHUIKUN (Bponuas)

O CPABHHUHBAHHWA [IBYX CTOXACTHYECKHX HPOU3BOﬂCTBEHHHX
IIPOIECCOB H IPHHIIAIIE OVAJU3MA

PESIOME

Ucxoxnol Toukol ¢raTeM SBAAETCA 33Jaua CPaBHUBAHUA NEePEeKTHOCTH ABYX
HeIpepLBHHX NPOU3BONCTBEHHHX NpomeccoB. IIpEMepoM HeNnpepHBHOIC IPOM3BOJA-
CTBEHHOro npouec'ca MO3HET CHYHHUTb JI€HTAa HCKYCCTBEHHOIO méenaKa BHL ZEJbBIBASMaANA
aproMaToM. Yrobu HOJAYYMTE HPHMED CpPaBHHBAHHA [BYX IOPOH3BOIACTBEeHHHX IpO-
IeCCOB Caexyer BooOpasuTh cefe ABe JeHTH NPOJBAralOmMmecs APYr BO3de Apyra
€ ONUWHAKOBHIME CKOpocTAME. Ciueayer mpoBepuTs, uTo pedexrnocts aenrn II mpe-
Bumaer annfarpaTHocTs NedexrTHOCTH MemTH I, ecam Bo Bpema HaG;IONEHUE BTHX
NapaJIIeNbHO MPOABArAOIMUXCHA JCHT 3aMe4er0 m AederToB Ha yenre LI u n medexron
Ha xeHre I. B paccmarpmBaeMmom mpumepe pAedeKTaMu ABXAKTCH IATHA MJIK AKDPH.
MpennoaaraeTcs, 9To Mecra ReeKTOB HA KAMAOK H8 NGHT COBJAOT ONHOPOXHELH
mponecc ITyaccoHa COOTBETCTBERHO ¢ MAPAMETPAMA ¢f ¥ €y, M 4TS TO, 4TO HPOMCXOMKT
HA OxHOIH IIeHTE, CTOXACTHYECKH HE 8aBHCHT OT TOr0, UT0 NPONCXONHT HA BTOPOIL meHTe.
IHopx pedexrHOCTHIO JIeHTH NOHMM3eTrcs BHAUYEHHe mapamerpa nponecca Ilyaccoma
msobpaskaoniero pacmnpepenenne xedexToB Ha JeHTe. ‘

PaccMoTpeHn fFBa CHOCOGH MCCHOXOBAHHA: ONHH, COCTOAWIME B Haﬁnnneunn
JeHT ‘RO MOMEHTA, Korpga ofmee umcio AEePEKTOB ABYX JEHT AOCTUFHET BANAHHOIQ
agcna N (rorpga m-+n = N), HasnBaeMHH B CTaThe Kadaccuueckum, I BTOpol, cocro-
Aamn# B Ha(AOOeHHN JeHT A0 MOMEHTA, KOTZA HA JIeHTe I NMOABHTCA N-bIf .tceq)ewr
(» sajmaHHOE umMEN0), HABLIBAeMH CERBEHYUOHRH bIM.
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JIA Kakgoro M3 3THX CIHOCO0OB HCCIeA0BAHAA HalifeHO amOCTePHOPHYIO BEpo-
ATHOCTH, YTO ¢ HAUYJA [0 KOHI[A HCCIeZOBAHUA HOABUIOCH m HefexToB Ha jenTe I
7 n pediekroB Ha seHTe I, NpM CIEAYOIUX THHOTE33X O PACIPEAEIeHHN ANPHOPH
OTHOWIEHUA Oy1/0y:

1. OrHoluenue ¢yy/¢y HMeeT ANPHOPH DPaBHOMEDHOE pacupeneneﬂne Ha OpAMOI;
2. OTHOMEHUE opy/ér ¥MeeT aPHOPH pacupeneleHue ¢ pyEKOuel pacupeneeHuA

Plerr/fey < o) =a/(l14+a) mpm 0 <a < oo

3. log (14 egr/ey) uMeeT ampuoOpM paBHOMEDHOE pACIpPEeNcHHE HA NPAMOM.

9Ty BEpPOATHOCTh ANOCTEPHMOPH B CIYy4Yae HIACCHYECKOr0 HCCIefoBaHuA 0060-
BHAYEHO Yepes

Pynjlerr/er > aluy = m, p+v = m+n),

B Cay4ae e CeHKBEHHHOHHOTO HCCICNOBAHHA 4epes

Pggjlerr/er > alp = m, v = ).

Byusu H, B goJHE HANOMHHATEH, YTO [AENI0 MMEETCA ¢ BEPOATHOCTHIO AMOCTEPHODH,
BHUHCISHHOM NIPH HEKOTOPOH TIHHoTese 0 pacHpeAeleHHHM ANPHOPH, HOPH WOMOIIM
¢opmynn Batieca, a § = 1, 2, 3 mommHO yKas3HBATh TUIOTE3Y O ANPUOPHOM pacnpese-
aeuu. IlycTes HakoHeI :

P{y < mleypfey = a, p+v = m+n)

o6osHauaer BEPOATHOCTh, YTO NPH KIACCAYECHOM HCCIAEZOBAHWHA, NPOAOIHAOIMMCH
0 MOMeHTa, Korga o0miee uuciao JedekToB HA 06CHX JIGHTAX HOCTHPAET HHCIA M-+ 71
HOABIAATCH He Gonbmie yeMm m pederros Ha derre I1, ecan mapamMerp ¢ry JMEHTH 11 pasen
anp(aKpATHOCTE IapaMeTpa Of MEHTH I, 1 nycrs

Pu < mlerpfer = a, v = n)

060o3HAYaeT BEPOATHOCTh, YTO HPH CEKBEHIMOHHOM HCCIENOBAHUU, IPOROAMAIINUMCH
A0 MOMEHTA MOABICHHA n-ro nedexra Ha xenre I, sa mente Il noasurca He Gonnme m
medexToR, ecam mapaMerp oyp enTH II papen axbdaxparTHOCTH mapamerpa oy genTH I.
Anocmepuopnas seposmuocmy NPH HPEIONOHEHNH, YT0 HEKOTOPHH mapamerp
WMeeT AUWPMOPH pPaBHOMEpHOEe pacHpejeleHEe HA NPAMOM, MOHUMAETCA BHECh KaK
nupegex, npu L — oo, BEPOATHOCTER AMOCTEPHOPH, BHYKCIEHHEX IPA IPeNIOJN0KOHAH,
970 3TOT HapaMeTp HMeeT aIPHOPH PABHOMEPHOE pacmpexelneHme Ha maTepBade (0, L).
Horasano caeayQIque, KIACCHYECKH-KIACCHYECKHe (OPMYIH KYAIMBMA:

(1) Papierz/er > alu = m, p+v = m+n) =

— Plu<mlogr/er = a, ptv = mtn—1) (a3>12),
(2) Pggpalon/er > alp = m, l'l+1' = m+4n) =

= Plp < mlogpfe; = a, p+v =m+n+l) (n=0),
(3) Papslon/oy > alu = m, pt+v = m+n) =

= P(u < miorgfoy = a, p+v =m+a) (n=1).
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3asucumMocTu
(4) Papjlorp/op > alp =m, p+v = m+n) = |
= Pgpjlorz/or > alpg = m,v =n) (j =1,2,3),

(8) Plp<mlerrfey = a, v = n) = Py mlogg/eg = a, u+v = m+n)

ZA10T BOSMOMHOCTE Ramjylo u3 dopmyn xyamuama (1), (2) x (3) nomoxmursh fpema
AHATOTMYHEIMA: KJIACCHYECKH-CeKBEHIIMOHHON, CEKBEHIIMOHHO-KIACCHYECKOM H ce-
KBeHNOHHO-CeKBEHIMOHHOI.

OcoGoro BHEMaHUA 3acaymuBaer Popmymra (3), Koropas pasofiradaer rumoresy
0 pacnpeieleHAN JUPUODH, YIPAICHHYIO B KaK GyXTO GHl He MMIOMTAM CBA3H ¢ HpO-
MBBONLHEIME FHIOTE3AMU MOHATHH TOCTOBEPHOCTH, KOTOPOE ONPEReIAeTCA oﬁmmo-
BEHHC KAK OpaBas cropoHa (3).

Moxuo gorasarh, YTO AUA KamKporo ¢ (opuuém t o6osHavaer o0UIyI0 MIMHY
OPOCMOTPEHHEIX 4YacTeil JIEHT) BEPOATHOCTh, 4TO Oamkadmmi samMeueHHmill mod2xT
Oyner medertoMm Ha meHTe I, paBHa p = ¢y/(er+ ¢rg), BEPOATHOCTS e, UTO Gummalmmit
sameuennult mederr Gynmer mepentom Ha mente II, pasra ¢= ery/(ey+ ory). Pro ceoOmHT
3ajauy CpaBHHBAHHA [BYX Bponeccos Ilyaccoma K MCCHefOBAHHIO COCL3BA YPHH
cofieprrameit pparumo p Gemeix mapoB u PpPaKgUI ¢ = 1 —p YEPHHX MAPOB, HIH,
4TO TO [e, K DPACCMATPUBAHMI HKePEKTHOCTH HmapTud. B MOCIeAHHM CIydae PoOIhL fe-
fexrnocrn urpaer pparuuA YEPHHIX IMAPOB, W = ¢, & P == 1 —w ABIACTCA Ppaxmmei
Xopomux mryk. CoorHOommemnme

= (ery/fer)/(14 exr/er),

C KOTOPOTO CJefyer, 4TO HEPABHOCTH Orp/oy > a U w > B, mpuuém f = a/(1+ a)
PaBHOCHABHBIE, AT BOBMOMKHOCTH NEPEBECTH BCE TEOPEMH, BHICKABAHHHS O OTHO-
IeHUN Orp/6y, HA TEOPEeMH O KeMexRTHOCTH w.

HUrar, m 06GosHAYaeT Teleps YMCAO0 IIOXAX HITYH, % — YHCIO XOPOIIAX INTYK,
KOTOpEC NMOABUINCH B BHOODKe 0T Hadyaja A0 KOHI3 HCcaenoBaHmaA. Hiaccumueckoe
MCCe/[0BAHME NOHHMAETCA KAK BHOODKY C BaFAHHON THCIEHHOCTHI, COKBEHI[HOHHO®
NCCIIeIOBANIME — Kax BHIGOPKY 10 MOMEHTA, KOrfda m-aA WTYKa OKaMeTCH XOPOMAR,
npu4yéM m 3agaHHOE TUCIO.

. l'umoresa o pacmpenedeHnmM aupmopu OTHOIEHMA Opp/6; NMEPEBORUTCH HA CISAY-
I0Iue TANOTE3H O PaCHpeneeHuE aupuopw Ne(eHTHOCTH w:

V. Ormomenme w/(l—w) MMeeT apMOPH pPaBHOMEPHOE pacIpefe;seHme Ha
npﬂmoﬁ ' )

‘. Hedexraocts w mmeer aupnopn paBHOMepHOe pacHpefelicHiMe B HHTepBAIe
(0, 1), | |
3’. log[1/(1—w)] umeer ampuoOpH paBHOMEDHOE pacUpefeddHMe Ha HDPAMOLN.
Hony4aorea caenyomue, KIACCHIECKH-KIACCHIECKHe, (DOPMYJH NyaTHaMma:

(1) Pgpriw>flu=m,ptv =m+n) =
=Plusmw =3, u+v=m+n-1) (n=2);
(2)  Pypg(w > Plug=m,u+v=m+n) =
=Plp<mw=8p+v=m+nt+l) (n=0);
(37 Pgpglw > Blu = m, u+v = m+n) =
=PluLmw =0, u4+v=m+4n (nz1).
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®opmyns (2') mamén Oaxepdeass [1]. Ocraibrasie GoPpMyIH — HOBEI2.
CooTHOUIEHHA

(4)  Pggiw > Blu = m, ut+v = m+mn) =
_PHB](w>ﬁ“‘—m V—-_—’I’b) (7‘=1r253)’

(5%) Plusmlw =g, u+v=m+n)=Plu<mw=_4,»=n)

paspewaoT ¢ kampo#t u3 popmyx (1), (2) u (3) Hoayunrsr CiaeAyOIUE TPH: KIAACCH
YeCHM-CEKBEHIIMOHHY 10, CEKBEHIIHOHHO-KIACCHIECKY IO B COKBEHIUOHHO-CeKBOHI{HORHEY 10

H. STEINHAUS and S. ZUBRZYCKI (Wroclaw)

ON COMPARING TWO PRODUOTION PROCESSES AND ON THE PRINCIPLE
OF DUALISM

SUMMARY

The starting point of the work is the problem of comparlng the per cent defec-
tive of two continuous production processes. An example of a continuous production
process is provlded by a ribbon of artificial silk produced continuously by an autom-
aton. In order to obtain an example of comparing two production processes let
us imagine two ribbons running beside each other.with the same velocity. We aim
at ascertaining that the defectiveness of ribbon II exceeds the alfa-plicity of the
per cent defective of ribbon I if, in the course of observing these two ribbons running
parallel, m defects on ribbon II and n defects on ribbon I are noted. In our example
stains or holes constitute defects. It is assumed that the places of defects on each of
the ribbons form a homogeneous ‘Poisson process with the parameters ey and ¢pp re-
spectively and that what happens on one ribbon is stochastically independent of what
happens on the other ribbon. By the per cent defective of the ribbon we understand
the value of the parameter of the Peisson process describing the distribution of de-
fects on the ribbon.

Two methods of investigation are considered. One of them, termed classical,
consists in observing the ribbons up to the moment when the joint number of de-
fects on the two ribbons equals a certain number N, fixed beforehand (then m +n = N).
The other method, termed sequential, consists in observing the ribbons up to the
moment when the n-th defect appears on ribbon I, n being fixed beforehand. For
each of these methods the authors have found the a posteriori probability of ¢yy/ey > a,
on condition that from the beginning to the end of the investigation m defects have
appeared on ribbon II and n defects have appeared on ribbon I, under the fbllowing
assumptions concerning the a priori distribution of the ratio eopy/er:

1. The ratio ery/oy has a priori a uniform distribution on the straight llne

2. The ratio opyfe; has @ priori a distribution with the distribution function

Plorr/er < a) = a/(14+a) for  0<a< oo.
3. log(1+cn/ai) has a priori a uniform distribution on the straight line.
Denote this probability & posterieri in the case of classical investigation by
Pupjlon/oy > alp = m, p+» = m+n),
and in the case of sequential investigation by

Papjlorz/or > alp = m, » = n),
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the letters H, B are to remind us that we deal with the probability a posteriori
calculated under a certain hypothesis concerning the a priori distribution with the
aid of the Bayes rule, and j = 1, 2, 3 is to indicate the hypothesis concerning the
-a priort distribution. Finally let us denote by

Plu << mlegg/oy = a, p+v = m+n)

the probability that, in the classical investigation conducted up to the moment when
the joint number of defects on the two ribbons is equal to m 4 n, at most m defects
will appear on ribbon II, and by

P(p < mloggfey = a, v = n)

the probability that, in the sequential investigation conducted up to the moment
of the appearance of the n-th defect on ribbon I, at most m defects will appear on
ribbon II if the parameter cyy of ribbon II is equal to an alfa-plicity of the parameter ¢y
of ribbon I. The a posteriori probability under the assumption that a certain parame-
ter has a priori a uniform distribution on the straight line is understood as a limit,
with L — oo, of the a pesteriori probabilities calculated under the assumption that
the parameter in question has a priori a uniform distribution on the segment (0, L).
The following classical-classical duality rules are proved:

(1)  Pygpilorfer > alup =m, p+y =m+n) =
=P mlegrfey = a,u+v=m+n-1) (n=2),
(2) Pgpalegr/ey > alp=m, u+v=m+n)=
=Pu<<mlegg/er = ¢, u+v =m4n+1)  (n=0),
(3) Papslerr/or>alp=m,u+v=m+n) =
= Pla< miegrfer = a, pu+v=m+n) (n=1).
The relations
(4)  Pggjlenfor > alp =m, p+v =m+n) =
= Pupjleprfe; > alp =m,v =n) (j=1,2,3)
and
(5) Pu < m]cn/cl =a,v=n) = Plpmlergfey = a,p+v =m+n)

make it possible to supplement each of the duality rules (1), (2) and (3) with three
analogous ones, a classical-sequential one, a sequential-classical one and a sequen-
tial-sequential one.

Rule (3) is particularly remarkable, since it reveals the hypothesis of the a prior:
distribution which is concealed in the notion of fiducial probability (usually defined
as the right side of (3)), which apparently is free from arbitrary hypotheses.

It can be shown that for every ¢ (where ¢ denotes the common length of the
observed segments of the ribbons) the probability that the first defect to be noticed
will be a defect on ribbon I is equal to p = er/(ey+¢pp), and the probability that
the first defect to be noticed will be a defect on ribbon II is equal to ¢ = opy/(eg -+ exy)-
This reduces the problem of comparing two Poisson process to the investigation of
the contents of a urn containing fraction p of white balls and fraction ¢ ¢ = 1—p of
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black balls, or in other words to the investigation of the per cent defective of the lot.
In the latter case the role of per cent defective is played by the fraction of black balls,
w = ¢, and p = 1—w is the fraction of good pieces in the lot. The relation

~w = (orz/ey)/(I*+egg/og),

which implies that the inequalities ¢yr/ey > a and w > § where g = a/(1+a), are
equivalent, makes it possible to translate all the theorems that we have stated on the
relation ejy/e; into theorems on the per cent defective w.

And thus m will now denote the number of defective pieces and = the number
of good pieces which have appeared in the sample from the beginning to the end of
the investigation. Classical investigation will be understood as taking a sample whose
size has been fixed beforehand, sequential investigation — as picking pieces for the
sample until the n-th good piece appears, n being fixed beforehand. The hypotheses
concerning the a priori distribution of the ratio eyyfe; will be translated into the
following hypotheses toncerning the a priori distribution of the per cent defective w:
1. The relation w/(1—w) has a priori a uniform distribution on the straight
line.- . :

2. Defectiveness w has @ priori a uniform distribution on the segment (0, L).
3. log[1/(1—w)] has & priori a uniform distribution on the straight line.
We obtain the following classical-classical duality rules:

(1) Pgap(w > flp=m,p+v=m+tn) =
| =P(,u<m|ﬁr=ﬂ,,u+v=m—{—n~l) (n=>=2),

(2) Pgpelw> Blu="m,u+v=m+n)=
' =Pu<mw=4,ut+tr=mt+ntl) (@0=0),

(3")  Pmps(w > flu=m,p+v=m+n) =
=Plumw=4,u+trv=m+n) (r=1).

Rule (2’) has been found by J. Oderfeld [1]. The remaining ones are new.
The relations

(4) Pgpjlw>plu=m,ut+v=m+n)=
= Pgp;lw > plp =m,v=mn) (=1,2,3)
and

(5%) Pu<<miw=48,p+v=m+n) =PEamw=_3,v=nmn)

make it possible to obtain from each of the rules (1’), (2'), (3') three more rules:
a classical-sequential one, a sequential-classical one and a sequential-sequential one,
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