J. ODERFELD (Warszawa)

POWIERZCHNIE O WILGOTN 08¢I SREDNIEJ

Wspélpracownicy Dziatu SKJP Instytutu Matematycznego PAN
P. Mikulski, W. Rudzki i K. Wisniewski w pracy [1] postawili nastepujace
pytanie. Liscie tytoniowe pakuje sie¢ w bele prostopadloscienne; wilgot-
noké lisei moze byé rézna w réznych punktach beli. W ktérych miejscach
beli Wllgotnoéé lokalna jeet zblizona do Srednie)?

Praktycznym zastosowaniem rozwigzania byloby wskazanie miejsca,
z ktérego nalezy pobieraé probke lici do okreflenia wilgotnosei beli.

Autorzy tego zadania nie poprzestali na jego sformulowaniu: zauwa-
zyli, Ze przy pewnych, wprawdzie bardzo szczegélowych, zalozeniach
polozenie miejsca o fredniej wilgotnoSci na linii prostej przechodzacej
przez Srodek beli bylo znamiennie state.

Ten wynik zachecil mnie do blizszego zba-
dania sprawy w warunkach bardzo ogélnych.

Wewngtrz bryly wypuklej ograniczone]
dowolng powierzchnia S (rys. 1) obierzmy
staly punkt P i poprowadZmy z niego pek
pélprostych. Oznaczmy przez ! dlugosé odeinks
dowolnej pélprostej od P az do punktu @ — jej
przebicia z 8. Obierzmy na tej poélproste]
dowolny punkt ¢’ i oznaczmy odleglo§é
PQ" przez U, a I'[l przez r. Niech w kazdym
punkcie Q' bedzie okreflona funkeja w zaleina - ' '
tylko od polozenia Q'. Oznaczmy przez wérednmg
warto§é w we wnetrzu bryly.

TWIERDZENIE. Jeéli na kasdej pdlprostej wartodei w sq okreélone
praez ig samq funkeje w = f(r), to

~ 1° powierzchnie stalej wa,rtoécz w 8q jednoktadne z pomerzahmq 8 ze
drodkiem jednokladnosei w P,
-2° dredniq wartodé w okreéla Waor

Rys. 1

1
W= 3"fr’f(r)d¢._
0
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Dowéd. Teza 1° wynika wprost z definicji jednokladnosei. Miano-
wicie, odpowiadajgce sobie punkty powierzehni 8 i powierzchni stalego w
lezg na promieniach przechodzacych przez staly punkt P, a stosunek
odpowiadajacych sobie odleglosci od P jest staly.

Do dowodu tezy 2° poprowadzimy z P elementarny stozek wycina-
jacy z 8 element powlerzchni o polu dF; objetosé stozka dV = .;— ldF cosg,

gdzie ¢ oznacza kat miedzy wektorem ia normalng do 8 w punkecie
Q. Obliczmy frednig warto$é u funkeji w we wnetrzu stozka elementar-
nego

U= de’f (r)dFcospradl’,

przy czym catka jest rozciggnig¢ta na ecaly stozek. Ale dl' = Ildr, a i, dF
oraz cosp #g dla stozka wielkofciami stalymi. Wskutek tego

u o= lchosq,ff(r)rzdr = 3ff(r)r2dr

Poniewaz z zaloZenia eatka wystepujaca po prawej stronie tego wy-
razenia jest taka sama dla kazdego stozka, to

(1) @ =3 [f(r)redr, e b.d.o.
0

Z udowodnionej tezy 2° wynika

WNIOSEK. Wspdlczynnik 7 charakteryzujacy powierzchnie stalej war-
tosct w, na kidrej w = @, jest pierwiastkiem réwnania

() #r) = 3 [ f(ryredr.

Wréémy teraz do bel tytoniu. Przede wszystkim nasuwa sie pytanie,
czy zatozenie twierdzenia ma w tym przypadku sens. Aby pa to odpo-
wiedzieé, mozna skonfrontowad teze 1° z rzeczywistoscig. Mozna to zro-
bié dwojako, przez rozwazania o fizycznej naturze zjawiska lub przez
poréwnanie z dodwiadezeniem.

Jogli zalozenie twierdzenia jest prawdziwe, to powierzchniami statej
wilgotno§ci w belach tytoniu sa powierzehnie prostopadloécienne, jedno-
kladne z powierzchnia beli. Czy tak jest? Sadze, ze tak, przynajmniej
w tym przypadku, gdy bele ukiadano z lifci o podobnej wilgotnosei i gdy
warunki wysychania (lub nawilzania) byly dla wszystkich §cian beli
podobne. Jefli w dodatku wplyw anizotropowosei lisci jest malo istotny,
mozna sie spodziewaé, ze wilgotnosé¢ punktéw wewnetrznych beli, poto-
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Zonych w jednakowej odleglodei od §ciany, jest podobna. Przypuszczenia
te nie dotycza punktéw beli potozonych blisko narozy, bo tam oddziaty-
wanie otoczenia jest intensywniejsze niz w punktach odlegltych od narozy
Fatwo jednak wykazaé, ze te anomalia dotyczg tylko nieznacznej czefci.
masy tytoniu. Przyjmijmy umcwnie, ze ,,narozem fizycznym” jest czwo-
rodcian o diugodei krawedzi réwnych odpowiednio 1/10 dlugodei krawedzi
beli. Wtedy w narozach fizycznych jest tylko 1/760 masy calej beli i to
co si¢ W narozach dzieje nie ma praktycznie zadnego wpiywu na wilgot-
no§é érednis.

Oczywiscie zamiast tych rozwazan lepiej byloby przedstawié wyniki
pomiaréw, niestety jednak nimi nie dysponujemy. Mozemy si¢ tylko po-
wolaé na pewien eksperyment zaproponowany przez W. Rudzkiego.
Polega on na zanurzaniu w atramencie brylek kredy, przecinaniu ich i ob-
serwowaniu linii odgraniczajacych na przekroju czeéé zabarwiong od nie-
zabarwionej. Okazuje si¢, ze te linie sa, przy zachowaniu pewnyeb warun-
kéw technicznych, jednokladne z konturem przekroju, i to dla brylek
o bardzo réznym ksztalcie.

PrzejdZmy teraz do oszacowania pierwiastkéw réwnania (2). Posta-
ramy 8i¢ t0 zrobi¢ przy mozliwie stabych zaloZeniach, aby jak najbardaziej
uniezaleznié si¢ od nieznanej historii bel tytoniowyeh.

Aby uprofcié rozwazania, zwréémy uwage, ze pierwiastki 7 réwnania
(2) nie ulegng zmianie, gdy zamiast f(r) przyjmiemy af(r)+b, gdzie a
i b sy stale.

Mozemy wiec, nie zmniejszajge ogélnodei, unormowaé funkeje w = f(r)
przyjmujae, ze f(0) = 1, f(1) = 0. W tym celu wystarczy stosownie do-
braé .

1° znak & zaleznie od tego, czy wilgotno§é jest wigksza czy tez
mniejsza w frodku niz nas powierzchniach;

2° wielko§¢ a zaleznie od jednostki wilgotnodei;

3° wielko§¢ b zaleznie od poczatku skali wilgotnosei.

Szukajac dalszych zalozen formalnych ograniczymy sie do pospoli-
tego przypadku, gdy bela tytoniu w ciggu swej historii na ogé! stopniowo
wysycha, lub na ogél stopniowo si¢ nawilza. Znaczy to, ze jej wilgotnodé
unormowana gpelnia warunek 0<C f(r) < 1.

Prawa rzgdzgce ruchem cieczy w Zywej tkance ro§linnej sa bardzo
zlozone. Wiadomo, Ze istotng role gra tu osmoza oraz przeciwne jej zja-
wigko zwane turgorem (hamowanie ruchu cieczy przez blony komorek,
naprezajace sie pod wplywem cieczy przenikajacej do wnetrza komérki).
Oba te zjawiska, a précz nieh i inne, daja ostatecznie tzw. silg ssania,
kt6éra powoduje przeplyw cieczy w kierunku malejgcej wilgotnodei. Wia-
domo, ze sila ssania jest tym wieksza, im wilgotnosé komoérki jest mniejsza
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Ryzykowne byloby budowaé na tych podstawach model ilofciowy wysy-
chanig (lub nawilzania sig) beli tytoniu, zlozonej z lifci martwych, jed-
nakze wiadomo, ze zwigzek miedzy sily ssania a wilgotnoscia ma dla
A wszelkich cial porowatych taki kieru-
nek, jaki opisaliSmy. Znaczy to, ze w na-
szym przypadku gradient wilgotnogei
unormowanej ro§nie na ogét (pomijajac
lokalne anomalia) ze zmienng r. Dotyczy
to zaréwno przypadku, gdy frodek beli
jest wilgotniejszy niz powierzchnia, jak
przypadku przeciwnego. Wskutek tego
unormowana funkeja w = f(r) ma prze-
bieg podobny do wykresu narysowane-
go grubg linia na rysunku 2, czyli ze
jest w oglélnym swoim przebiegu wy-
pukla. Mozemy to sformalizowadé zakla-
Rys. 2 dajgc, ze nieznana funkeja w jest za-
warta w obszarze ograniczonym dwiema
funkejami f,(r) i f,(r), na przykiad takimi, jakie pokazano liniami
kreskowanymi na rysunku 2. Jednakze nie kazda funkeja w speliajaca
te warunki ma sens fizyczny. Zapewne niewiele odbiegniemy od rzeczywi-
stofei przyjmujae, Ze unormowana wilgotno§é w jest nierosnaca funkcja r.
Aby co§ wigcej powiedzie¢ o f(r), trzeba by bylo glebiej wniknaé
w fizyezny proces ruchu wody w tytoniu i nieuchronnie w konicu oprzeé
gie¢ na danych dofwiadczalnych. Ot6z jedyne doswiadczenie, o ktérym
wiemy, bylo przeprowadzone przez J. Grochowing w ¥.édzkiej Wytwoérni
Papieroséw. Z tego doswiadczenia wynika, ze funkcja f(r) badana wzdluz
gléwnej przekatni beli ma po unormowaniu w przyblizeniu postaé:
w=1—7r2

ZAXOZENIE 1. Funkeja w = f(r) jest nierosngca ¢ zawarta w domknie-

tym obszarze ograniczonym funkcjami

(3) flr) =1—1™  d fy(r) =11,

gdzie n; =1, ny> n,.

Jak zobaczymy, to slabe zalozenie pozwala na uzyteczne oszacowanie
pierwiastkéw 7 réwnania (2).

W tym miejscu stuszne jest przyznad, ze wybierajac typ funkeji ogra-
niczajacych kierowaliSmy sie réwniez wrzgledami na prostote rachunkéw.

Zaczniemy od oszacowania dolnego. Wéréd wszystkich funkeji w(r)
spelniajacych zalozenie 1 znajdziemy funkecje w,(r), dla ktérej rozwigzanie
roOwnania (2) jest najmniejsze.
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Oznaczmy przez P prawg strone réwnania (2). Dla wszelkiej ustalonej
wartofel P pierwiastek 7 jest najmniejszy, gdy punkt o wspéirzednych
(7, P) lezy na krzywej w = f,(r). Sposréd wszystkich takich punktéw
ten ma najmniejsza odeigty, dla ktérego P jest najwicksze. To zad, wobec
zalozonej monotonicznofei funkeji w = f(r), dowodzi, ze dolne oszacowa-
nie # znajdziemy przyjawszy przebieg funkeji w = f(r) pokazany gruba
linig na rysunku 3. A wige dla ustalonych funkeji f,(#) i fo(r) dolnym osza-
cowaniem 7 bedzie wielko§é », z rysunku 3.
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Rys. 3 Rys. 4

Rozumujge analogicznie dochodzimy do wniosku, ze dla ustalonych.
funkeji f,(r) i fo(r) gbrnym oszacowaniem 7 bedzie wielko$é 7, z rysunku 4.

Oznaczmy dla wygody
. . .
(4) O(n, x) = 3f (1—7"r2dr = o®— 3 gt +e
y = ) = nt3” .
Wowezas oszacowanie dolne r; speiia ukiad réwnan

P=1—11, P=1-—132,

(5) | ,, .

P = C(ng, 1}4C(ny, 1) — C(ng, 1)+ P(r3—1y).
Oszacowanie gérne r, spemia uklad réwnan

P=1—-m1, P =11},

P = C(ny, 1)+ C(m, 1) — O (ny, r2)+P(r3—11).
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Na rysunku b pokszano wykresy funkeji ograniczajacych tak wybra-
nych, zeby pasy miedzy &gsiednimi wykresami mialy mniej wiecej jedna-
kowg szerokosé. Prowadzi to do nastepujacego ciggu:

(7) n=1, V2, 2, 2V2, 4.

Tylko doswiadczenie moze rozstrzygnadé, czy funkeje w = f(r), cha-
rakteryzujace zmiang wilgotnosci w beli tytoniu w réznych warunkach,
mieszczy sie w pasach ,,pojedyn-

{Z“ — - : czych” z rysunku b, czy tez ich
09 '\\:\\\N kapryény przebieg wymaga ograni-
08 N N, ‘\-}ﬁ\\ czenia w pasie podwdinym, potroj-
07 \\\\ S NN _ nym, 2 moze nawet poczwoérnym.
0'6 NN N Udowodnimy jednak, ze w kaz-
' ' ‘b—’\\\ \ dym z tych przypadkéw, czyli dla
05 2 I\ wszelkiej pary m;,m, z ciagu (7),
04 W\ ~oszacowania dolne i gérne g niezbyt
a3 \\\\ od siebie odlegle, a co waznie)sze —
02 \\ grednia arytmetyczna tych oszaco-
01 N wali malo zalezy od wyboru n, i n,.

W tym celu nalezy rozwigzaé uklady

0 010203040506 070809 0r (5) i (6) dla wszystkich kombinacji
7y, Ny. Kazdy z tych ukladéw daje sie

Rys. 5 latwo sprowadzié do réwnania alge-

' braicznego z jedng niewiadoms, jed-

nakze postaé tego réwnania nie pozwala na rozwigzanie wyrazne. Dlatego
wygodniejsze jest rozwigzywanie numeryezne. Jako przygotowanie obli-
czyliémy (1) z dokladnoscig do 0,0001 warto§ei o™ oraz C(n, «) dla para-
metréw n z ciggu (7), & ponadto dla wygody wartosci #®. Zrobiono to dla
argumentéw z = 0,40(0,01)1,00. . _
Po tym przygotowaniu rozwigzywanie ukladéw (5) i (6) dado sie spro-
wadzié do iteracji, ktérej skrécony schemat podajemy dla ukiladu (5):

Py, 7= (1___1)0)1/7&1’ Ty = (1""Po)lmz’
O(ng,1), O(ny,7y)y, C(ng,ry), "gr ’I'i', Po(?’g—f‘?), P;.

Schemat rozwigzywania ukladu (6) réznit sie tylko tym, ze paramet-
rem funkeji € bylo nie n,, lecz n,. - '

WyjaSnimy teraz, skgd braliSmy wartosei Py, w pierwszym kroku
iteracji. Dla ukladu (5) byl to pierwszy czlon trzeciego réwnania, P, =

(*) Obliczenia wykonala K. Olsztyhska z Dzialu SKJP Instytutu Matematyez-
nego PAN, , o
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= 0(ny, 1) = ny/(ny+3). Dla ukiadu (6) przyjmowalis§my P, = C(n,, 1) =
= ny/(n,4-3). Mozna latwo udowodnié, Ze te wartofei P, odpowiadaja
dokladnie zalozeniu 1 oslabionemu przez pominigcie warunku, ze funkcja
w = f(r) jest nierosngeca; mozna réwniez latwo wykazaé, e prowadzi to
- do oszacowan luzniejszych niz przy zalozeniu 1, mianowicie oszacowania

1
™. ng
orne
) o8 89 (3+%1) ?

8 In
nie bedziemy si¢ jednak tym blizej zajmowali.

Okazalo sie, ze postepowanie iteracyjne jest szybko zbiezne do praw-
dziwych pierwiastkéw ukladéw (5) i (6). Wyniki spisano w tablicy 1.

TABLICA 1

Oszacowania r przy zaloZeniu 1. Liczby w oczkach tablicy sa w precentach.
Pierwsza liczba jest oszacowaniem dolnym, druga — &rednim, trzecia — gérnym

w V2 2 2Ve 4

g

1 68,6 | 75,0 | 81,3 | 62,9 | 74,2 | 85,6 | 58,1 | 73,5 | 88,9 | 54,2 | 72,9 | 91,6
V2 70,3 | 76,2 | 82,1 65,2 | 75,8 | 86,4 | 60,2 | 75,0 | 89,8

2 72,2 | 77,6 | 82,8 | 67,8 | 77,3 | 86,8

2y2 74,6 | 79,5 | 84,4

Réznica miedzy oszacowaniem gérnym a dolnym zalezy gléwnie
od stosunku n,/n,, nawet jednak dla stosunku 4 nie jest jeszeze dosy¢
duza, zeby odebraé oszacowaniom sens praktyczny. W tym miejscu pro-
ponujemy czytelnikowi wrécié do rysunku 5 i przekonaé sie, jaki slaby
jest warunek zawierania si¢ krzywej wilgotnoéci miedzy krzywymi o pa-
ramefrach n =1 i n = 4.

Dla ustalonego stosunku n,/n; oszacowania, ich rozstep i ich §rednie
arytmetyczne prawie nie zaleza od wartoSei n, i n,. Widzimy stad, Ze
wybér liezb do ciggu (7) wykladnikéw nie mial istotnego wplywu na nasze
wnioski. Widzimy ponadto, i to jest wniosek najwazniejszy, ze §rednie
oszacowania przy bardzo slabym zalozeniu 1 sg bardzo stale: wahaja sie
wokél okraglej wartoei §. '

Zwr6émy jeszcze Uwage, Ze nasze oszacowania dolne i gérne sy za-
Pewne bardzo ostrozne, dotycza bowiem sgkrajnych i mato realnyeh przy-
padkéw, gdy funkeja w = f(r) ma niezbyt przyrodniczy charakter,
zilustrowany rysunkami 3 i 4. |

Bardzo necace byloby wzmocnienie zalozenia 1 i poszukiwania lep-
szych oszacowan 7. Przyjmijmy wiec nowe zatozenie.
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ZALOZENIE 2. Funkcja f(r) jest postaci w = 1 —1r".

Zwréémy uwage, ie to zalozenie, ktérego ogélnej stusznodci nie za-
mierzamy bronié, jest ciagle jeszcze stabsze od zacytowanego wyniku
do§wiadezalnego J. Grochowiny, ktéra w pewnym przypadku znalazia
wprost w = 1—#2. Z réwnania (2) znajdujemy woéwczas

3 1/n

o = (25)"
Wyniki spisano w tablicy 2. o
TABLICA 2

Oszacowanie r (w procentach)
przy zalozeniu 2

n’lfﬁlz 2V | 4

75 ‘ 76 ‘ 77 79 81

r

Oczywiscie tym razem mamy przy kazdej wartoéci » punktowe osza-
cowanie pierwiastka 7. Oszacowania dla réznych » malo sie réznig miedzy
soba i nieznacznie tylko przekraczaja %.

Ostatecznie mozemy zalecié pobieranie prdébek pierwotnych z beli
tytoniu na dowolnej linii przechodzacej przez Srodek beli, w odleglodei
od powierzehni rownej } dhugodci odeinka przebicia.

Ze wzgledéw praktycznych w rachube wehodza tu trzy osie symetrii
prostopadle do §cian i cztery przekatne gléwne. Lepsze wydaja sie osie
symetrii, bo w okolicy narozy prawo zmian wilgotnosci moze byé, jak juz
wiemy, obarczone pewnymi anomaliami.

Na zakoneczenie przypomnimy Czytelnikowi, ze warto§é 7 stuzy tylko
do zlokalizowania miejsca, z ktérego nalezy pobraé¢ prébke do badania
wilgotnosei. Sadzimy, ze w wielu przypadkach wybiera sie to miejsce w spo-
86b o wiele bardziej beztroski, niz myfmy to uczynili.

Uwaga. Nasze rozwazania nie ograniczajg sie ani do kostki prosto-
padlociennej, ani do tytoniu. Dotyeza one pewnej wlasnodei dowolnej
wypuklej bryly. ofrodka ciaglego.

Praca cytowana

[1] P. Mikulski, W. Rudzki, K. Wisdniewski, Badantie wiadciwoéci éredwich
towaréw bezksztalinych pakowanych w prostopadloécienne bele, Zastosowania Matematyki
4 (1959), str. 332-340,

INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIEJ AKADEMII NAUK

Praca wplynela 28. 5. 1958
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dA. ONEPOREJIL]] (Bapmana)
HHOBEPXHOCTH CPEAHEH BJIANXHOCTH
PESIOME

Ilyers w — weroropas YRKIUA ONDENETEHRAA B KamKok 109ke )’ BHIIYKIOrO
Tela NPOUSBONLEON GOPMH, BaBHCAINAA TONBKO 0T UOJOMEHHA T0UYkn. OOOBHAUMM
4epes P mOCTOANHY0 TOUKY BHYTDH Tela, uepes { TOUKYy repecevyeHHs LOEEPXHOCTH
Texa moAynpsmoit PQ’ u, HakoHeW, 4epes 7 oTHomeHue PQ’/P(.

TlpenmosomuM, 9r0 HA KaKAOM NoXympsamoit ONpeneasaeTcA w LHPH OOMOILHM
OnHOM M Tolt me PyHEuEu w = f(r). [lokasmBaeM TOTHA, UTO COBEPXHOCTH MOCTOHH-
HHX BHAYOHMH w SBIAIOTCA TOMOTeTHYeCKUM NpeoGpasoBaHMEM IOBOPXHOCTH Tea,
nApYeM NEHTP roMOTeTHYeCK TO Hpeo0paBOBaAMA JeKHT B TOUke P; nanee TOKA3H-
BAETCH, YTO HOBEPXHOCTH TAKOTO K€ NOCTOAHHOTO 3HAYEHHA w KAK CPejHEe SHAUCHUE
RAA BCSTO TeIa XapaKTEPHBYETCHA IAPAMETPOM 7 YIOBAETBOPAIOIEIM ypaBHeHmH (2).

Has onenkm ¥ mpeamonaraeM, 4ro yEKIMA w = f(r) HEBOBPACTANMAA M HAXO-
RATCA B BAMKHYTOM OTPe3Ke, OTPaHMIeHHOM QYHHKNMAME BUfA, (3) 1 (4). OxasnBaercs,
YTO0 W3MEHAA B OYeHh IMMPOKMX TPAHAIAX MaPaMeTPH OrpaHMYUBAOIIAX (YHKIEH,
HOJNYYIaeM BCETAa CPeAHION ONEHKY 7 GIUBKYI %.

OTH PesyIbTATH NPUMEHSIOTCS IPY HAXOMAGHNM B Ta0auHOH KHIme Mecr, io-
KalbHAS BIAKHOCTH KOTOPHX B NPHOIMIKEHEMH DABHA CPEAHeH BIAMHOCTH Neiof
KANH. 370 aeT BOBMOKHOCTh YKA3aHHA HARIYYIIEro MeCTa OTKYNa cleayer mobupars
BHOODKH TaGauYHBIX JIWUCTHEB A ONPEASNEeHNA BIAMHOCTH BCeH KWL

J. ODERFELD (Warszawa)
" SURFAOCES OF MEAN HUMIDITY
SUMMARY

Let w denote a certain function defined at every point @’ of a convex solid of
an arbitrary shape and dependent only on the position of the point. Denote by P
a fixed point inside the solid, by @ the point at which the surface of the solid is pierced
by a half-line PQ’ and by 7 the ratio PQ’/PQ.

We assume that on every half-line w is'defined by the same function w = f(r).
Then we prove that the surfaces w = const are homothetical with the surface of the
solid, the homothety centre being at P, and that a surface with the same constant
value w as the mean value for the whole solid is characterized by a parameter 7 satisty-
ing equation (2).

In order to estimate r we make a weak assumption that the function w = f(r)
is non-increasing and contained in a closed interval bounded by functions of the
shapes (3) and (4). It turns out that changing within a very wide range the parameters

of the bounding functions we always obtain the mean estimate of » close to %.

We apply the above results in determining those places in a bale of tobacco
where local humidity is approximately equal to mean humidity. This enables us to
indicate the optimal place from which a sample of tobacco leaves should be drawn
for determining the humidity of the bale.



