Jo ODERFELD (Warszawa)

O PEWNYM ZASTOSOWANIU RACHUNKU WYROWNAWCZEGO
DO KINEMATYKI MECHANIZMOW

1. Zagadnienie techniczne. Niniejsza praca wynikla z potrzeb tech-
niki. Nalezalo przeprowadzi¢ pelng analize kinematyczng stawidia paro-
wozowego pokazanego schematycznie na rysunku 1.
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Ryse. 1. Schemat stawidla parowozowego zewnetrznego systemu Bakera, przysto-
sowany do rozrzadu zaworowego systemu Lentza

Do dyspozycji byly kiasyczne metody teorii mechanizméw, anali-
tyczne lub wykre§lne. Zawilo§é konstrukeji wylaczyla od razu §ciste
metody analityeczne.

Klasyczne rozwigzanie wykreslne §cistg metoda, tzw. planéw pred-
kofci i przyspieszeri, wymagalo dla kazdego polozenia mechanizmu do-
kladnie 82 elementarnych operacji graficznych. Pod tym pojeciem rozu-
miem prowadzenie linii réwnoleglej badZ prostopadiej lub odmierzanie
odeinka linii prostej. Pomijajac juz zmudnodé tej roboty, ktérg trzeba by
bylo powtérzyé kilkadziesigt razy dla réinych polozenn mechanizmu,
dokladnosé jej byla z géry watpliwa. Rzeczywiscie, doéwiadczenie poka-
zalo, ze przyspieszenia pewnego punktu tego mechanizmu znalezione
metods wykre§lng w dwéch polozeniach, w ktérych ze wzgledow teore-
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tyeznych powinny byly by¢ prawie rowne, r6znily si¢ o0 100°/,. W dodatku
za$, wobec zawilo§ei konstrukeji, trudno bylo ja skontrolowa.é i uznaé
ktorykolwiek z wynikéw za wiarogodny.

Podobnie zly wynik rokowaly inne tzw. §cisle metody wykreSine,
ktérych Scistoé§é dotyezy tylko zalozen teoretycznych, ale ktdre sg zwykle
tym mniej dokladne praktycznie, im sa bardziej zawile.

W odwodzie pozostaly jeszcze przyblizone metody wykres§lne, w szcze-
gélnodei znana metoda toru ocechowanego. Polega ona krétko méwige
na tym, ze przyspieszenie pewnego punktu wyznacza si¢ przez aproksy-
macje huku toru za pomocg wieloboku cigeiw. Uwzglednia sie przy tym
zawsze 3 sgsiednie punkty wycechowane na torze. Dokladnoécia tej me-
tody zajmowalem si¢ w [1] i wyznaczylem warunki uzycia optymalne
co do dokladnosei, wychodzae jednak z zalozenia, ze wyznaczanie punktéw
na torze nie jest obarczone bledami. Zalozenie to jest dosyé realne w pro-
stym przypadku, nie stosuje sie jednak do tak zawilyech mechanizméw
jak stawidlo z rysunku 1.

Ostatecznie zdecydowatem sie na postepowanie wykre§lno-nume-
ryezne, ktore sklada sie z nastepujacych etapéw:

(a) wyznacgenie potozenn mechanizmu w chwilach réwnoodlegtych
W czasie;

(b) wyréwnanie polozeén za pomocy Sredniej ruchomej;

(¢) wyznaczenie predkosci i przyspieszen za pomocg wzoru interpo-
lacyjnego;

(d) kontrola poprawnoéci obliczen;

(e) oszacowanie bledu.

Etap (a) nie nalezy do zaproponowanej metody, gdyz i tak jest potrzeb-
ny do analizy funkejonowania mechanizmu. Na przyklad w rozwazanym
mechanizmie znajomogé polozen jest potrzebna do wyznaczenia charakte-
rystycznych punktéw w wykresie rozrzgdu silnika. W etapie (a) celowe jest
uzycie metod wykre§lnych lub modelowych, jako szybkich i zupekie
wystarezajacych w tym przypadku. W etapach da.lszych korzystam tylko
Z metod numerycznych.

Teoria ogélna etapéw (b) i (c) jest dobrze znana. Za méj wkiad
uwazam tylko polaczenie ich w nowy wzdér interpolacyjny i ulozenie
Sprawnie dzialajgcego schematu postepowania oraz opra,cowa,me eta-
Péw (d) i (e).

Notuje tu, ze mozliwe 53 rézne kombinacje zaproponowanej metody
Dumerycznej z metodami klasycznymi. Mozna na przyklad metods nu-
meryezng wyznaczyé przyspieszenia w piektérych celowo wybranych
Punktach zlozonego mechanizmu i, uwazajac je juz za znane, zbudowadé
bardzo proste plany przyspieszett dla innyeh punktéw.

Zastosowanis matematyki ) 12
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W dalszych wywodach nie bede si¢ zajmowat takimi kombinacjami,
ograniczajac si¢ tylko do uzasadnienia proponowanej metody i opisu
techniki jej stosowania. Metoda jest ogdlna; mozna jg stosowaé do kazdego
mechanizmu plaskiego lub przestrzennego; pozwala wyznaczadé pr@dkoém
i przyspieszenia, zar6wno liniowe, jak katowe.

2. Srednia ruchoma. Srednia ruchoma jest pojeciem uzywanym w ba-
daniu tzw. serii ezasowych. Wystarczy wiec tylko przypomnieé rzeczy za-
warte w dzietach klasyeznyeh, np. w [2].

Niech u(t) bedzie funkeja rzeczywista zmiennej rzeczywistej t. Niech
bedzie dany cigg 2m+1 wartofei zmiennej ¢

(1) —m, —m-+1,...,0,...,m—1,m.

Staramy si¢ aproksymowaé¢ funkeje u za pomocg wielomianu

»
(2) ap = Zaﬂfj,
7=0
dobierajac jego wspélezynniki a; tak, zeby dla wszelkiej wartosci ¢ réwnej
k zachodzila zaleznogé
i
(3) [u(k)—a(k)]? = min.
k—;‘:ﬂ,
Poszukiwane wspdlezynniki a; spelniaja wtedy uklad réwnan liniowych
m m B

(4) a, Y y+a12k’+1+ +a, Zk’“’ = Zu(k)kf (G=0,1,...,p).

Ia:m k=—m k=—m

Poniewaz sumy wystepujace po lewej stronie (4) nie zalezg od u(k),
a sumy po prawej stronie s3 kombinacjami liniowymi u(k), wiee pier-
wiastki a,, a,, ..., a, otrzymamy jako kombinacje liniowe u (k) ze stalymi
wspolczynmkamx

Do dalszych celéw wystarczy obhczyé tylko wspétezynnik a, rowny
a(0), a wiee stanowigey najlepsza (w podanym sensie) aproksymacje
u(0).

Podobnie mozna postapi¢ w dowolnym punkeie ¢ funkeji «(¢), jesli
tylko jest dany ciagg wartodci tej funkeji w punktach t—m,t—m+1,...,
t,t+1,...,t+m.

Funkc]e, u(t), ktéra dla kazdego ¢ przyjmuje warto§é réwnad wsp6l-
czynnikowi a, obliczonemu dla tego wlagnie ¢, nazywamy $redniq ruchomaq.

3. Wyrownywanie polozeir. Przypufémy, ze sposobem wykreflnym
(lab innym) ustalono polozenia, ktére zajmuje interesujacy nas punkt
mechanizmu w chwilach odleglych o 4¢, i ze w kazdej z tych chwil usta-
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Iono wspdlrzedne tego punktu. W najogdlniejszym przypadku potrzebne
89 3 wspélrzedne. Je§li mechanizm jest plaski, wystarcza 2 wspéirzedne,
a jesli tor punktu jest okre§lony — nawet tylko jedna. Podobnie jedna
wspélrzedna (katowa) wyznacza chwilowe polozenie czlonu znajdujgcego
sie w ruchu obrotowym (np. czlonu a na rysunku 1). Mozemy wige wyzna-
czyé zmienno§é polozen w czasie, kazdego interesujacego nas punktu przez
co najwyzej trzy ciagi {w'}, {«’} i {w'”} wspéirzednych.

Dalsze rozwazania wystarczy przeprowadzié¢ dla jednego ciggu, ktéry
wobec tego bedziemy oznaczali po prostu {u}

Wspélrzedne 83 obarczone bledami, ktéryeh nie znamy. Zastapienie
ciagu {u} przez ciag {#} warto§ci Sredniej ruchomej daje najlepsza (W sen-
sie najmniejszej sumy kwadratéw) aproksymacje wspdirzednych ,,suro-
wych” przez wspélrzedne ,,wyréwnane’, przy czym zmniejsza si¢ redni
blad, jak to pokazemy w § 5. Geo-
metryczng interpretacje tego po- il
stgpowania pokazuje rysunek 2.
Przedstawiono na nim punkty {
obrazujace liczby z cisgu {u} iru- )_F
chomy luk paraboli o réwnaniu (2), ) _
ktéra daje najmniejszg sume kwa- [ 1A

\/

—
™~

dratéw réznic miedzy rzednymi pa- “T"a
raboli a rzednymi punktow; a, jest -
rzedng paraboli w punkeie ¢ = 0. -m 0 ~tm t

Przed rozwigzaniem efektyw-
nym trzeba sie zdecydowaé na Rys. 2. Srednia ruchoma
wybér “m i p. Wybralem m =3 '
i p = 8 kierujac si¢ nastepujacymi wzgledami. Stopien p ruchomej pa-
raboli nie powinien byé nizszy od 3, bo parabola drugiego stopnia nie
moze dobrze aproksymowaé krzywych w okolicy przegiecia, a prze-
giecia czesto zdarzajg sie¢ w praktyce. Liczba 2m--1 punktéw objetych
kazdorazowo. tukiem paraboli powinna byé duzo wigksza, powiedzmy
dwa razy, od p; w przeciwnym przypadku wyréwnanie byloby mato
skuteczne, a w skrajnym przypadku, gdy 2m-1 = p, wcale nie
byloby wyréwnania. Jednakze 2m+1 nie powinno byé liczbg duia
W poréwnaniu z liczba wyrazéw w ciagu {u}, gdyz na ogél tym trudniej
jest uzyskaé dobre przyblizenie, im dluzszy jest ruchomy luk paraboli
Pewnego stopnia. W praktyce najczesciej cechuje si¢ na torze 24 punkty,
wige 2m+1 réwne siedmiu stanowi juz okolo } liczby wyrazéw w ciggu
wap6lrzednych.

Oczywicie te rozwazania nie pretenduja ani do Scistodei, ani do pow-
8zechnodei. Kierujge si¢ podanymi wskazéwkami, moze Czytelnik ulozy(
wzory ostateczne dla innyeh m i p, niz przyjeto w tej pracy. ‘
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Niech wspélrzedne surowe beda

(8) ceey U_gy U_gy U_yy Ugy Uyy Ugy Uzy o.o

Oznaczmy
(6) . 8 = UtU_y, 8 = UptU_5, 8 = Uj+u_;.

Przy tych oznaczeniach po rozwiazaniu ukladu (4) otrzymujemy
(1) thy = 2—11(7“o+631+332"'233)-

Stosujae wzory (6) i (7) tyle razy, ile jest wyrazéw w ciagu {u}, mo-
zemy wyréwnaé caly cigg. Nie wystepuja tu zwykle trudnoéci interpola-
cyjne zwigzane z brakiem na skrajach wyrazéw poprzedzajscych lub
nastepujacych, gdyz ruch mechanizméw jest z reguly periodyczny z okre-
sem 7. Jefli wige tak wybierzemy Ai, zeby k = T /At bylo liczba naturalng,
i jedli wyznaczymy % kolejnych wartodci «, to przesuwajac je o k¥ miejsc
bedziemy mogli ustalié tyle wyrazéw, ile trzeba do wyrdéwnania.

4. Wyznaczanie predkosci i przyspieszeid. Majgc juz ciag {4} war-
toci wyréwnanych, mozemy zastosowaé wzér interpolacyjny Stirlinga
(por. np. [3]) do obliczenia przyblizonych prgdkoécl i przyspieszen.

Oznaczmy

$ = "21 +"2—1; dl = al—"ﬂ—l

& = "Zz"f"a-za dz = ’f‘z_'a—‘r
Ograniezajge si¢ do trzecich réznic w wyrazeniu na predkoéé i do czwar-
tyeh réznic w wyrazeniu na przyspieszenie znajdujemy oszacowania

predkosei jednostkowej oraz przyspieszenia jednostkowego (w zalozeniu,
26 At = 1):

(9) V = 5(8d—dy), P = 5(—308,+164,—4,),

(8)

i oszacowania predkofei oraz przyspieszenia przy A¢ dowolnym:

R 1 o 1
(10) v—EV, p-——Z't'fp.

Wymiar wielkofci ¢ i p zalezy oczywidcie od wymiaréw wielkosei
w i At Jefli na przyklad [u] = milimetr, a [4t] = sekunda, to [P] =
= mmsek 2%,

Jefli u jest wspélrzedng kartezjariskg na przykla.d wzdluz osi 2,
to 4, V, P obliczone z wzoréw (7) i (9) daja wyréwnane skladowe poloze-
nia, predkofci jednostkowej i przyspieszenia jednostkowego wzdiuzi osi
x; jesli u jest wspllrzedng katows, to np. P jest przyspieszeniem katowym
itd. : .
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Warunkiem stosowalno$ei w calym zakresie zmiennosci ¢ wzoréw (9)
jest istnienie dostatecznej liczby pochodnych funkeji ruchu; wzér na V
wymaga, zeby istniaty pierwsze trzy pochodne, a wzér na P — cztery.
Warunki te sg spelnione w wiekszo§ci mechanizméw. Wyjatek stanowia
mechanizmy o ruchu przerywanym (np. krzyz maltatski i jego odmiany);
stosowanie do nich opisanej metody wymaga stosownych modyfikacji.
Bez zastrzezen mozna natomiast zaleci¢ te metode do mechanizméw krzyw-
kowyeh, nawet wtedy gdy profil krzywki teoretycznie ma staba nieciaglosé
(trzecia pochodna nieskonczenie wielka), gdyz ze sposobu wykonania
wynika, ze w rzeczywistosci trzecia pochodna moze byé co najwyzej
bardzo duza, ale zawsze jest skodczona.

Obecnie rozwazymy pewne warianty opisanego postepowania. Mozna
na przyklad do wyréwnywania wspélrzednej uzywaé kroku odpowiada-
jacego przedziatowi czasu At, ale do wyréwnywania predkosci i przyspie-
szei przyja¢ krok odpowiadajacy przedzialowi 241, 34t itd. Celowosé
takiego postepowania (zmniejszenie wplywu bledéw rysunkowych) uza-
sadnimy w rozdziale 5, teraz za$§ podamy wzory robocze analogiczne do
(8) i (9).

Oznaczmy wiee

§y = Gy +i_y, Ay =dy—i_,,
(8°) . s .
8 = Uy FU_y, dy=U—U_4.

Wtedy przy kroku podwoéjnym mamy

(9") P =5 (Bdy—dy), P = L(—304,+165,—3,).

48
Oznaczmy wreszcie
") § = Uy +i_g, dy = idtz—h_,,
§g = fg+h_g, dg=hg—a_g.
Wtedy przy kroku potréjnym mamy
(9) V = n(8dy—dg), P = 55(—30d,4168—4).
Do obliczenia v i p stosuja sie nadal wzory (10).

5. Analiza bledu. Wystepuja tu bledy systematyczne wzoru (7)
i wzoréw (9) lub analogicznych wzoréw (9’) i (9") oraz bledy rysunkowe.
Ponadto moga wystgpié pomylki rachunkowe.
W rozdziale 6 opiszemy pewne zabiegi kontrolne, praktycznie zabez-
bieczajgce od pomylek; tutaj przedyskutujemy tylko sprawe bledéw.
- Bledy systematyczne wzoréw zaleza nie tylko od kroku przyjetego
W postepowaniu wyréwnawezym, ale réwniez od charakteru wyréwny-
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wanej funkeji i trudno byloby podaé jakie§ uzyteczne oszacowania, nie
wprowadzajac dodatkowych zalozen. Dlatego przyjmiemy po pierwsze,
ze Tuch interesujgcego nas punktu (lub ezlonu) mechanizmu jest okresowy
i ze wyznaczamy zawsze 24 wspélrzedne w polozeniach réwnoodleglych
w czasie; zatozenie to odpowiada rozpowszechnionej praktyce. Zwréémy
teraz uwage, ze w bardzo wielu zagadnieniach praktycznych przebieg
wspbéirzednej surowej w funkeji czasu jest podobny do przebiegu funkeji
sinusowej. Dlatego, badajac blad systematyczny, ograniczymy sie do
przypadku, gdy
w = sin(mt/12) (t =0,1,2,...).

Przyjecie jednostkowej amplitudy nie umniejsza ogdlnosei dalszych
rozwazan.

Niech #, bedzie wartoscig funkeji » w takiej chwili ¢, ze nt/12 = B.
Inaczej méwiac w, = sinf. Te wartosé aproksymujemy, zgodnie z (7),
za pomocy

%o = 3 |TsinB+6[sin (4 n/12)+sin(B—n/12)]+
+3[sin(B+27r/12)+sin(f —27/12)]1—2[sin(f +37/12)+
+sin(8—3n/12)]} = 0,998sinp = 0,998 u,.

Znaczy to, ze przyjmujac warto§é aproksymujaca i, zamiast praw-
dziwej u, popelniamy systematyczny blad —0,29/,.

Podobnie mozemy znaleZé systematyczny blad przy wyznaczaniu
predkosci lub przyspieszen.

Na przyklad stosujac wzor (9”') do wyznaczania przyspieszen przyj-
mujemy zamiast wartosci prawdziwej P = (—n=?/144)sin8 wartoéé aprok-
symujacg

0,998 . . .
P =——{—308inp+16sin(f+37/12)+sin(f—3=/12)]—

108
—-[sin(;9+6n/12)+sin(ﬁ—61:/12)]} =
17,3581
108
Znaczy to, Ze systematyczny blad wynosi —0,6°/,.
W ten sposéb latwo dochodzimy do tablicy 1.

Wazystkie te bledy, z wyjatkiem moze bledu V przy stosowaniu kroku
potréjnego, sa duzo mniejsze niz rysunkowe i mozna ich w ogéle nie
uwzgledniaé.

Przechodzge do bledéw rysunkowych zaldézmy przede wszystkim, Ze
kreslenie odbywa si¢ przy poprawnym uzyciu dobrych przyboréw rysun-

sing = 0,994 P.
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kowych. W tych warunkach mozna przyjaé, ze nie wystepuja tu bledy
systematyczne, tylko bledy przypadkowe rysowania i mierzenia.
Zgodnie z do§wiadczeniem mozna za-

lozyé, ze bledy przypadkowe sg nie- TABLICA 1
zalezne i ze maja rozklady o $redniej Bledy systematyczne wzordw
zero 1 jednakowym odechyleniu $red- interpolacyjnych
nim o. Zalozenia te, lgezniec z po- -—— R T —— -
przednimi rozwazaniami nad bledami . il systematyczny w '/,
. X . Wielkosé przy uiyeiu wzordw
systematycznymi wzorow, pozwalaja | , "
;. e s . ) (7), (9) | (7): (9) 1 (7), (97)
uznaé wielkosci 4, V, P (jako kombi- . . _ |
nacje liniowe zmiennych losowych) “ —02 | —02 ] —02
za prakbycznie nieobeigzone estyma- Y =02 1 —05 | —14
’ . . ’ P — — _
tory polozen, predkogeii przyspieszen. i 0,2 0,3 0,6

Teraz wyznaczymy ich wariancje.

W tym celu przedstawimy #, V i P jako kombinacje liniowe rieza-
leznych wielko§ei pomiarowych, a wiee w postaci (1/4)Y wyn,. Wagi w
i dzielniki A spisujemy w tablicy 2 dotyczacej wzoréw (7) i (9).

TABLICA 2

Wagi i dzielniki estymatoréw 4, Vip obliczonyeh wedlug wzordéw (7) i (9)

Wapdtezynnik wy; przy wyrazie Dziol -

nik

U_5| U_g | U_g | U_3 ) u_1q ‘ Uy | 0] i Uy ‘ Uug Uy us A

fi_g | 2| +3 | 46| +7 | +6 | +3 | -2 21
iy - +3| +6 | +7 | +6 | +3 | —2 21
i, —2| 43 | +6 | +7 | +6 | +3 | =2 21
A, —2 | 43 | +6 | +7 | +6 | +3 | =2 21
i, —~2 | +3 | +6 | +7 | +6 | +3 | —2| 21
y—u, —2| +3 | +6 {—14 | 46 | +3 | —2 21
3 —2 | 430 44 |+10 |+12 |+10 | +4 | +3 | —2 21
d +2 —~3] —8 | —4 0| +4 [ +8 | +3 | -2 21
8, ~ 2| +3 | +6{ +7 | +4 | +6 | +4 | +7 | +6 | +3 | —2| 21
da +2! —3 —6| —7 | —8 0| 48 | +7 | +6 | +3 | —2| 21
v —2|4+10 |— 18|—57 |-24 | o0 |+24 |4+57 [+18 |—19 | 42| 252
P | +2|-35 |+102|-33 |—24 [—24 |—24 |—33 |+102/—35 | +2|252

Oznaczmy przez oy, op i op bledy Srednie zmiennych losowych,

ktérych estymatorami sg 4, Vv i13, to znaczy odchylenia Srednie w roz-
kladach warunkowych tych zmiennych dla ustalonego f. Oznaczmy
Ponadto przez o,_, odchylenie §rednie w rozkladzie warunkowym dla
ustalonego ¢ zmiennej losowej, ktérej estymatorem jest 4—u.
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Stosujge twierdzenie o wariancji sumy niezaleznych zmiennyech lo-
sowych mozemy te odchylenia f§rednie obliczyé¢ ze wzoru (a/A)V’Z wi;
odpowiednie wagi i dzielniki bierzemy z tablicy 2.

(11) o5 = 0,6770, op = 0,3770, oap = 0,6630.
(12) 04w = 0,8160.

Jesli o jest znane z poprzedniego doswiadczenia, to stosujac wzory (11)
mozna oceni¢ dokladnosé, jaka daje opisana metoda.

Jedli o nie jest znane, mozna je oszacowaé¢ wedlug wzoru (12), gdyz
zaréwno wspoélrzedne surowe u, jak wyréwnane 4, s3 znane, mozna wiec
obliczyé odchylenie §rednie & w ciaggu k liczb #—u jako

;-

/ k&
(13) . o=} (1k) D (ni—ttg:)’
i=1
1 uwazajac je za oszacowanie nieznanej wartoici o, _, znaleié ze wzoru
(12) przyblizong wartos$é o, a nastepnie ze wzoréw (11) przyblizone war-
tosci bledéw §rednich.
Podobnie mozna oszacowaé bl@dy zwigzane ze stosowaniem kombina-
cji wzoréow (7) i (9') oraz (7) i (9").
Dla oszczednosei miejsca nie podajemy tablie, ktére sa zupelnie po-
dobne do tablicy 2, ani tez wzoréw posrednich podobnyech do (11).
Wyniki ostateczne mozna zebraé.
TABLICA 3 w tablice 3.
Wzér (11) pokazuje, ze redukeja
. bledu wspélrzednej jest do§é znaczna
Krok aylfﬁii} avfgj'ny tr‘;;-’;,y (02/0 = 0,577), a tablica 3 §wiadezy
o tym, Ze przy wyznaczaniu pred-
Waory | (7). (9) | (1), (9 | (1), (8")  Kkogei i przyspieszeri celowe jest sto-
o/ 1,23 1,23 1,23 sowanie kroku podwéjnego, a nawet
oalG 0,71 0,71 0,71 potréjnego. Trudno jest poréwnaé
of o 0,468 0,35 0,22 dokladnosé zaproponowanej metody
obfa 0,80 0,37 0,24 z mato znang dokladnodcia metod
wykre§lnych. W kazdym razie wia-
domo, ze przyspieszenia w skomplikowanych mechanizmach wyznaczane
wykredlnie 83 zwykle obarczone bledem duzo wiekszym niz wspélrzedne
polozen, w naszej za§ metodzie bledy przyspieszeri sy kilka razy mniejsze
od bledéw wspolrzednych surowych okreSlajacych polozenia.
Warto moze zwrécié jeszeze uwage, ze wagi i dzielniki w wierszach

ViP tablicy 2 pozwalaja obliczy¢ ¥V i P od razu ze wspbhrzednyech surowych.
Moze to byé uzyteczne w niektérych przypadkach, np. wtedy, gdy inte-

Oszacowanie bledéw przypadkowych
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TABLI-
Préoba. Obliczenia zwigza-
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
t & & S 8, PR z F—a | & 8,
1 0 5 5 68 271 583 4,29 -0,71 4,29 75,38
2 34 —9 25 139 332 637 34,81 9,81 0,811 135,96
3 134 0 134 314 505 786 131,67 | —2,33| —2,33 | 325,53
4 293 —-4- 289 634 768 | 1013 290,72 1,72} —2,28 6.33,58
3 500 0 500 1 1032 | 1142 1289 501,91 1,91 1,91 1035,48
i} 741 2 743 | 1508 | 1533 | 1634 744,76 1,76 3,76 | 1506,58
7 1000 8 1008 | 2007 { 2000 | 2000 ; 1004,67 | — 3,33 | 4,67 200?3,67
8 1259 5 1264 | 2508 | 2454 | 2358 | 1263,91{ —0,09 4,91 2505,72
9 [ 1500 0 1500 | 2975 | 2866 | 2713 | 1501,05 1,05 1,05} 2969,96
10 | 1707 4 1711 | 3358 | 3234 3000 | 1706,056| —4,95[ —0,95| 3363,81
11 1866 | —8 1858 | 3631 | 3492 | 3225 | 1862,76 4,76 | --3,24| 3667,00
12 | 1966 4 1970 | 3850 | 3672 | 3363 | 1960,95, —9,05 | —5,05| 3856,14
13 | 2000 —8 1992 | 3931 | 3721 | 3416 | 1993,38 1,38 | —6,62 | 3922,09
14 | 1966 —5 1961 | 3855 | 3675 | 3349 | 1961,14 0,141 —4,88 | 38561,38
15 1866 ; —: 1863 | 3666 | 3483 | 3234 | 1838,00 —5,00 | —8,00| 3684,28
16 1707} —2 1705 | 335t | 3225 | 2984 | 1703,14| —1,86 | —3,86 | 3353,71
17 1500 —9 1491 2969 | 2855 | 2703 | 1495,71 4,71 | —4,29 | 2958,90
18 § 1259 5 1264 | 2483 | 2447 | 2358 | 1255,76| —8,24 | — 3,24 | 2492,85
19 | 1000 -8 092 | 2006 | 1956 | 1999 997,14 514 —2,86 | 1995,47
20 | 741 1| 742 | 1487 | 1558 | 1628 | 739,71| —2,29 | —1,29 | 1494,95
21 500 -5 495 1036 1129 1307 497,81 2,81 | —2,19{ 1035.47
22 293 1 294 632 785 997 295,76‘ 1,76 2,76 438,14
23 134 3 137 337 | 500 767 140,33 3,33 6,33 336,33
24 34 9 43 142 319 829 40,57 | —2,43 6,57 144,62
Suma —14 | 23986 : 47972 | 47972 [ 47972 | 23986 0 —14 4'7972
‘Suma
kwadratéw | 700 . 433,3 | 412,1
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ne ze wspodlrzedna &

12 13 14 15 16 17 18 19 | 20

Ba d, | d Ve Py & & , Ve & Pp—¢
i

27‘2,00 —5,76| —8,66 —3,12| 67,11 0 68,54 | —3,12 | —1,43
331,201 127,38 250,15| 64,08| 66,65 | 67,76 66,20 | —3,68 0,45
508,20 255,91| 497,62 129,14] 62,68 | 130,90, 59,38 —1,76 | 3,30
779,57 | 370,24 | 709,95 187,66] 53,01 | 185,12 48,47 2,54 4,54
1136,34 | 454,04| 873,00] 22004 31,17 22673 3427, 321 | —3,10
1554,63 | 502,76 | 973,19| 254,08 17,32 | 252,88 17,74! 1,20 | —0,42
2002,96 | 519,15| 999,14 262,84| —0,36 261,80 0 1,04 | —0,36
2450,81| 496,38 961,20| 250,81| —23,05 | 252,88] —17,74 —2,07 | —5,31
2867,43 | 442,14| 858,09| 223,25| —31,63 | 226,73| —34,27  —3,48 2,64
3224,86 | 361,71| 697,04| 183,05 —48,78 | 185,12| —48,47 | 2,07 | —0,31
3494,43| 254,90| 492,33| 128,91| —58,77 | 130,90| —59,38 —1,99 ' 0,61
3667,19| 130,62 255,09| 63,82 —66,45| 67,76 —66,20; —1,94 : -0,25
3720,76 0,19 —4,76 0,52 | 64,06 0 | —6854, 052 4,48
3664,09 |- 135,38 | —257,81| —68,77| —73,02 | —67,76 | —66,20 . —1,01 | —6,82
3489,09 | - 258,00 | —497,67 | 130,53 | — 50,05 |— 130,90 — 59,38 0,37 9,33
3216,90 | — 362,29 | -705,38 | — 182,75 | —54,31 |—185,12| — 48,47 2,37 | —5,84
2855,14 | — 447,38 | — 360,86 | — 226,51 | — 32,00 |— 226,73 | — 34,27 0,22 2,27
2442,85 |— 498,57 | — 963,43 | — 252,09 | — 19,17 |— 252,88 — 17,74 0,79 | — 1,43
1993,52 |— 516,05 | — 997,90 | — 260,87 1,65 |—261,80 0 0,93 1,65
1551,52 |— 499,33 | 960,00 |~252,89 | 14,70 |—252,88| 17,74 —0,01 | —3,04
1137,47 | — 443,95 | — 856,81 | - 224,56 | 41,31 |—226,73| 34,27 | 2,17 7,04
780,28 | — 357,48 | —699,14 | — 180,06 | 46,43 |—185,12| 48,47 5,06 | —2,01
| 502,10 | —255,19 | —493,562 | —129,00{ 55,77 |—130,90| 59,38 1,90 | —3,61
330,57 | — 136,04 | —260,95| —68,95| 63,85 |—67,76 66,20 | —1,19 | —2,35

47972 0 0 0 ’ 0 0 0 0 0
! 118 358,5
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TABLI
Proba. Obliczenia zwia
1 2 } 3 ; 4 3 6 7 8 } 9 10 11
e I | .
A B B B R AN VR
’ ‘, ! 4 : ( : —
1 500] —5| 495 | 1013 | 999 | 990 | 502,86 7,86 2,86 | 1002,38
2 830| 4 634 1250 1222 | 1176 | 63L05| —2,05| 1,05 125134
3 780 51 755 1477 1427 | 1355 | 748.48| —6,52 | —1,52 | 1481,10
4 853) —10 843 ; 1687 1610 | 1501 | 850,05 7,05| —2,95| 1676,01
50 033 1! 032 1819 | 1761 | 1612 | 928,43| —3,57 | —4,57 | 1828,48
6 | 984 8| 976 1938 | 1821 | 1688 | 978,43| 2,43 —557| 1926,10
71000 6| 1006 | 1954 | 1865 | 1705 | 997,67 —8,33 | —2,33 | 1061,00
8 | 984 —6. 078 1939 | 1838 | 1680 | 982,57 4,57 —1,43| 193191

033 0] 933 1840 | 1754 | 1607 | 034,24 1,24 1,24| 1837,00
10 | 853 9! s862| 1681 | 1609 | 1502 | 854,43| —7,57| 1,43 168591
11 | 750 2| 748 | 1403 | 1420 | 1348 | 751,67| 3.67| 1.67| 1482,95
12 | 630, 1 631 1244 | 1232 | 1189 | 628,52| —2,48 | —1,48 | 1250,52
13 | 5001 —4! 496 1001 | 1004 | 1007 | 498,85| 2,85|--1,15| 999,76
14| 870/ o 30| 7s2| 776 | 817 371,24 124 1,24] 751,00
15 | 2500 8] 256 B515| 565 | 640 252,24 —3,76| 2,24| 518,86
16 | 1470 —2 145 325 | 379 | 501! 147.62| 2.62] o062| 32043
17| 67 2. 69, 154 261| 370 68,19|-081] 1.19| 163.57

18 [ — 9 74 154 317 | 15,95 8,95| —0,08 85,76
19 0 5 5 18 130 292 —2,43} ~7,48 | —2,43 30,28
20 16| —7 9 66 156 313 14,33} 5,33 | —1,67 61,09

21 67, —6 61 156 249 388 63,52 2,62 | —3,48| 158,28
- 22 147 0 147 305 388 500 143,96| —3,06 | —3,08 313,33
23 250 -6 244 526 556 | 843 | 249,81 5,81} —0,19| 515,28
24 370 9 379 739 781 816 371,33 — 7,67 1,33 752,67

Suma —17| 11983 | 23966 | 23966 | 23966 | 11983 0 —-17 23966

Suma
kwadratéw | 725 821,6 |129,8
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CA 6
gzane ze wspblrzedna 5
12 | 13 14 15 16 17 18 19 20
i i e Py | By | v | Fy—n | By—n
908,20 1 259,72 408,67 131,58, —3,83 | 130,90 0 0,68 | —3,83
1221,38 | 245,62 478,72 123,85 | —10,95 | 126,44 —8,87 |—2,59 | —2,08
1431,29 élQ,_OO 425,57 | 110,64 —15,67 | 113,36| —17,13 -2;82 1,46
1809,48 | 179,95| 347,38 91,02 | —-23,37 92,56 | —24,23 | —1,54 0,86
1746,15| 128,38 249,19 64,82 | — 28,81 65,45 | —29,68 | —0,63 1,07
1832,62| 69,24 132,52 35,12 —30,66 33,88 | —33,10 1,24 2,44
1862,67 4,14 5,81 2,28 | —34,73 0 —34,27 2,28 | —0,48
1832,86 | —63,43 | —124,00] —31,95| —33,28 | —33,88| —33,10 1,93 | —0,18
1749,34 | — 128,14 | — 246,00 | —64,93| —32,06 | —65,45| —29,68 | 0,62 | —2,387
1611,09 | — 182,57 | — 354,058 | —92,21| —22,456 | —92,566 | —24,23 0,36 1,78
1433,09 | —225,01 | — 435,390 | — 114,32 | —21,33 {—113,36} —17,13 | —0,96 | —4,20
1225,67 | —252,82 | —483,19 |- 128,28} —6,08 {—126,44] —8,87 { —1,84 2,79
1003,91 | —257,28 | —499,43 | 129,90 | 2,23 |{—130,90 0 1,00 2,23
716,14 | — 246,61 | — 480,90 | — 124,33 8,87 | —126,44 8,87 2,11 | —0,20
567,04 | —223,62 | —430,66 | — 113,19 13,96 |—113,36| 17,13 | 0,17 | —3,17
387,19 |— 184,05 | — 355,20 | —93,09| 25,92 | —92,566) 24,23 | 0,63 1,69
249,81 | — 131,67 | —264,67| —66,56| 26,80 | —65,45] 29,68 |—1,11 | —2,88
161,95| —70,62|-133,29| —35,97| 34,31 | —33,88| 33,10 | —2,09 1,21
181,71 —1,62| —4,67] —069] 3547| 0 | 3427|069 | 1,20
159,90 65,961 128,00 33,301 32,30 33,88 33,100,568 | —0,80
247,38 129,62 252,24 65,39 31,62 65,45 29,68 | —0,08 1,94
385,66| 186,29 357,00 94,44 25,76 92,66 | 24,23 1,88 1,53
566,38 | 227,38| 430,34 114,97 15,32 | 113,36} 17,13 1,61 | —1,81
775,00 | 253,05| 487,10 128,11 . 10,65 | 126,44 8,87 1,87 1,78
23966 0 0 0 0 0 0 0 0
\ 64,1 106,7
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resuje nas przyspieszenie tylko w pewnym charakterystycznym poloze-
nin mechanizmu.

6. Zastosowanie. Wracajac do mechanizmu parowozowego z rysun-
ku 1 zastosujemy zaproponowang metode do czlonu a. Przede wszystkim
wyznaczamy (1) kat u, (w stopniach) ezlonu a z dowolnie wybrang linig
odniesienia w 24 polozeniach walu korbowego, ktéry z zalozenia obraca
si¢ ze staly predkoscia. Wyniki s3 w kolumnach 1 i 2 tablicy 4. W ko-
lamnach 3, 4 i 5 obliczamy sumy s,, $, i ¢; wedlug wzoréw (6). Stosujac
nastepnie wzér (7) obliczamy wyréwnane wspéirzedne katowe (kolumna
6); poniewas sa3 nam one potrzebne tylko do dalszych manipulacji nume-
ryeznych, zapisujemy wartoSci 214, zamiast #,, unikajae w ten sposéb
klopotéw z dzieleniem i zaokraglaniem. .

W Ekolumnie 7 sg réznice 21(u,—1#,), ktérych suma kwadratéw wy-
nosi 704, co pozwala obliczyé z wzoru (13) o = 0,257 stopni i oszacowad
zgodnie z tablicg 3 fredni blad wspélrzednych surowych na 1,23+0,257°~20,
Nawiasem moéwige, jest to dokladno$é duza; osiagnigto ja dzieki uzyeiu
modeli odwzorowujacych niektére fragmenty mechanizmu stawidlo-
wego.

Majace juz ¢ mozna na podstawie tablicy 3 oszacowaé, ze §redni blad
o Przy wyznaczaniu przyspieszenia jednostkowego wyniesie 0,21, 0,10
lub 0,07 stopni na kwadrat przedziatu, zaleznie od tego, czy do wyznacza-
nia przyspieszen przyjmiemy krok pojedynezy, podwéjny, czy tez potrdj-
ny. Poniewasz orientacyjne oszacowanie okazalo, ze P zmienia sig od — 1,4
do +1,4 stopni na kwadrat przedzialu, zdecydowano si¢ na wyréwnywa-
nie przy uzyciu kroku potréjnego, a wiec wzoréw (9''). Oczywifcie wiekszy
krok implikuje nieco wigkszy blad systematyczny (por. tabl. 1), ale poréw-
nanie blgdu systematycznego z przypadkowym pokazalo, ze deecyduje
tu blad przypadkowy. ’

Zgodnie z wzorami (8'') obliczono s, §, d; i d;, a raczej ich 21-krotne
wartodei i umieszezono je w kolumnach od 8 do 11. Wreszcie, stosujac

wzory (9”), znaleziono V i P (kolumny 12 i 13). Wyniki przedstawiono
na rysunku 3. Oszacowania §rednich bledéw przypadkowyech s3:

op ~ 0,06 stopni na przedzial,
op ~ 0,06 stopni na kwadrat przedziatu.

Zmajac predkosé katows walu korbowego (335 obrotéw na minute) mozna
znalezé At = 0,00747 sekund i stosujac wzory (10) znalezé predkosei

- () Wsezystkie czynnoéoi wykreslne i rachunkowe zwiazane z tym przykladem
wykonat inz. T. Tomaszozyk, jako fragment pracy magisterskiej prowadzonej w ka-
tedrze silnikéw parowyeh Politechniki Warszawskiej.
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kgtowe i oszacowanie ich bledéw w zwyklych jednostkach kinematyocz-
nych rdsek—! i rdsek~?; pomijamy te rachunki jako banalne.
Wracajae do czynnofei roboczych zwigzanych z tablicy 4
warto zanotowadé, ze przy obliczaniu sum s i réznic d dogo- —
dnie jest poslugiwaé sie szablonikami podobnymi do pokaza- _
nego na rysunku 4. Szablonik ten shuzy do obliczania s;. Dlugg —

—
=

-~ Stopier/przedziat <>
N stopier/przedziat? ~os

%
/ przedzioty t

_1'6 18 zbwz -

_4-.. ’
IM-265 TM-266
: Rys. 4.
Rys. 3. Predko#é i przyspieszenie czlonu a z rysunku Szablonik do

obliczania s,

kreske (dolng lub gérng) ustawiamy na §rodku wiersza, w ktérym ma byd
napisany wynik s,; wtedy krétkie kreski pokazuja liczby, ktére nalezy
dodaé. o

. 'Wiersz oznaczony w tablicy 4 tytulem ,suma’ stuzy do kontroli
rachunkéw. Latwo uzasadnié, ze jefli sumowanie rozcigga si¢ na jeden
kal ruchu, to przy poprawnych rachunkach zachodzg zwigzki

8 =8, = 8 = 28,, 8 = 218,, 8 = 8, = 428;,
'S7 = Slo = 8y = 8 = 813 = 0,

(14)
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gdzie §; oznacza sume <-tej kolumny. W naszym przypadku zaleZnoécl
(14) 83 speilnione dokladnie.

Warto jeszcze zwrdcié uwage, ze najdogodniej jest wszystkie dzia-
lania rachunkowe prowadzié¢ na sumatorze buchalteryjuym z rejestracja
ng tadmie. Odcinki tej tasmy, naklejone na arkusz papieru, daja od razu
tablicg 4, praktycznie wolng od bledéw rachunkowyech. Czas sporzadze-
nia takleJ ta,bhcy wynosi okolo 4 godzin.

7. Préba. Ciekawe byloby poréwnanie wynikéw zaproponowanej
metody z wynikami dokladnymi, a wiec otrzymanymi metods analityez-
ng. Mechanizm z rysunku 1 nie nadaje sie do tego celu, gdyz ruch czlonu
a daje si¢ opisaé tylko za pomocy bardzo skomplikowanego ukladu réw-
nati trygonometrycznych.

Mniej efektowna, ale nie mniej przekonywajaca weryfikacje doswiad-
czalng naszej metody mozna przeprowadzi¢ na przykladzie ruchu punktu,
ktérego teoretyczne prawo ruchu jest proste i znane. Jefli do wspélrzed-
nych teoretycznych dodamy znane bledy przypadkowe, otrzymamy
wspoirzedne surowe, do ktérych mozna zastosowaé zaproponowansg me-
tode i poréwnaé wynik z teoretycznym.

Przypusémy, Ze pewien punkt mechanizmu porusza sie po elipsie
0 réwnaniu parametrycznym

£ 1000(1 e sznt)
== 1 —C08 —

24 )’

(15) 0
- . k]

n = .)00(1—{—31115-;1-15).

Roézniezkujge (15) znajdujemy teoretyczne predkoéei i przyspieszenia

. R . 2n . 2n
§ = 261,Ssm—2—;t, n = 130,9003—2—215,

(16) 2 Qe
& = 68,54 cos —1 1]" = —34,27sin —1
- , 2 L} ’ X R -

W tablicy 5 w kolumnach 2, 17 i 18 podano(?) wartodci teoretyczne
zwigzane ze wspblrzedna £, obliczone z wzoréw (18) i (16). Kolumna 3
zawiera ,,blad przypadkowy” stworzony za pomocs tablicy liezb przypad-
kowych. Sumy liczb z kolumn 2 i 3 sg w.kolumnie 4 i stanowig ,,wsp6t-
rzedne surowe” otrzymane z fikeyjnego pomiaru. Do tych wspélrzednyeh
zagtosowano w znany nam juz sposéb wzory (7) i (9). Dla wiekszej przej-

(?) Wszystkie o¢zynnosfei rachunkowe wykonala K. Olsztyﬁskai z Instytutu
Matematycznego PAN.
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rzystoéei poda,no wyrazenia typu s i d, a nie 21s i 21d, Jak w tablicy 4.
Wyniki 2, V i P 83 w kolumnach 8, 15 i16. Doda,tkowo obliczono w ko-

lumnach 10,19 i 20 réznice z—¢&, V,—¢& i P — &7, czyli obiektywnie
stwierdzone bledy wynikéw w poréwnaniu z teoretycznymi.

Podobnie obliczono tablice 6 dotyczacg wspéirzednej 7.

Na tej podstawie mozna juz poréwnaé oszacowania bledéw przypad-
kowych z prawda obiektywng. Poniewaz wszystkie bledy e, i s, byly
z zalozenia niezalezne, mozina dodaé do siebie sumy kwadratéw w odpo-
wiadajgeych sobie kolumnach tablic 5 i 6. W ten sposéb obliczono w ta-
blicy 7 warto§ci prawdziwe bledéw i ich oszacowania oparte na 48 ,,po-
miarach’, otrzymujac wyniki zadowalajaco zgodne.

TABLICA 7
Wartosel prawdziwe i oszacowane bledow

Biad .. . ..

§rodni Wartosé prawdziwa Wartosé oszacowana
P — wg kol. 9: V(432,24 621,2)/48 = 4,68
o |wgkol. 3:V(7004725)/48=5,45 wedlug tabl. 3 | 1,23-4,68 = 5,73
og | wg kol. 10:1’(411,8—!— 129,9)/48=3,36 dla kroku 0,71-4,68 = 3,31
op | wg kol 19:1/(117,0+54,6)/48=1,89 pojedyneczego 0,46-4,68 — 2,15
op | wg kol. 20:V (358,04 105,9) /48 =3,11 | 0,80-4,88 = 3,74

Poniewaz bledy « przypadkowe polozen, predkosSci i przyspieszen
majg, jako kombinacje liniowe wielu zmiennych losowych niezaleinych,
rozklady podobne do normalnych, mozna spodziewaé sie, ze prawdopo-
dobieristwo otrzymania bledéw 2 razy wiekszych od oszacowanych ble-
dow frednich jest rzedu 5°/y, a wystapienie bledéw 3 razy wiekszych jest
praktycznie niemozliwe. Przegladajac tablice 5 i 6 mozna si¢ przekonad,
ze przewidywania te spelniajg sie.
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A OOEPOENDB T (Bapmasa)
O HEROTOPOM IHNNPUHJAONEHHW BBIPABHHBATEJBHOIO
HCYUCIHTEHHA K KHHEMATHKE MEXAHH3MOR

PESIOME

HunemaTuvecknit aHANNM3 HEKOTOPHX CJIOMHEIX MEXaHHBMOB IIPENCTABIIAET
Oosmpmme TPYAHOCTH, TAK KAK AHANUTUYECKME METONH IPUBOAAT K Hed(PeKTHBHEIM
peumreHuAM, & rpaduyecKkue METONH AAOT B KOHEYHOM CUeTy uepecuyyp GOJbLIYIO IO-
rpPemHOCTh, BHIBBAHHYI0 HAKANINBAHWEM NOTPEMHOCTEH B 3JIEMEHTAPHHX OMEPAIMAX.

Jaa TaKEX CIy4aeB NPEANOKEeH METON GOCTOAIUHE M3 CHeXYIOIMUX 3HTAMOR :

a) rpaduvecKkoe onmpenelleHNe MOJOMEeHUN MeXaHHUBMA,

b) BHpaBHUBAHIE MOJIOMCHMA NPHM NOMOINM CKOJLBAMEN cpepueit,

¢) ompejeleHHe CKOPOCTe M YCKODEHMH IO HHTepHOJIHI.UrIOHHHM gopmynam,

d) KOHTPOJP NMPABMIBHOCTH BLIYMCIEHUH,

©) OIeHKA MOI'pPeIHOCTH.

Ilocie u3I0MEHUS TEOPUM METOHA, MOKABAHO €ro NPUMEHEHUE B KOHKPETHOM
ciydae u3 o6nacTH KMHEMATMKM IIAPOBO30B, A 3aTeM B CJydae UCKYCCTBEHHO HOCTPO-
eHHOT'0 IIPUMepa, B KOTODOM MCXOJHBIE NMOrpemHOCTH OHIN 3apanee MSBECTHEHL.

ITOT HmPHMEP Aak BOBMOKHOCTL CPABHMTHL OLEHKY IOTPEmHOCTeH, HpexycMmo-
TPEHHHX ONHCAHHEIM METOAOM C (QaKTUYeCKUMM MOrPEHIHOCTAMH, UPHYEM IOJIYYHIOCH
X0opomee CXO0LCTBO.

Jansl Takie TPAKTHYECKME YKABAHHA INO3BOJAOINME MPOCTO, OHCTPO M TOYHO
HCCIef0BATh JaXKe OYeHBb CJIOMKHHE MEeXAaHHM3MEL.

J, ODERFELD (Warszawa)

ON A CERTAIN APPLICATION OF THE ADJUSTMENT CALCULUS
TO THE KINEMATICS OF MECHANISMS

SUMMARY

The kinematic analysis of certain complex mechanisms offers considerable
difficulties because the analytical methods do not lead to effective solutions and
the graphical methods give a too large final error, due to the cumulation of errors
in elementary operations.

For such cases the method consisting of the following stages is suggested:

a) a graphical determination of the positions of the mechanism,

b) an adjustment of the positions by means of the moving average,
¢} determination of the speed and accelerations by means of interpolation
formulas, .

d) checking the accuracy of the calculations,

o) estimating the error.

Having explained the theory of the method, the author shows its application
in a definite case concerning locomotives and then gives an artificially construc-
ted example in which the errors of the unadjusted values are known.

This example has made it possible to compare the estimates of the errors fore-
seen by the above method with the real errors, good agreement having been obtained.

The paper contains also practical hints permitting a simple, quick and accurate
investigation even of very complicated mechanisms.



