H. STEINHAUS (Wroclaw)
LICZBY ZEOTE I ZELAZNE

Wstep. Przy tak zwanym zlotym podziale odecinka jednostkowego
na dwie czedei # i 1—2, to znaczy takim, zeby bylo 1:2 = 2:(1—2), dlu-
goké = wigkszej czefci wynosi 3()/5—1). Jest

(1) ¢ =0,61803398875+s, przy czym  |s <5-107%,

Wyrazy . ciggu {nz} (n=1,2,...) nazwiemy Ulczbami zlotymi, wyrazy
ciggu {nz——[nz]} ‘mantysanmsi hczb ztotych, -a wyrazy ciggu [nz] cechamsi
liezb zlotych (przez [r]. ozna,ezamy czedé calkowﬂ:a_, liczby 7). Dhlgoéé

1—2 krotsze] czedei odcmka, jednostkowego wynosi #(3— ]/— Jest
(2) 8 = :L;—hz = 0,38196601125...

Z dokla.dnoéci@ taky jak (1). Wyrazy ciggu {ns} (n =1, 2, ...) nazwiemy
liccbami srebrnymi, a ich cechy i mantysy okreflimy analogicznie jak
poprzednio. Rozwiniecie lancuchowe liczby z jest

(3) gt

14
o

1

1
1+.

Liczba 2 jest niewymierna i — jak wszystkie liczby niewymierne o
— mg wiasnodé ekwipartycji: Jezeli K jest kKolem o obwodzie 1, @ do-
wolnym punktem na K, a P,(v) punktem kohicowym tuku o dlugoécl
#0, kbibrego poczgtek jest w @, a ktory odkladamy na K w kierunku usta-
lonym (np. przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara), to ciag |P,} po-
krywa kolo K réwnomiernie! Wyrazniej: Dla dowolnego luku J na kole
K liczba L(n) tych k, ktére spelniajp warunki Pred, 0 <k < n, ma
wiasnodé graniczng

(4) IimL(n )n = |J| (gdzie |J| oznacza dlugosé luku J).
w. S’131'1)11181{1 [3] nalezal do pierwszych, ktérzy udowodnili to ogéine

twierdzenie. A. Ostrowski [1] wykazal, ze dla liczb v, ktérych rozwinieeie
4%
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laticuchowe ma same mianhowniki nie przewyzszajace liczby M, zachodzi
dla » > 10 nier6wnosé

(5) |L(n)—n|J|| <36 Mlogn.

Poniewaz — w mysl wzoru (3) — dla 2 mozna wzigé za M jednodé, wiec
twierdzenie Ostrowskiego (ktoére zaostrza ogélne twierdzenie o ekwipar-
tycji dla pewnej klasy liczb niewymiernych) daje dla z wigcej, niz dla
jakiejkolwiek innej liczby. Nie mozna jednak wnosié stad, jakoby zadna
liczba nie miata takiej dobrej ekwipartycji, jak 2 — liczba s okreflona
we wzorze (2) nie ustepuje pod tym wzgledem liczbie 2, co jest widoczne
z tego, ze podstawiajac W naszym geometrycznym obrazie za v liczbe s,
otrzymujemy cigg {Pn} na kole K, symetryczny wzgledem $rednicy prze-
chodzgcej przez punkt @ do ciaggu otrzymanego przy v = 2. Jest jednak
wysoce prawdopodobne, ze te dwie liczby (powstajace przy ztotym podziale
odcinka 1) maja wyzszy stopien ekwipartyeji niz jakiekolwiek inne.
Trudnoéé sformulowania tej tezy jest, jak sie¢ zdaje, niemata i dlatego
przedwcezesna jest troska o jej dowod.

Empiryczne badanie ciggu { .(0)} dla v = 2 doprowadzilo J. Oder-
felda i C. Rajskiego do wykrycia kilku ciekawych jego wilasnofei: ‘

1° przy kazdym ustalonym n punkty Pulz) (k=1,2, n) dzielg
kolo K na n lukow, ktére maja co najwyzej 3 réine dlugoéci,

2° punkt P,,,(2) dzieli luk, w ktéry wpada, sposobem zlotym, tj.
w stosunku z:s.

Nie wymieniam tu innych spostrzezenn J. Oderfelda i C. Rajskiego.
Powiadomiony o nich zauwazylem, Ze wiasno$é 1° przypada kazdemu
ciggowi P,(v), byle v bylo liczba niewymierng, a takze t¢ samg o0gol-
no§é majg dwa zjawiska:

3° punkt P, ;(v) pada zawsze w najdluzszy z hukéw wyznaczonych
przez ukilad Py(v) (k=1,2,...,n);

4° jezeli trzy dlugodei tukéw wyznaczonych przez ten uklad ozna-
czymy przez D, > Dy > Dy, to D; = Dy+Ds.

Moje spostrzezenia pogladowe zamienil S. Swierczkowski na twier-
dzenia, dajaec na nie dowody [4].

Przypomnijmy- tu jeszcze twierdzenie

(6) f f(@)dw = lim _Z #(kv),

N—>00 Tl
wazne dla kazdej funkcp f(z) o okresie 1, catkowalnej R w przedziale
(0, 1) i okredlonej w przedziale (0, oo) (tutaj v jest dodatnie i niewymierne).
To twierdzenie (uzywane przez praktykéw od dawna, np. przy oblicza-
niu fredniego stanu wody w portach) wynika z twierdzenia o ekwipar-

tyeji.
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‘1, Tablica liezb zlotych (TAu). Ta tablica jest po prostu lists
wielokrotnofei naturalnyeh ne liczby 2 i ma stuzyé do kwadratury mecha-
nieznej w mysl wzoru (6). Do celéw praktycznych wystarezy obliczyé
liezby ztote dla » od 1 do 500 z dokladnoscia do 4 miejsc dziesietnych.
Nastawiajae na maszynie zaokragglong- warto§é z = 0,618034 i dodajac
ja-do siebie 500 razy, otrzymamy po zaokrggleniu do 4 znaku mantys
tablice, o ktérej mowsa (tablica 1). W estatniej kolumnie podaliSmy
liczby srebrne — mozna je uzyskaé jako dopeinienia do » liezb zlotych;
oznaczmy te druga tablice przez TAr, Oto przyklad uzycia ta,bhey 1:

Przy rafinacji cukro uizywa sie kwasu
weglowego do stragcania wapna. Nalezy zba- TABLICA 1

daé, czy cidnienie CO, w kolumnie rafina-

cyjnej utrzymuje sie we wladciwych grani- » ne n8
cach. Bierzemy dobe za jednostke i odezy- .

tujemy indykator cisnienia w momentach 1| 0,6180 0,3820
odpowiadajgeych pierwszym 10 pozycjom 2 1,2361 0,7639
TAu. Cechy wskazuja dobe: widaé, ze osta- i ;’2,5,;} }’;;gg'
tnie odezytanie nastgpi 7-ego dnia. Oznacze- 320902 1:9998
nie godzin i minut Wymaga zamiany man- 6 83,7082 2,2918
tys na te jednestki; zbedne jest sporzadzanie 7 43262 . 2,6738
-do tego celu osobnych tablie, gdyz Rocznik 81 49443 3,0557..
Astronomiczny Obserwatorium Krakowskie- 13 gl g’fggg g’:‘;g;

go dodaje do kazdego zeszytu taks tabliczke = = | e -
na kartonie luznym — krok tabliczki wynosi. goq | 309, 0170 | 190,9830
okolo kwadransa, co wystarcza w praktyecz-
hym przykladzie tu podanym. Jezeli obliczymy frednig
, 10
(7) ¥ =15 %

t=1
Z 10 obserwacji tak uzyskanych, otrzymamy — w przyblizeniu, jak uezy
Wz6T.(6) — {redni stan ciénienia w ciggu tygodnia; jezeli obliczymy takze

frednig
=2 1 < 2
Y '—Tﬁ'zyi

fa=l

z kwadratéw obserwacji, to uzyskamy w postaci Y72 —(7)? ocene wahan
cifnienia, w mysl tego samego wzoru (6).

ﬂzyte}mkom nasung sie zapewne dwa pytania:

1% D}amegﬁ ‘nie odezytujemy mdyka,tora o stalych godzinach?

2° Diaczego powolulemy #ig-na, webr (6), wainy tylko dla fumkeji
periodycznych?
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Wyobrazmy sobie, ze odezytujemy cignienie codziennie o 8B00™
-oraz 20200™, Jezeli proces ma okres dobowy, to nawet kilkadziesiagt od-
ezytari nie da nam lepszego przyblizenia do prawdziwej §redniej niz pierw-
sze dwie, natomiast rozmieszczanie momentéw wedlug TAu gwarantuje
nam coraz dokladniejszg informacje o prawdziwej fredniej dzigki dosko-
nalej ekwipartycji ciggu liczb zlotych. To jest odpowiedZ na pytanie 1°,
gdy zachodzi okresowosé dobowa. Jezeli jednak jej nie ma, to frednig
‘mozna traktowaé jako klasyczng kwadrature przy podziale na réwne
czedcl przedzialu objetego obserwacjami. Wtedy rozlozenie ich na caly
‘tydzien uwzglednia réznice w toku procesu miedzy réznymi dobami
(np. depresje poniedzialkowy), a takze miedzy porami dnia. Przy perio-
dyeznosci dobowej (dostatecznie pewnej) mozna skrécié odstepy miedzy
odezytywaniami uzywajgce kolumny ns (czyli TAr): ostatnia obserwacja
wypadnie juz czwartego dnia. Przy zaloZeniu periodycznodci mozna
mianowicie zrezygnowaé ze Sledzenia rbéznic miedzy dobami, a 10 obger-
wacji funkcji o okresie 1 rozstawionyeh wedlug TAr (n =1,2,...,10)
daje teoretycznie to samo, co 10 obserwacji rozstawionych wedtug TAu
(m =1,2,...,10), gdyz mantysy pierwszych tworzg w przedzmle (0,1)
uklad punktéw symetrycznych do ukladu mantys drugich.

Istotng zaletg TAu ( i TAr) jest to, ze umozliwia przediuzanie ciggn
obserwacji. Tej zalety nie maja sposoby klasyczne. Przypusémy, ze —
w .przykladzie rafinacji cukru — mamy indykator automatyczny, ktéry
zapisuje krzywy ci$nienia nad osig czasu. Mozemy wtedy siegaé dowolnie
daleko wstecz i uzyskwva.é coraz dokladniejsze oszacowanie fredniego ci-
$nienia i jego Waha,ma, Réznica miedzy sposobami klasyeznymi a tg me-
todg objawia sig jednak na]wyraime], gdy ograniczymy sie do jednej
doby. Uzyjemy do tego mantys TAu. Dajs one 10 momentéw czasowych
w przedziale (0,1) (jednostka jest doba), ¢;,%s,...,8. W tych punktach
zmierzymy rzedne wykresu i obliczymy frednig (7). Jezeli pézniej zech-
cemy obliczyé drednig dokladniej, np. z 12 rzednych, to wystarczy wzigé
tia-1 ta Ja,ko dwie na,st@pne mantysy TAu. Klasyezny sposéb kaze dzielié
(0,1) na 10 réwnych przedzialéw i braé momenty t, (k = 1,2,...,10)
w ich srodkach; gdy potem trzeba wstawié nowe dwa ‘punkty, otrzymw
jemy jaskrawg niejednostajnofé rozstawienia, co sprawia, ze drednia
z 12 obserwacyj bedzie niewiele lepsza niz z 10. Doskonatogé ekwipartyeji
ciggu liczb zlotyeh zapobiega tej niedogodnosci. Moze to mieé znaczenie
np. w meteorologii: Jezeli przyjmie sie umowe o uzywaniu TAu do wy-
boru momentéw obserwaeyjnych, bedzie mozna w razie potrzeby poréw-
nania frednej, uzyskanej z krzywej dobowej w 10 punktach, Ze frednig
uzyskang tejze doby w innym obserwatorium z 15 punktéw, dodaé B
punktéw ezasowych na pierwszym diagramie, co byloby niemozliwe przy
klasycznynr- gpesobie.
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2. Tablica liczb zelaznych (TFe), Gdy liezby kolumny » tablicy 1
przestawimy tak, zeby odpowiadajace im mantysy TAu uszykowaly sie
rosngceo, to otrzymamy dla pierwszych 10 pozyeji szyk
(8) 5,10,2,7,4,9,1,6,3,8. 7
Juz tu mozemy zauwazyd, Ze co druga liczba nalezy do grupy 1-5, tak
ze na przemian wystepujg liczby niewieksze i wieksze od 5, i ze suma pierw-
szych pieciu liczb jest niemal réwna sumie pozostatych: 28, 27. Jezeli
TAu przédluzymy az do n = 10000 i postgpimy podobnie jak przed chwilg,
to otrzymamy permutacje liczb naturalnych od 1 do 10000 wigcznie.
Tak powstanie tablica liczb zelaznych (TFe); nazwa ta jest niescisla,
bo tabliea obejmuje liczby naturalne od 1 do 10000 (kazdg raz i tylko raz),
tak ze nazwa oznacza tu tylko proces permuta,cjl tu okreflony. W TFe
piszemy jedynke jako 0001, dwéjke jako 0002, itd., a 10000 ]ako 0000.
W pelnej tablicy TFe relatywna kolejnosé hczb 0001 0002, ..., 0010
jest zgodna z szykiem (8).

L. Zubrzycka z Grupy Zastosowan Przyrodniczych i Gospodarczych
Instytutu Matematyeznego PAN wykonala plan tu naszkicowany, co
wymagalo efektywnego przedlruzema, TAu, napisania kazde] mantysy
ha osobnej karcie wraz z° -wiadajgcg jej liczba n i uszykowania kart
Wedhlg rosngeych mantys Bylo to praktycznie mozliwe dzigki temu,
ze kolejnosé dowolnych kart nie zmienia si¢ przez dodanie nowyeh,
ktére wstawia si¢ zawsze miedzy karty juz ustawione. Warto zauwazydé,
ze przy uzyciu TAr zamiast TAu otrzymaliby$my zamiast TFe tablice
u8zyki)wa,n@ przeciwnie (co mozna latwo sprawdzié na przykladzie (8)).
TFe jest napisana na 25 stronicach, ktére nalesy czytaé sposobem ksigs-
kowym, to jest wiersz za wierszem, wracajao po przeczytaniu ostatniej
liezby na dole stronicy 25 do pierwszej liczby pierwszego wiersza stro-
nicy 1 — taka interpretacja TFe ulatwia nie tylko jej uzytek, ale takze
uwidocznia jej wlasnofci. Podajemy stronice 13 i 14 TFe (str. 56-57).

Wyobrazmy sobie mianowicie na kole K punkty P,, o ktérych byla
mowa w § 1. Wtedy widaé natychmiast, ze TFe jest nastepstwem liczb »
taldm, jak nastepstwo indekséw » punktéw P na kole K. Wesmy 100
kolejnych liczb TFe, zaczynajac w dowolnym miejseu i w razie potrzeby —
korzystajac z cyklicznego sposobu czytania TFe. Tym liezbom odpo-
wiada na K sto punktéw P,. Przy ustalonym kierunku (antyzegarowym)
niech 4 b@dme pierwszym, a B osgtatnim punktem owej setki na K.

W luku 4B nie ma zatem innych indekséw n, jak owa setka liczh wybra-
nych w TFe i stojgeych w tablicy w zwartym szyku od liezby a do liczby b,
Przy czym P, = A, P, = B. Wlasno§é ekwipartycji daje wniosek, ze
diugodé - tuku AB jest bliska 0,01, bo 100:10000 = 0,01. Weimy teraz
dla przykladu dwie liczby czterocyfrowe réznigoe sie o 1500, np. 3457
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13

9298 2533 6714 4130 8311 1546 5727 9908 3143 7324
0559 4740 8921 2156 6337 3753 7934 1169 6360 9631
2766 6947 0182 4363 8544 1779 5960 3376 7567 0792
4973 9154 2389 6570 3986 8167 1402 5583 9764 2999

7180 0415 4596 8777 2012 6193 3609. 7790 1026 5206
9387 2622 6803 0038 4219 8400 1635 5816 9997 3232
7413 0648 4829 9010 2245 6426 3842 8023 12568 5439
9620 2855 7036 0271 4452 8633 1868 6049 3465 7646

0881 5062 9243 2478 6659 4075 8256 1491 5672 98563
3088 7269 0504 4686 8866 2101 6282 3698 7879 1114
5295 9476 2711 6892 0127 4308 8489 1724 5905 3321
7602 0737 4918 9099 2334 6515 3931 8112 1347 5528

9709 2044 7125 0360 - 4541 8722 19567 6138 3564 7736
0970 5151 9332 2567 6748 4164 8345 1580 5761 9942
3177 7358 0593 4774 8955 2190 6371 3787 7968 1203
5384 9585 2800 6981 0216 4397 8578 1813 5994 3410

7691 0826 5007 = 9188 2423 6604 4020 8201 1436 5617
9798 3033 7214 0449 4630 8811 2046 6227 3643 7824
1059 5240 0421 2656 6837 0072 4253 8434 1669 5850
3266 7447 0682 4863 9044 2279 6460 3876 80567 1292

5473 96564 2889 7070 0305 4486 8667 1902 6083 3499
7680 0915 5096 9277 2512 6693 4109 8290 1626 5706
9887 3122 7303 0538 4719 8900 2136 6316 3732 7913
1148 5329 9510 2745 6926 0161 4342 8523 1758 5939

‘3366 7636 07171 4952 9138 2368 6549 3965 8146 1381
5662 9743 2978 7159 0394 4575 8756 1991 6172 35688
7769 1004 51856 9366 2601 8782 0017 4198 8379 1614
5795 9976 3211 7392 0627 4808 8989 2224 6405 3821

8002 1237 5418 9599 2834 7015 0250 4431 8612 1847
6028 3444 7625 0860 5041 9222 2457 6638 40564 8236
1470 5651 9832 ~ 3067 7248 0483 4664 8845 2080. @261
3677 7868 1093 5274 9455 2690 6871 0106 4287 8488

1703 5884 3300 7481 0716 4897 9078 2313 6494 3910
8091 1326 5507 9688 2023 7104 0339 4520 8701 1936
6117 3533 7714 0949 5130 9311 2546 6727 4143 8324
1559 5740 9921 3156 7337 0572 4753 8934 2169 6350

3766 7947 1182 5363 - 9544 2779 6960 0195 4376 8567
1792, 5973 3389 7670 0805 4086 9167 2402 6583 3999
8180 1415 5596 9777 3012 7193 0428 4609 8790 2025
8206 3622 7803 1038 5219 9400 2635 8816 0051 4232
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14

8413 1648 5829 3245 7426 0661 4842 9023 22568 6439
3855 8036 1271 5452 9633 2868 7049 0284 4465 8646
1881 6062 3478 7659 0894 5075 9256 2491 6872 4088
8269 1504 5685 9866 3101 7282 0517 4698 8879 2114

6295 3711 7892 1127 5308 9489 2724 6905 0140 4321
8502 1737 5918 3334 7515 0750 4931 9112 2347 6528
3044 8125 1360 5541 9722 2957 7138 0373 4564 8735
1970 8151 3567 7748 0983 = 5164 9345 2580 6761 41717

8358 1593 5774 9955 3190 7371 0606 4787 89068 2203
6384. 3800 7981 1216 5397 9578 2813 6994 0229 4410
8591 1826 6007 3423 7604 0839 5020 9201 2436 6617
4033 8214 1449 5630 9811 3046 7227 0462 4643 8824

2059 6240 3656 7837 1072 5253 9434 2669 6850 0085
4266 8447 1682 5863 3279 7460 0695 4876 9057 2292
6473 3889 8070 1305 5486 9667 2002 7083 0318 4499
8680 1915 6096 3512 7693 0928 5109 9290 2525 6706

4122 8303 1538 5719 9900 3135 7316 0551 4732 8913
2148 6329 3745 7926 1161 5342 = - 9523 2758 6939 0174
4355 8536 1771 5952 3368 7549 0784 4965 9146 2381
6562 3978 8159 1394 5675 9756 2091 7172 0407 - 4588

8769 2004 6185 3601 7782 1017 5198 9379 2614 8795
0030 4211 8392 1627 5808 9989 3224 7405 0640 4821
2002 2237 6418 3834 8015 1250 5431 9612 2847 7028
0263 4444 8625 1860 6041 3457 7638 © 0873 5054 9235

2470 6651 8248 4067 1483 5664 . 9845 3080 7261 0496
4677 8858 2003 6274 3690 7871 1106 5287 9468 2703
6884 0119 4300 8481 1716 5897 3313 7494 0720 4910
9091 2326 6507 3923 8104 1339 5520 9701 2036 7117

0352 4533 8714 1949 6130 3546 M 0962 5143 9324
2859 6740 4156 8337 1572 5753 9934 3169 7350 0585
4766 8947 2182 6363 3779 7960 1195 5376 9557 2792
6973 0208 4389 8570 1805 5986 3402 7583 0818 4999

9180 2415 6596 4012 8193 1428 . 5609 9790 30256 ~ 7206
0441 4622 8803 2038 6219 3638 7816 1051 5232 9413
2643 6829 0064 4245 8426 1661 5842 - 3258 7439 0674
4855 9036 2271 6452 3868 8049 1284 5486 9646 2881

7082 0297 . 4478 8659 1804 . 6075 3401 7672 0907 5088
9269 2504 6685 4101 8282 1517 5608 9879 3114 17295
0530 4711 8892 2127 6308  g724 7905 - 1140 5321 9502
2737 6918 0153 4334 8515 1750 5931 . 3347 7528 0763
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i 4957, i zapytajmy, ile sposrdéd tych stu liczb » odezytanych z TFe spelnia
merownoéé 3457 < n < 49577
‘Mozna to samo pytanie sformutowaé maczej Ile punktéw ciggu {P,}

(3457 < n < 4957) pada na kole K w luk AB Y Poniewaz uk ten jest
setng czedcig kola K, wige — w my$l zasady ekwipartycji — okolo jedna
setna sposréd 1500 punktéw pada w ten luk, a poniewaz punktéw P,
bylo ogélem 1500, wigec okolo 15 padnie w AB. Z tego wynika, ze prébka
stu liezb TFe wzietych kolejno, zaczynajac od dowolnego miejsca tablicy,
reprezentuje odpowiednio, to ‘jest okolo pietnastu numerami, te czesé
partii numerowanej od 1 do 10000, ktéra ma numery od 3457 do 4957.
Ten przyklad ujawnia zatem gléwng wlasno§é TFe, to jest wiasnosé
proporcjonalnej reprezentacji, czyli wlasnosé rozstawiania kolejnych liczb
TFe po wszelkich przedziatach ¢ << n» < d proporcjonalnie do dlugoseci
d—¢ tych przedzialéw. Powolalidmy sie przed chwily na ekwipartycje
skoiczonego ciggu {P,} (3487 <n < 4957) na K; otéz ekwipartycje
sformutowali§my dla ciggu zaczynajacego sie od P;; zeby jg przeniesé
na cigg o innym punkeie poezgtkowym, wystarczy zauwazyd, ze ' ciag
Py, Py, ..., Piso przechodzi w cigg jak wyzej przez obrét calej konfi-
guraCJl 0 345bz w kierunku dodatnim i oczymécle obrét zachowuje Wlas-
noéé ekwipartyeji.

Oznaczmy %-tg liczbe TFe przez fi. Jest f, = 4181, f2 = 8362,
fioo00 = 6765. Réznice f;,,—f; =r; przybieraja tylko trzy Wa.rtoécl
Jest 7, = 4181, r, = —6765, ry = 4181, r, = 4181, r; = —6765, 7, =
= 4181, 7, = —6765, ry=4181, 7, = 4181, 7, = —6765, r; =
= —2B84, ..., o9y = 4181, 719000 = —2584. Z trzech wartodei 4181,
—2584, ——6765 p1erwsza, powtarza sie najezesciej, druga najrzadme]
Widaé tez, ze druga jest sumg pierwszej i trzeciej.

Aby pokazaé, jak spelnia si¢ zasadnicza wlasnosé TFe, ktora orzeka,
ze sposréd k kolejnych jej liczb pada w odcinek obejmujacy L kolejnych
liezb naturalnych (ktérego konce leza w przedziale od 1 do 10000) R liczb,

przy ezym
(9) R ~ kL/10000,

wezmy np. wiersz 13 stronicy 13 TFe. Znajdujemy tam 10 liczb, po jed-
nej z kazdego przedzialu <1,1000), {1001,20003, ..., {9001, 10000).
Z 20 liczb skladajacych sie na dwa ostatnie wiersze. tere stronicy. 13
TFe powinno. si¢ znalezé wedtug (9) po jedne] w kazdej z 20 piedsetek
1-500, 501-1000, ..., 9501-10000. W rzeczywistosci jest tak poczgwszy
od pu@te] pxqésetkl regula, (9) jest spelniona dokladnie w 16 odcinkach;
w pierwszy i trzecig piedsetke pada,gq, po dwie liczby, a zadna nie pa,da.
w drugg ani w.ozwarta.
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Nie mozna si¢ dziwié, ze wlasnod§é (9) nie da sie zamienié na Scisty
relacje; spelnia si¢ ona tym dokladniej, im wieksze sg k i L w przykladzie
przed chwilg podanym. Gdybysmy zamiast 20 pieésetek wzieli odeinki
po tysige (1-1000, 1001-2000, ..., 9001-10000), reguls (9) zamienilaby
sig w réwnosé scisla.

Wyobrazmy sobie partie z 3496 sztuk numerowa,nych od 0375 do
3870. Cheemy z niej wybraé 10 sztuk w celu statystycznej wyceny war-
todei partii. Otwieramy gdziekolwiek TFe, np. na stronicy 13-ej i zaczy-
namy czytaé ja od dowolnego miejsca, np. od 4-ego wyrazu 9-ego wiersza
z gbéry, pomijajac przy tym pozycje mniejsze od 0375 i wigksze od 3870.
Tak otrzymujemy: 2478, 1491, 3088, 2101, 3698, 1114, 2711, 1724, 3321,
0737." Zbadajiny graficznie rozstawienie tych numeréw w przedziale od
0378 do 3870; na podzialce, w ktérej centymetr oznacza 200 sztuk,
ofrzymamy taki obraz (gérne kreseczki oznaczajg numery odczytane):

0 6 2 8 41 9 5
0375 2 i 77 B 5 387
(ZM7163)

Rozstawienie jest zadowalajace. W praktyce nie bedziemy tego spraw-
dzali — zaufamy tablicy. Jezeli w wycenie sg zainteresowane dwie strony,
a umowa o dostawe i odbiér przewiduje wycene antagonistyczng, moze
si¢ zdarzyé, ze jedna ze stron, niezadowolona z wyniku prébki, zechce
zbadad jeszoze na wlasny koszt wartosci 5 sztuk. Jezeli przewidziano postu-
giwanie sie tablica TFe, nalezalo takze wstawié¢ klauzule, ze w takim
razie strona niezadowolona musi odezytaé z TFe numery nastepujace
bezposrednio po ostatnim juz odezytanym. Na stronicy:13-tej TFe po
0737 czytamy: 2334, 1347, 2944,1957,3554. Na podzialce odpowiednie
punkty oznaczono kreseczkami dolnymi; wezystkie punkty otrzymaly
numeracje kolejng od 1 do 15. Widad, ze nowe pozycje padly w diuzsze
odcinki, a z nich tylko dwa lewe nie ulegly podziatlowi. W praktyce to
Postepowanie zaleca si¢ przy zalozeniu, ze producent numeruje sztuki
wedlug kolejnosci produkeji i ze istnieje korelacja miedzy jakodcig sztuk
& ich. kolejnodcig. Przez rozstawienie sztuk prébnych po calym zasiegu
partii - unika sie skupied prébki w pewnych przedzialach numeracji;
takié skupienia podwyzszajg niepewnoéé wyceny. Na podanej podziatce
widaé, ze. pobranie dalszych 5 sztuk.prawdopodobnie poprawi wycene
oparty na 10 sztukach pierwotnie pobranyeh (dla uniknigcia nieporo-
zumien zaznaczamy, ze poprawiona wycena opiera 31@ na wszystklch
15 sztukach, a nie tylko na 5 nowych).

Jeszeze jeden przykiad, typowy dla zastosowai TFe. Kom1s3a -Antro-
pPometryezna postanowils zbadaé po 100 oséb .w 25 zakladach pracy.

-~
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PoézZniej powstata potrzeba dodatkowego zbadania 50 0s86b sposréd 2500
zbadanych, w celu uwzglednienia pewnej cechy pominigte] w pierwszym
badaniu. Karty pomiarowe sg ulozone w paczkach i w kazdej paczce sg nu-
merowane od 1 do 100 wediug kolejnosci badan; paczek jest tyle, ile
zakladéw, tj. 25. TFe rozwigzuje te zagadnienia nastepujaco:

Wybieramy dowolne miejsce w tablicy (np. pierwszy wyraz pierw-
szego wiersza stronicy 14-ej) i zaczynajge od niego wynotowujemy 50
liczb z ograniczeniem do przedziatu 0101-2600; pierwsze dwie cyfry da-
dzg nam numer paczki, a drugie dwie numer karty wewnatrz tej paczki.
Gdybyémy przypadkiem trafili na 2600 (nie zdarzy sie to przy wyborze,
jak poprzednio, - miejsca poczatkowego), bedziemy to rozumieli jako
2500--100, a wiec jako karte ostatniego pracownika w ostatnim zakladzie.
Takie postepowanie jest réwnowaszne z ponumerowaniem wszystkich
2500 pracownikéw w kolejnogei kart poezynajac od karty nr 1 w paczee
nr 1, a koiczge na karcie nr 100 w paczce nr 25.

Przy efektywnym wykonaniu zadania okazalo sie, ze kazdy zaklad
otrzymal reprezentacje w prébce, a mianowicie 17 zakladéw otrzymalo
po dwdéch przedstawicieli, 4 po jednym, a 4 po trzech. Tam gdzie bylo
dwé6ch reprezentantéw, ich numery réznily sie co najmniej o 34, gdzie
bylo trzech, zawsze jeden nalezal do pierwszej dziesigtki w setce, a jeden
do ostatniej. Ponadto w zakladach majgcych po 2 przedstawicieli, nalezeli
oui w 16 przypadkach do réinych pieédziesigtek, a tylko w jednym nie.

- Widaé na tym przykladzie w calej pelni zalety TFe. Reprezenta-
oyjnosé prébki jest zdumiewajaca, zwlaszeza, ze osiggnieto jg automatyez-
nie. Jezeli w kazdym zakladzie jest 10°/, pracownikéw umystowyeh,
ktérzy — dla zachety — pierwsi poddali si¢ badaniu, to w prébce wystapig -
oni tez w 10°/,: dokladnie 5 zakladéw ma po 1 przedstawicielu z pierwszej
dziesigtki, a 20 nie ma ich weale. '

Gdy trzeba znaleZé reprezentacje populacji o licznodei wigkszej niz
10000, np. 15000, a nalezy pobraé (np.) 20 szbuk, postepuje sie tak, jak
przy pobieraniu dwudziestosztukowej prébki z populacji numerowanej
od 1 do 7500; z 20 liczb odezytanych z TFe 10 pierwszych pozostawia
si¢ bez zmiany, a 10 nastepnych powigksza si¢ 0 7500. Nie podajemy tu
innych wariantéw tej metody — praktyk znajdzie je sam bez trudu.

TFe nie jest tablicg liczb przypadkowych. Cheemy przez to powie-
dzieé, ze jest pozbawiona co najmniej jednej cechy, ktérej zgda sie od
takich tablic, a mianowicie tak zwanej niezaleinofei wyrazéw. W tabli-
cach liczb przypadkowych zgda si¢ (miedzy innymi), Zeby ostatnie cyiry
dwéeh po sobie nastepujacych wyrazéw przyjmowaly z ozestofeia mniej
wiecej jednakowg wartodei 00, 01, ..., 99; te] wlasnodei oczywiscie TFe
nie ma, bo réznice kolejnych wyrazéw maja tylko trzy wartosoi, tak ze
po 0 moze nastgpié tylko 1, 5 lub 6, po 1 tylko 2, 5 lub 7 itd. Ze stu
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Par pojawi sie Igcznie tylko 30. TFe nie jest takze tablicg liczb systema-
tycznych: taka tablicg bylby np. ciag reszt modulo 10000 liczb 4567n
(n =1,2,...,10000). Tablica liezb przypadkowych, jezeli ma imitowaé
gre przypadku, musi wykazywaé od czasu do czasu zgeszczenia, to jest
serie liczb bliskieh, i rozrzedzenia, to jest serie liezb dalekich od siebie
— dlatego taka tablica nie nadaje si¢ do pobierania prébek tam, gdzie
zachodzi domnjemanie, Ze sztuki bliskie co do numeracji sg do siebie
podobne. Tablica liezb systematyeznych moze latwo wykazaé rytm, ktoéry
moze wejsé w rezonans z okresami wystepujaecymi w partii — tak np.
lieczby 45677 -sa na przemian parzyste i nieparzyste; nietrudno skon-
struowaé przyklad, w ktérym ta okolicznosé moze spowodowadé falszywg
ocene dyspersji cechy badanej wyrywkowo. Natomiast TFe ma w naj-
wyzZsze] mierze wlasnodé reprezentacgl propore;ona,lnej kazdej z czesel
partii badanej.

Weimy dowolne miejsce w TFe za pocz:@tkowe i k kolejnych pozyecji
tablicy ; ile bedzie wsréd nich podzielnyeh przez 7% Jak wiadomo, obrazy
liczb TFe na kole K, czyli punkty P,, tworzg zbiér 10000 punktéw na K,
a obraz wybranych % kolejnych liczb jest to czedé owego zbioru 10000
punktéw wyecieta przez korice A i B pewnego tuku, ktérego dlugosé wy-
nosi %/10000. Jezeli z calej tablicy TFe zachowamy tylko liczby « po-
dzielne przez 7, to jest liczby ksztaltu n = Tm (m =1, 2,...,1428),
to powstanie nowa tablica zawierajaca 1428 liezb; odpowiednikami tych
liczb na K beda punkty P,,. Otéz te punkty sg odlegle od P, o Tmz,
@ poniewaz 7z = v jest liczbg niewymierny, wiee punkty P,,, ktére mo-
zemy oznaczyé przez @,; utworzg na kole K zbiér ekwipartycyjny Q,
powstaly przez odkladanie od P, lukéw mwv — ich kofce daja Q. Po-
niewaz jest ich 1428, wiee w AB znajdzie si¢ z nich — w przyblizeniu —
1428 x dtugoéé AB, czyli 1428 x%/10000 = %k/7. Tak dowiedliémy, ze —
W przyblizeniu — w kazdym wycinku pierwotnej tablicy TFe 1 liczb
jest podzielnych przez 7. Nietrudno wykazaé, ze w takim wycinku jest
okolo 4 liczb ksztattu Tm-+1. Otéz zbiér wszystkich P,, takich ze

= Tn-}1, otrzymuje si¢ z punktu @ przez przesuniecie go o ¢ na kole
K: styd wynika, ze 6w zbi6r jest tez ekwipartycyjny i dalszy ciag wniosko-
wania jest powtérzeniem poprzedniego wywodu. Oczywiscie zamiast
Teszty 1 mod 7 mozna wzigé dowolng reszte r. Niniejsze twierdzenie
mozna uogdlnié na przypadek pobierania z TFe kolejnych % liczb z ogra-
niczeniem do warunku ¢ < n <d. W§réd nich takie wezystkie klasy
reszt mod 7 sy w przyblizeniu jednakowo reprezentowane — wystarezy
za,uwazyé e warunek ¢ < n < d wyjmuje z TFe tablice czedciowy o wias-
nofeiach anaiogmzhyeh do pierwotnej TFe — gdy do tej tabhey zagto-
sujemy argumentacje poprzednip, otrzymamy- zapowiedziany wniosek.
Jasne jest takze, ze siédemka nie odgrywa tu roli.specjalnej: Kazda Hozba,
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byle niewielka w poréwnaniu z licznodcig k prébki, ma wlasnodé wyzej
opigang.

~Jaki jest cel powyzszych rozwazan? Jest nim skonstatowanie tego,
ze~TFe jest wolna od rezonansu z ewentualnymi okresami wystepuja-
cymi w populacji. Jasniej: Jezeli populacja jest ponumerowana kolejno
i wybieram z mniej k sztuk, jako prébke biorge % numeréw kolejnych
z TFe, z ograniczeniem do tych numeréw, ktére wystepuja w partii,
np. od ¢ do d, to nie ma obawy, ze okres wystgpuja-cy w partii, np. obja-
wiajgey sie tym, ze co siédma sztuka ma pewng ceche, ktorej inne- sztuki
83 pozbawione, wplynie szkodliwie na reprezentacyjnosé prébki — pro-
porcjonalnodé reprezentacji obejmie takze owe specjalne sztuki. :

Dlaczego nie poprzestaliémy na TAu? Ta tablica tez ma Wlasnoéé
ekwipartycji. Po pierwsze dlatego, ze postep arytmetyczny, ktéry ja
okresla, moze wejsé w rezonans z rytmem zjawiska badanego (uzywamy
TAu tam, gdzie — jak w meteorclogii — rytm jest znany i niewspol-
mierny z liczbg z), po wtére dlatego, ze TAu nie zawiera wszystkich liczb,
a niektére wielokrotnie — przy pobieraniu probek . dla’ celéw kontroli
jakofci produktéw przemyslowych jest to wada niemats. Teé rozwazania
sklonily nas do przeznaczenia odrgbnych rél dla obu tablic.

" Moze zainteresuje czytelnika uwaga, ze wlasno§é trzech rézmic,
ktéra wykazuje TFe, ma charakter ogélny, to znaczy przypada kazdej
tablicy powstalej z liczby niewymiernej dowolnej v, tak jak TFe powstala
z liezby zlotej 2.

Oto dowdd tego twierdzenia:

Niech na kole K punkty P; i P na,stepu]q, bezpoéredmo po sobie
w koléjnosei antyzegarowej (to znaezy, ze idge od P; do Py, ‘przeciwnie
do biegu wskazéwki zegara, nie trafimy na zaden inny punkt cn@gu Pg):

Odr6znimy dwa przypadki: 1° Idac po tuku PP Pk W sposéb wyzej okreélony,
natrafimy na punkt @; 2° idge jak wyzej nie trafimy na @.

-Zalézmy. 1°. Wobee tego, ze P nastgpuje bezposrednio po P; (w ta-
blicy sporzq,dzone] analogicznie do TFe), liczba k nastepu]e bezpoéredmo
PO liczbie i. Odleglodé QP;, jest réwna kv— [kfv], odlegloéé QPi Jest réwna

w— [w]. Stad wynika, ze dlugosé huku PiP,c jest réwna
(10) (k—3)o—([ko]—[iv]) = D,

gdz1e D oznacza jedng z trzech mozliwych dlugosei tukéw dla » = 10000
(zgodme z- twierdzeniem 1° wstepu). Jezeli oznaczymy ogélme x— [m]
przez [z}, to jak latwo sprawdzié, gest fe—y] = [z]—[y] wtedy i tylko
wtedy, gdy jest [«] > {y]. W przypadku 1° jest jednak [ke] > [iv],
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jak widaé z wzajemnej sytuacji punktéw @, P;, Py, wiec wolno napisaé
zamiast (10) wzoér
(11) (k—i)v—[(k—7)v] =

Réznica k—i jest zatem calkowitym rozwigzaniem réwnania xv —[xv] =
Przypuéémy, 7e ma ono rozwigzania calkowite m i p:

(12) mo—[pv] =D, pv—[pv] =D
wobec v # 0 zaleznodé (12) daje
(13) m—p = ([mv]—[pv])/o.

Lewa strona réwnosci (13) jest liezba calkowity; jezeli nie jest zerem,
to i licznik po prawe]j stronie jest rézny od zera, a poniewaz jest calko-
wity, wiec prawa strona jest niewymierna, co jest' sprzeczne z calko-
witofeig lewej. Stad m—p = 0, m = p. Pokazujé sie, Ze' ré6wnanie
xv—[2v] = D moze mieé¢ co najwyzej jedno rozwigzanie calkowite przy
danym D. Poniewa# spelnia je réznica tablicowa # = k—i, wige r moze
mieé tylko tyle wartosci, ile jest roznych D dla » = 10000, to ]est trzy

Zalézmy 2°, Wtedy dlugo$é tuku P Pk jest sumg dhagosei P,Q -I—QPk

Ale teraz PQ = 1—(iv— [w]) QP,, =kv— [k'v], a wigo diugosé PP,,,
jest réwna (k—é)v—([kv]—[iw])+1 = D. Tym razem jednak — wobec
sytuacji punktéw P;, @, P, na kole K — jest [kv] < [iv], a wiec
[kv]—[iv] = [kv—iv]—1, tak ze znowu dochodzimy do réwnosei (11).
Otéz réznica k—i w przypadku 2° ]est réznicg miedzy pierwszym a ostat-
nim wyrazem tablicy - okazalo sie, ze ona tez jest jedng z trzech réznic.

Inaczej: prawo trzech réinic obejmuje takie cykhczny sposéb czytania
tablicy.

Te trzy rbznice ry, 7y, 73 spelniaja réwnania
rpo—[mel=0; (j=1,2,3),
z ktérych wobec twierdzenia 4° v.vst@pu wynika od razu, ze
(ri—re—rg)v = [r1v]—[rsv]—[rsv]

jest liczbg catkowity, a wiee r; = r,+7r5. A wiee i ta wiasnosé TFe jest
0gélna,
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INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIEJ AKADEMII NAUK

Prace wplynela 3. 10..1956

I MTARHXAVS (Bponaas)
B0JIOTHIE H KEJIE3HBIE YHCJIA

PE3IOME

Ecay 2z — ofuH W3- KOpHet ypaBmexma z*4-2z =1, To {fnz} ABIACTCA 8040mOlL
Rau cepebpanoil (AaA MeHbIIEro M3 KOpHeH) mocaeqoBaTeNbHOCTbO. TaK Kax HKBH-
HAPTUALHA NOCIeN0BATeNbHOCTH [nz-v.-[nz]} B nuTepsane <0,1> ayuymas U3 BOBMOMK-
HHX, II09TOMY BOJIOTA LOCHENOBATENbHOCT, ROIYCKAET COOTBETCTBEHHHH BHOOD
aGenuee OpE MeXaHHIeCKOH KBagparype rl)yﬂmum B IEPUOAUYECKOH aTIpPORCAMA-
oEd -0 eMUHNYHOM nepuome. 3T0 caydaii MeTeopoxormuecknmx HabalogeHmit, xorga
B WAYeCTBe eJMHUNE IPHHEMAITCA 24 h. ,

Wz6upaa TOUKY @ HA OKDYMKHOCTH, NIMHA KOTOpOk pasHa 1, m oGosHavaa ye-
pes Py TOUKYy OUpefeISHHYI0 BaBHCHMOCTBIO QPp = nZ—[nZ] (n =1,2,...,10000)
TIONYyYHEM Ha OKpY:HOCTEH 10000 pasHHX Toyexk. UnraA 4mciIa ® B ToH nocnenona-
TEAHLHOCTH, B KOTOPOH HPOXOXMT IO HAM TOYKA ABIKYIIAACH MO OKPYKHOCTH OT ¢
Ko @, TomxyuaeM osceseanyro mabauyy, COREPHAMYI0 BCe HaTypadbHEe wmena or 0000
mo 9999. Dra rtabauma mevaraerca B paGore [2]. Eé mpemmyimecTBO COCTOHT B TOM,
uTO OHA AT PenpeseHTATHBHYI0 BHOGODKY. ’

"~ Ilyers Hamp. RaHaA COBOKymHocth L cocrosmas us 1000 siaeMeHTOB EpOHY-
MepOBAHHHX 0T 2351 K0 3350 BHJIIOYATENLHO; IPoYTeM B HPOHSBOTIBLHOM MecTe Ke-
ZegHOM TAGMAImE 20 MOCIeN0BATENHHHX UMCeN (NPOmycKas 9Yucaa TaGIMOH MeHb-
mme geM 2351 unm Goapmue dem 3350). Ilomyunm 20 umcen 0YeHb PaBHOMEPHO pacmpe-
AEeIeHHHIX B COBOKymHocTH L.

H. STRINHAUS (Wroclaw)
ON GOLDEN AND IRON NUMBERS

SUMMARY

If one of the roots of the equation #*+2z = 1 is 2, then {nz} is the golden or (for
the smaller root) the silver sequence. As the equipartition of the sequence {ne—[n2]}
in <0, 1> is the best possible, the golden sequence permits an appropriate choice
of the abseissae for the mechanical quadrature of approximately periodical function
of unit period — such is the. case for meteorological observations of temperature,
the unit being 24 h.
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Choosing a point @ on a circle of length 1 and denoting by P, the point defined
by QP, = nz—[nz] (n = 1, 2, ..., 10000) we get 10000 different points on the circle.
Reading the numbers n in the order in which the points P, are passed by a mobile
point running over the circle from @ to @, we get the iron table of numbers contain-
ing all naturals from 0000 to 9999. This table will be printed [2]. It has the ad-
vantage of giving a representative sample. For instance, let I be the set of 1000 ele-
ments numbered from 2351 to 3350; let us take at any place of the iron table 20
consecutive numbers (disregarding those numbers of the table which are less than
2351 or greater than 3350): we shall obtain 20 numbers fairly uniformly distributed
in the set L.



