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PEWNA METODA LINEARYZACJI ROWNAN ROZNICZKEOWYCH
TYPU ROWNANIA WAHADEA

W niniejszej pracy podano metode przybliZonego rozwigzywania
nieliniowyeh réwnan typu

(I) ¥y +9(y) =0,

przy zadanych warunkach brzegowych (). Metoda polega na aproksy-
maeji rozwigzania réwnania (I) przez rozwigzania réwnania liniowego

y'+ay+b =20

o stalych wspétezynnikach. Podano sposdéb wyboru wspélezynnikéw
a i b, zapewniajacy najlepsze w pewnym gensie oszacowanie bledu apro-
ksymacji. Dla przykladu przeprowadzono obliczenia dla réwnania wahadta.
Dla wahan o amplitudzie (—1 rad, +1 rad) blad aproksymacji nie prze-
kracza 0,84°/,.

W dalszym ciggu podano dla réwnania (I) metode iteracyjna, pole-
gajaeg na aproksymacji rozwigzania przez rozwigzania réwnan postaci

y+ay = hi(t), +=1,2,...

Podano zalozenia, przy ktérych proces iteracji jest zbiezny i oszaco-
wano szybko§é zbieinoei. Dla wahali wahadla o amplitudzie (—1 rad,
+1rad) oftrzymuje sie w pierwszym kroku iteracji okolo 9-krotne po-
lepszenie aproksymacji, w stosunku do przyblizenia poezatkowego.
Podana metoda znajduje zastosowanie w zagadnieniach, ktére naj-
czefciej bada sie metodami asymptotyeznymi ([2], rozdz. 1, § 2).

§ 1. Oznaczmy przez y, i y, dwie funkcje zmiennej ?, ciggle na dom-
knigtym odeinku <0, T) i réwne sobie w punktach #;, 0 =1, <, <
< o <ty < tyyq = T. Zatézmy, ze funkcje te 83 na odeinkach (i, fx 1)
klagy (2. Niech funkecje y, i y, spelniaja réwnoci

(1.1) i =51, 9 =fa(¥s?)

(1) Czesé wynikéw tej praocy zostala zaanonsowana w nocie [1].
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dla kazdego t z odeinka <0, T, z wyjatkiem co najwyzej punktéw i.
Zatézmy na koniee, ze funkeja zlozona f,(y,,t) jest ciggla. Przy tych
zalozeniach udowodnimy

TWIERDZENIE 1. Jeseli liczba N, okreslona réwnoéciq

—N = inf Ja(¥1, ©) —fa (93, %) ,
0<i<T Y1— Y.

spelnia nierdwnosé

. 2
B . W
0N <w?= { min } J

' k=01, m b 1 —T

o prawdziwe jest nastepujgce oszacowanie

(1.2.1) li—wl < “.fz Y1y ) —fr(ys, O,

gdzie przez ||h| lub ilh(,t)ll oznaczamy

T
{11, f B2 (1) dt}llz.

Jezeli za$ mamy N < 0, to prawdziwa jest nieréwnosé nieco  ostrzej-
sza@, a mianowicie

(1.2.2) Iy =930l < — fa(ws, O —Fa(aa, D

Dowé6d tego twierdzenia opiera sie na lemacie modyfikujacym nie-
réwnodé Stieklowa ([3], str. 346, wzér (7)).

LuMAT. Jezeli funkcja n(t) jest na odeinku (0, T klasy CY, 2 fwythkwm
co najwyzej punkiow ty, w kiérych réwna si¢ zeru, a ;pwrwsza pochodna moze
mieé skoki, to normy (il © ||n°|| spetniajq merownoéé

Wl < lill-
W istoecie, oznaczajae
s 1 ,
Li= [ nidt, L= [ p@d, A =rt,—h,
17 : iy ‘

z nieré6wnoéci Stieklowa mamy

n n
I, > (At ) Ik, & wige Z‘I,} ;wZZIk,

k=0 72 ]

¢o dowodzi lematu.
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Przystepujemy do dowodu tmerdzema; VA réwnoécl (1.1) otrzymu]emy
réwnosé

(Y7 —¥) Y1 —Y2) =
={fi(¥1, OV —fa (1, )} (g1 — .’Iz)‘l'{fz(’.’!ut)—fa(?lz, )} — ?/z),

po ktorej sealkowaniu otrzymujemy
T T
(13) [ 1i— 922+ [ {fays, )~ FalYay O} (Y2 —ya)dt =
[} 0
T
= — [ {11, )—Falys, D} (52— ya)dt.
0

Jezeli oznaczymy przez X zbiér miejsc zerowych funkeji ¥, —y,, to bedzie

T
@4) [ {alys D—Falwa, O} (o~ 92) 8t =

— f (5, — y5)? .fs(?/ul )~ f2(Ys, ¥)

7 _
> —N f (y,—yq)2dt.
0Ih-X Y1—Y: 5

Z nieréwnosei Sehwarza oraz z (1.3) i (1.4) otrzymujemy teraz

1
(1.5) “?li—?/i"a—NH?h""ysz < —i’—f {fa(¥1,?) f1(?/1: t)}(?/x Ya)at <

”fz(?/nt) fl(yn M lly— ?/a"
Poniewaz réznica Y1— Y, spelnia zalozenia lematu, wiec
(1.6) ' wllyy—¥all < lyi—w2li o
Jezeli teraz przyjmiemy, ze N >0, to z (1.5) i (1.6) otrzymamy

N 1 -
(1 ~ ;,;) i $alF < =Gl o, 0= futan, -

N o
Poniewaz z zatozenia jest 1— i 0, to stad wynika nierdwnogé
(1.2.1). | ‘

Jezeli natomiast przyjmiemy N < 0, to nieréwnosdei (1.5) i (1 6) do-
Wodzg nieréwnosei (1.2. 2)

§ 2. Niech funkeja y,(f) dezie rozwigzaniem pierwszego zadania brze-
gowego dla réwnania

(2.1) ¥ -|-g(y) =0, g\(y).eO(-—oo, + o9),
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na odeinku <0, 7). Funkeje y,(t) chcemy aproksymowaé rozwigzaniem
réwnania liniowego o stalych wspoélezynnikach. W tym celu na.plszmy
réwnanie

(2.2) y+ay+b =0

i 0znaczmy DPrzez Y.,(t, @, b), lub krétko przez y,,, jego rozwigzanie przy
warunkach brzegowych

(2.3) -~ Yaplieo = ¥o(0)y  Yapler = Yo(T).

Moze sie zdarzyé, ze o funkeji y,(f) mamy dodatkowe informacje, np.
znamy jej wartofei’ w punktach ¢ < i, <...<ft, przedzialu (0, T).
W takim przypadku celowe bedzie narzuclé na funkc]e Yap(t, a, b)
dodatkowe warunki

(2.4) ydp|t=tk = yo(.tk)1 k=1,2,...,n

Funkeja y,, spelmiajaca warunki (2.3) i (2.4) oraz réwnanie przyblizone
(2.2), moze mie¢ w punktach #, skoki pierwszej pochodnej; poza tym jest
w przedziatach (i, iz, Klasy O2 Jezeli parametr ¢ spelia nier6wnosé
0 < a < w? to do oszacowania bledu rozwigzania przyblizonego mozna
uzy¢ twierdzenia 1, przyjmujge

L, 0 = —g(®), ¥ =),
faly,t) = —ay—b, Yo "—-;'?/ap(tia'ab)-
Wtedy s spelnione zalozenia twierdzenia 1, przy czym N = a. Stad otrzy-
mujemy dla bledu aproksymaeji, okreslonego wzorem
A(Yos Yap) = 1Yo~ Yanl| 3
OBZaCOWaNio |

‘ T w -
(2.8) A(Yor Yon) < 5+ 5 — Ilg_(yo)— ayo—bil.

Z tego oszacowalia, za ‘:pomoca zhémej -nierc’)w‘ﬁoéci
(246) Y ”?/6“'?/&1@“ = Iyo(t)"’yap(ta a, b”a 0<t < T7

otrzymujemy szukane dadszacowanie ‘bledu aproksymacji w metryce C’
([3], str. 346, wzor (9)).

Obecnie mozemy posta\mé nastepumce zadanie 0 ,najlepszeJ” apro-
'ksymac]]

W obszarze 0 < a < w? —oo<b < —|— oo, wybraé a ¢ b tak, by pm'wa,
strona oszacowania (2.8) byla najmniejsza.






























