ZASTOSOWANIA MATEMATYKI1
V (1960)

A. RYBARSKI (Wroclaw)

PEWNA METODA LINEARYZACJI ROWNAN ROZNICZKEOWYCH
TYPU ROWNANIA WAHADEA

W niniejszej pracy podano metode przybliZonego rozwigzywania
nieliniowyeh réwnan typu

(I) ¥y +9(y) =0,

przy zadanych warunkach brzegowych (). Metoda polega na aproksy-
maeji rozwigzania réwnania (I) przez rozwigzania réwnania liniowego

y'+ay+b =20

o stalych wspétezynnikach. Podano sposdéb wyboru wspélezynnikéw
a i b, zapewniajacy najlepsze w pewnym gensie oszacowanie bledu apro-
ksymacji. Dla przykladu przeprowadzono obliczenia dla réwnania wahadta.
Dla wahan o amplitudzie (—1 rad, +1 rad) blad aproksymacji nie prze-
kracza 0,84°/,.

W dalszym ciggu podano dla réwnania (I) metode iteracyjna, pole-
gajaeg na aproksymacji rozwigzania przez rozwigzania réwnan postaci

y+ay = hi(t), +=1,2,...

Podano zalozenia, przy ktérych proces iteracji jest zbiezny i oszaco-
wano szybko§é zbieinoei. Dla wahali wahadla o amplitudzie (—1 rad,
+1rad) oftrzymuje sie w pierwszym kroku iteracji okolo 9-krotne po-
lepszenie aproksymacji, w stosunku do przyblizenia poezatkowego.
Podana metoda znajduje zastosowanie w zagadnieniach, ktére naj-
czefciej bada sie metodami asymptotyeznymi ([2], rozdz. 1, § 2).

§ 1. Oznaczmy przez y, i y, dwie funkcje zmiennej ?, ciggle na dom-
knigtym odeinku <0, T) i réwne sobie w punktach #;, 0 =1, <, <
< o <ty < tyyq = T. Zatézmy, ze funkcje te 83 na odeinkach (i, fx 1)
klagy (2. Niech funkecje y, i y, spelniaja réwnoci

(1.1) i =51, 9 =fa(¥s?)

(1) Czesé wynikéw tej praocy zostala zaanonsowana w nocie [1].
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dla kazdego t z odeinka <0, T, z wyjatkiem co najwyzej punktéw i.
Zatézmy na koniee, ze funkeja zlozona f,(y,,t) jest ciggla. Przy tych
zalozeniach udowodnimy

TWIERDZENIE 1. Jeseli liczba N, okreslona réwnoéciq

—N = inf Ja(¥1, ©) —fa (93, %) ,
0<i<T Y1— Y.

spelnia nierdwnosé

. 2
B . W
0N <w?= { min } J

' k=01, m b 1 —T

o prawdziwe jest nastepujgce oszacowanie

(1.2.1) li—wl < “.fz Y1y ) —fr(ys, O,

gdzie przez ||h| lub ilh(,t)ll oznaczamy

T
{11, f B2 (1) dt}llz.

Jezeli za$ mamy N < 0, to prawdziwa jest nieréwnosé nieco  ostrzej-
sza@, a mianowicie

(1.2.2) Iy =930l < — fa(ws, O —Fa(aa, D

Dowé6d tego twierdzenia opiera sie na lemacie modyfikujacym nie-
réwnodé Stieklowa ([3], str. 346, wzér (7)).

LuMAT. Jezeli funkcja n(t) jest na odeinku (0, T klasy CY, 2 fwythkwm
co najwyzej punkiow ty, w kiérych réwna si¢ zeru, a ;pwrwsza pochodna moze
mieé skoki, to normy (il © ||n°|| spetniajq merownoéé

Wl < lill-
W istoecie, oznaczajae
s 1 ,
Li= [ nidt, L= [ p@d, A =rt,—h,
17 : iy ‘

z nieré6wnoéci Stieklowa mamy

n n
I, > (At ) Ik, & wige Z‘I,} ;wZZIk,

k=0 72 ]

¢o dowodzi lematu.
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Przystepujemy do dowodu tmerdzema; VA réwnoécl (1.1) otrzymu]emy
réwnosé

(Y7 —¥) Y1 —Y2) =
={fi(¥1, OV —fa (1, )} (g1 — .’Iz)‘l'{fz(’.’!ut)—fa(?lz, )} — ?/z),

po ktorej sealkowaniu otrzymujemy
T T
(13) [ 1i— 922+ [ {fays, )~ FalYay O} (Y2 —ya)dt =
[} 0
T
= — [ {11, )—Falys, D} (52— ya)dt.
0

Jezeli oznaczymy przez X zbiér miejsc zerowych funkeji ¥, —y,, to bedzie

T
@4) [ {alys D—Falwa, O} (o~ 92) 8t =

— f (5, — y5)? .fs(?/ul )~ f2(Ys, ¥)

7 _
> —N f (y,—yq)2dt.
0Ih-X Y1—Y: 5

Z nieréwnosei Sehwarza oraz z (1.3) i (1.4) otrzymujemy teraz

1
(1.5) “?li—?/i"a—NH?h""ysz < —i’—f {fa(¥1,?) f1(?/1: t)}(?/x Ya)at <

”fz(?/nt) fl(yn M lly— ?/a"
Poniewaz réznica Y1— Y, spelnia zalozenia lematu, wiec
(1.6) ' wllyy—¥all < lyi—w2li o
Jezeli teraz przyjmiemy, ze N >0, to z (1.5) i (1.6) otrzymamy

N 1 -
(1 ~ ;,;) i $alF < =Gl o, 0= futan, -

N o
Poniewaz z zatozenia jest 1— i 0, to stad wynika nierdwnogé
(1.2.1). | ‘

Jezeli natomiast przyjmiemy N < 0, to nieréwnosdei (1.5) i (1 6) do-
Wodzg nieréwnosei (1.2. 2)

§ 2. Niech funkeja y,(f) dezie rozwigzaniem pierwszego zadania brze-
gowego dla réwnania

(2.1) ¥ -|-g(y) =0, g\(y).eO(-—oo, + o9),
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na odeinku <0, 7). Funkeje y,(t) chcemy aproksymowaé rozwigzaniem
réwnania liniowego o stalych wspoélezynnikach. W tym celu na.plszmy
réwnanie

(2.2) y+ay+b =0

i 0znaczmy DPrzez Y.,(t, @, b), lub krétko przez y,,, jego rozwigzanie przy
warunkach brzegowych

(2.3) -~ Yaplieo = ¥o(0)y  Yapler = Yo(T).

Moze sie zdarzyé, ze o funkeji y,(f) mamy dodatkowe informacje, np.
znamy jej wartofei’ w punktach ¢ < i, <...<ft, przedzialu (0, T).
W takim przypadku celowe bedzie narzuclé na funkc]e Yap(t, a, b)
dodatkowe warunki

(2.4) ydp|t=tk = yo(.tk)1 k=1,2,...,n

Funkeja y,, spelmiajaca warunki (2.3) i (2.4) oraz réwnanie przyblizone
(2.2), moze mie¢ w punktach #, skoki pierwszej pochodnej; poza tym jest
w przedziatach (i, iz, Klasy O2 Jezeli parametr ¢ spelia nier6wnosé
0 < a < w? to do oszacowania bledu rozwigzania przyblizonego mozna
uzy¢ twierdzenia 1, przyjmujge

L, 0 = —g(®), ¥ =),
faly,t) = —ay—b, Yo "—-;'?/ap(tia'ab)-
Wtedy s spelnione zalozenia twierdzenia 1, przy czym N = a. Stad otrzy-
mujemy dla bledu aproksymaeji, okreslonego wzorem
A(Yos Yap) = 1Yo~ Yanl| 3
OBZaCOWaNio |

‘ T w -
(2.8) A(Yor Yon) < 5+ 5 — Ilg_(yo)— ayo—bil.

Z tego oszacowalia, za ‘:pomoca zhémej -nierc’)w‘ﬁoéci
(246) Y ”?/6“'?/&1@“ = Iyo(t)"’yap(ta a, b”a 0<t < T7

otrzymujemy szukane dadszacowanie ‘bledu aproksymacji w metryce C’
([3], str. 346, wzor (9)).

Obecnie mozemy posta\mé nastepumce zadanie 0 ,najlepszeJ” apro-
'ksymac]]

W obszarze 0 < a < w? —oo<b < —|— oo, wybraé a ¢ b tak, by pm'wa,
strona oszacowania (2.8) byla najmniejsza.
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Przy dodatkowych zalozeniach pokazémy w nastepnym para,grafle,
jak to zadanie rozwigzad.

§ 3. Zat6zmy, ze funkeja y,(t) jest w przedziale <0; T §cifle monoto-
niczna. Wtedy mozna w calee |g(y,)— ay,— b||? zmienié zmienns catko-
walia ¢ na x = y,(t). Za pomocy calki pierwszej réwnania (2.1)

3’ +G(y)) = B = const,
gdzie G(x) = [g(»)dx, otrzymujemy identycznosé
Yo(T)

_ (g(w)— az—b)2
. o= o= bt = =
(3.1) g (y0) — ayo— bl| 7 s V2 (i)

Wprowadzmy wielomiany ¢,(#) i ¢,(x), stopnia odpowiednio 0 i 1, przy
ezym g, >0, ortonormalne w przedziale D = (y,(0), %(T)) Wzgle,dem
wagi p(x), ktéra przy pewnej stalej x? speinia warunki

1
3.2 dg =1, w® i dla weD.
(3.2) Dfp(w) ? wol) > TI/Z(E —G(w)) >

Rozwijajae wyrazenie ax+b na wielomiany ¢, i ¢,
ax+b = ap,+ Bp,, = apy, b= 091 (0) + @o,
otrzymujemy z réwnofei (3.1) oraz warunkéw (3.2) nieréw:noéé

(3.3) ug(yo)-—ayo—bu= %2 f P (@){g(®) — ap, — fo)rdw =

= »2{[g, g1+ o+ B?—2ag, —2g,},
gdzie skr6t [l,,l,] oznacza catke [p (@)l (2)ly(w)dw, a wielkogei
D .

. 9 = [9, o] = [ p(@)g(@)py(2) v,

(3.4) P

0 =9, 9] = [ p(@)g(@)y () do
47

83 wspolezynnikami rozwinigeia funkeji g(#) na wielomiany g¢,, ¢; przy
hajmniejszym odchyleniu kwadratowym.

Obecnie, za pomocy (3.3), mozemy oszacowanie (2.5) bledu aproksy-
Macji napisa¢ w postaci nastepujacej:

B5) Al o) < e pors 10, 910"+ BB — 2pge) ™

xTw
9 (w?—
xT

0(‘1 8,
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gdzie oznaczylismy dla krdétkosei

o -
- 0(a, p) = ~—{[g,y]+a2+52 2ag, — 2B}, m = ra
1

Dla funkeji O(Ya, ) prawdziwy jest nastepujacy |

LemAT. 1. Jezelt m s ¢y, to funkcja O(a,p) osigga ekstremum
w punkoie '

[9,91—gi—
@y = g1— m—gll 0: Bo = fo.

2. Nieréwno$é m > a, jest réwnowaina z nieréwnodciq m > g,. |

3. Jedele m >g,, to w punkecie ekstremalnym mamy absolutne mini-
mum funkcji O(a, f) w obszarze —co < a<my, —oco<b< +oo.

Dowéd. Wzory na-a, i 8, otrzymuje si¢ oczywifcie z warunkéw

W dalszym eciagu otrzymujemy po przeksztalceniach

_ (m—g.)+1g, 91— 95—
m—g,
Poniewas na podstawie nieréwnoécei Bessla jest [g, g]—ge— g7 > > 0, wiec

stad wynika druga czeéé lematu. Trzecla. wreszoie cze§é wynika z zale-
zZnosei

m —

O(a, f) <O(a,p), lim O(a,p) = +1,

a——x0

a_lfmgma, B) = +c0, Olayfo) <1,

ktére latwo sprawdzié bezpodrednim obliczeniem.
Obecnie mozemy rozwiazaé¢ postawione zadanie o najlepszej apro-
ksymacji. W istocie, z nier6wnodei (3.5) i lematu o funkeji 0(a, f) wynika
TWIERDZENIE 2. Jedeli m > ¢, ¢ ay = 0, to najlepsze oszacowanie bledu
A(Yoy Yap) Obrzymujemy, ;przyjmujow @ = ay, f=Ff. Mamy wiedy

' xT’w d
(3.6 ' A 1 (t, ag, b ¢ —
(3.6) . (?/o( )y ?/am 03 o)) 2% l/I_-I—-—d; )
gdzie ‘

3 - i, g1—gi—gi}"”

m—g
W praktycznych oszacowaniach przydaje si¢ nastgpujaca uwaga:
Jezeli oszacowanie (3.6) jest dobre, to znaczy gdy wielko§é @ jest mala,

) =1, by = a1 (0)-+fo.
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to mozna aproksymacje ,,najlepszy’ zastapié przez aproksymacje ,,prak-
tyezng”, niewiele przy tym pogarszajge oszacowanie bledu, podstawia-
jac a=g,, § =g,. W istocie, z oszacowania (3.5) otrzymujemy po
obliczenin
xTw
201
Dla przykladu, gdy d = 0,1, to d/l/l—l—d2 =2 0,095, a wiec polepszenie
aproksymacji ,,pra,ktyczne]” przez wzigeie aproksymacji ,najlepszej”
jest miéwielkie.

I jeszcze jedna uwaga: Oszacowania (3.6) i (3.7) zaleza od wagi p(x)
i sa najostrzejsze, jezeli przyjaé

dy @y =g,¢1, by= 9191(0)+ go.

(3.7)  AWe(?), Yap(ty 8, bp)) <

1
p=— - y 2 1
plo) TV2(EfG(w))- *

Przy takim wyborze p(x) i » nieréwnosé (3.3) staje sie réwnoscia. Jednakze
wtedy obliczenie calek [g, g], g, itp. moze si¢ okazaé trudne. Czasem moze.
sie oplacié pogorszenie oszacowania za ceng efektywnosei lub prostoty
rachunkéw.

~ § 4. W tym paragrafie zilustrujemy przedstawione 08zacOWania na
przykladzie réwnania wahadla

(4.1) oy +siny =0

W przedziale (0, T), gdzie T = 2K (k), k = sin {#,,, dla warankéw brze-
gowych :
Y(0) = —&p, Y(I)= +on,

gdzie z,, jest ustalong liczbg z przedziatu (0, w). Przy tych warunkach
mamy, jak wiadomo (ob. np. [4], tom 1, str. 545, poz. 6.17):

(42)  yolt) = 2eresin|ksin(amt)}, w(e) >0 dla te(0, T),
Y(3T) =0, ;(0) = y;(T) = 0. |
Na rozwigzanie réwnania zlinearyzowanego nakiadamy zatem warunki
(4.3) Yapltmo = —®my  Yapltars = 0y Yupltar = +&m.
W oznaczeniach paragraféw poprzednich mamy

g(®) =sinw, G(z) = —cosw, max(lr1—%h) = 37T,
Jow=0,1

B = }yl—cosy, = —Co8®,, H-—GQ(z) = co8x— COSX,,.
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Jako funkeje wagi p(x) przyjmujemy

1
P@) =
T Val,— a2
Poniewaz funkeja (cos®— co8&y,)/(ah, — %) maleje w przedziale 0 < z <
< By < ™, Wig0

CO8 L — COBL . COSx—cCo8Z gina
m 2 lim m m’

ak, — x® oz, Doy 2y,

1 n.v/ Ty 1 1
< — : i .
TV2(coss—cosz,) LV sinw, = vl g

Za parametr »? mozna wiec przyjaé¢ wielkosé

. P ( @ )1[2
RO = —— . . .
- T \sinz,

Majae p(x) znajdujemy wielomiany ¢, i ¢;. Po obliczeniu otrzymujemy

@ =1, Py =

m

W konicu obliczamy g,, g, oraz [g, g]. Otrzymujemy ¢, = 0 oraz

22 1tﬁnwmt
T J Y1

eos2wm ‘
(9, 9] = — f St = {1 y(2a)
(ob. np. [5], poz. 3.528.3 oraz 3.524.5).

W my§l koncowej uwagi § 3, stosujemy aproksymaeje ,,praktyezng’’,
podstawiajae o = g,, § = 0, ezyli

2d 1 (@m)

(4.4) ap = 9197; = ——‘r; by = 91¢1(0)+go =0.

A wiee przyblizone réwnanie drganl wahadla (2.2) przyjmuje postaé

. 2, (m |
(4.5) Y+ ——;‘-'“i-’—y —0

1 ma rozwigzanie spelniajace warunki (4.3), a mianowicie (1)

& ) 2 (@)
(4.8) - yapx_————maj;‘m sin (¢ — T/2), w§=————;ﬂ’_’? :

(*) Podobne prayblizone rozwigzanie réwnania wahadla moina otrzymaé meto-
dami podanymi np. W {2]; sty 65, wzbér (2.26), jednakZe bez oszacowahnia bledu.
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Przechodzimy do. szacowania bledu. Z oszacowania (3.7) otrzymu-
jemy

(4.7) A(y,,(t), Yap(t; ap, bp)) =
gdzie

x*Tw
2 12
-———2(w2_a){-§ 3Jo(20y) —2J5 (@)} %,

w = 2n/T = = /K (8in 4 ).

W koticu oszacujemy blad w metryce ¢. Nieréwnosé (2.6) moéemy W na-
szym przypadku zaostrzyé ze wzgleddw symetrii, poniewaz funkeje
Yo(l) 1 Yop(t, @y, by) 82 nieparzyste wzgledem punktu ¢ = }7. Mamy

T2

, , 9 12
(48)  mOXto— oyl — MK Wo— il < AT{G [ (5 — i) =
0

oi<T o<i<T )2

I

1 T 12
;T{_l_’_f(%._y&p)zdt} = Ty — yasll-
’ |

Z wzoré6w (4.7) i (4.8) otrzymujemy wiec ostatecznie oszacowanie

(4.9) | 2arcsin{ksin(ami)} — Y owa " i
(27: /;" - ‘}Jo(2mm — 2J (@) )2

Ponizej przytoczono niektére wyniki numeryezne:

blad | Dblad w
@m (W rad) ap w stopniach | procentach
0.6 - | 0,0857 020 | o028
0,7 ' 0,9400 0,32 0,39
0,8 0,9221 0,47 0,54
0,9 0,9021 0,68 0,66
1,0 0,8801 0,96 - - 0,84
1,1 0,8652 1,30 1,03
1,5 0,7439 3,60 2,08
2,0 0,5767 10,36 4,48

§ 5. W tym paragrafie przedstawimy iteracyjng metode¢ rozwigzy-
Wania réwnania (2.1), ktéra polega na przyblizaniu funkeji g(y) funk-
cjami typu ey h(t). Oznaczmy przez yi, prayblizenie uzyskane w s-tym
kroku procesu iteracji. To przyblizenie znajdujemy, rozwigzujge réwnanie
Przyblizone

(6.1) yrbay = h(t),  he(0)e0<0, T,
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przy warunkach (2.3) i (2.4), przy czym warto§é parametru a jest w pro-
cesie iteracji ustalona, a funkcje k;(f) spelniaja warunek

(5.2) sup |hi—ayes'+9(Wep") <, lime; = 0.
oi<T - =300
Jako przyblizénie poczatkewe mozna przyjac¢ np. przyblizenie znalezione
wedlug metody podanej w paragrafach poprzednich.
Obecnie zbadamy, przy jakich zalozemach o funkeji ¢(y), para-
metrze a oraz ciggu liezb ¢; ciag przyblizen %, jest zbiezny do v,.
Zalézmy po pierwsze, Ze g(y)eC* w przedziale P okreflonym ponize]
i zbudujmy réwnanie pomocnicze

(6.3) y'+g(y) =0, _
gdzie funkeja g(y) okreflona jest warunkami
g(y)=g(y) dla  yeP = {y(0)— 4° 3(T) + 4%,

§') =g (1(0)— 49 dla y < y,(0)— 4°,
7°'(W) =g (1,00)+ 4% dla y >y (T)+ 4°,

49 = 37|y — Yapll -

Do rownania (5.3) zastosujmy opisany poprzednio proces iteracyjny,
przy ezym kolejne przyblizenia oznaczmy przez §.,. Zauwasmy, ze do-
kladnym rozwigzaniem réwnania pomocniczego (5.3) przy warunkach
(2.3) i (2.4) jest funkeja y,(¢f), poniewaz w zakresie jej zmiennoei réwna-
nia (2.1) i (5.3) sg identyczne. JeZeli teraz podstawimy

F, 1) = —ay+h(t), ¥y = Gip,

faly, 1) = —g(y), Y2 = Yo,
to bedzie (por. §1)
N ( a) ~, ]
N = — int g(yi’) 9] < sup§’(y) = supg (y).
oi<T ?lap Yo v YeP

Zakladajace nieréwnosé

(5.5) n = supg’ (v) < w2,
Ve.? .
jako pierwszy z warunkéw zbieznodel procesu iteracji, latwo otrzymu-
jemy na podstawie twierdzenia 1 oszacowanie
~5 . m Tw M mmg
(5.6)  A(Yo) Yap) = FTIYo—Yapll < ~2(—2-—Hh @Y ap+9{Y ap)ll»
gdzie przyjelismy n+ = §(|n|+n).
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W dalszym ciagu sza.cugemy na podstawie (5.2) i lematu na stro-
nicy 248:

b — a4 oy Fan)ll < [hi— 0" +G(F557) )+

. ( ( ~i—1 .
+l(yapuyap){g Yan) — g@yf") _dll<
a.p_?/up
‘ 2 ~
< Git-suplg' (y)—al* — A(Yap) Jap ')
yeP Tw
otrzymujae z (5.6)
| | Twe; 1 , .y i
(5.7) A(yo,yap)z( ) T o Sl @)—al* A(Yap) Yap )-
Jako drugi wa,runek zbiezno$ei procesu iteracji za,loZymyr
(5.8) infguplg’(y) —af < §(w*—n).
a yeP

Wtedy mozna dobraé parametr a tak, by bylo

1 , |
(6.9) = o SRl () —el < 4.

Stosujac nieré6wnosé tréjkata

A(?ﬁp,?}i; ) < A(yo:?/ap)‘l‘d(yo’yap )y
oi;rzymlijemy z (b.7) 1 (5.9) oszacowanie

_’l’wcm r

(5.10) Ao Yao) < 5w + 75 AWor ).

Dzigki (5.9) mamy 7/(1—7) < 1. Mozna wige dobraé h(t) tak, by

Tw ¢
wi—nt A(yo,yap)
a wtedy zamiast (5.10) otrzymujemy ostatecznie

(5.12) Aoy Top) < AA (Yo, 7551

Ostatnia nier6wno§é dowodzi na podstawie (2.6) jednostajnej zbieznosei
Podanego procesu iteracji dla réwnania pomocniczego (5.3). Rozwazania
zakonezymy, wykazujae, ze w procesie iteracji réwnanie pomocnicze bylo
uzywane tylko tam, gdzie jest identyezne z réwnaniem pierwotnym (2.1).

W istocie, z nieréwnofei (5.12) oraz (2.6), wobec zalozenia 1 < 1,
otrzymujemy

SuP I'!/o—"lapl A (Y, ?/ap) < A (Yo, ?/gm) = 40,

(5.11) <A<,

Zastosowania Matematyki V 17
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Ta nieréwnosé dowodzi, ze przedzial zmiennosci P; funkeji ﬂfm, dla
0 <t < T, ,,wystaje’”” po obu stronach przedzialu zmiennofei <y,(0),
Yo(T)> funkeji y,(t) o odeinki dlugosei mniejszej niz A°. Stad

P,CP.

W przedziale P funkcje g i ¢ byly identyezne. Tym bardziej sa one iden-
tyczne w przedziatach P;. A wige w procesie iteracji funkeja g postugi-
waliSmy sig tylko tam, gdzie jest ona identyczna z funkejg g. Wobec tego
do wykonania poszczegélnyeh krokéw iteracji i znalezienia ciagu 7%, (t)
mozna uzyé wylgeznie funkeji g(y). Poniewaz poprzednio wyka.za.hémy,
ze §i, — y,, wiee udowodnilismy ‘ ‘

TWIERDZENIE 3. Przy zaloteniach (5.5), (5.8), (5.11) préoes iteracyjny
podany w tym paragrafie jest zbieény 1 daje rozwiqzanie y,(t) réwnania (2.1).
Dla rozwazanego w § 4 r6bwnania wahadla mamy przy a = (1 +V2)/ 2,
m = 1
n=1, w?x~35, rm~01.

Jezeli przyjmiemy np. ¢; = 0, to warunki zbieznosci procesu iteraeji
bedg spelione. Z oszacowania (5.12) widaé, ze w pierwszym kroku ite-
racji otrzymujemy oszacowanie bledu okolo 9-krotnie lepsze w stosunku
do bledu przyblizenia poczatkowego.
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A. PBIBAPCKRH (Bpouaas)

HEKOTOPBI#f METOJ JIHHEAPHSAIINH JUOPEPEHLHAJNBHBIX
VPABHEHHUW THIIA YPABHEHHA MAATHHEA

PEBIOME

B palore mccaepyercs NPUOIMKeHHHN MeTOJ peweHHs AuPdepeHunaTbHpx
ypasHernu#t Tna ¥+ f(y) = 0. MeToZ OCHOBaH HAa 3aMeHe 3TOT0 YPaBHEHHA ypapHe-
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HEeM BUAA Yy +ay+b = 0, rie a U b MOCTOAHHEE COOTBETCTBYylomwuM o6pasoM Io-
nobpaunane koaddunuentrr. Ipu sToM maérca omeHKa MOTPelTHOCTH PEINeHNs, a TaKkKe
YKa8HBaeTCA, NP KAKUX 3HAYEHWAX HKOI3QPPUHMEHTOB 0l€HKA MOIPEIIHOCTH ABIAETCH
ONMTHMANbHON

PaccmoTpeH TakKe WTeDANMOHHHIA MeTOJ, OCHOBHBAIOIMMIICA Ha pemIeHHH ypa-
BHeHHA THNA ¥+ ay-+ h(t) = 0, rge mocroAnHaA 6 ¥ HyHRNUA h(l) HogoOpaBE COOT-
BercTBylonEM o6pasom. [aiorcA ycaoBHA CXOXHMMOCTH IpOIecca HTePAIMHA, a TaKKe
OIIEHKA ' IQIPEIHOCTH.

IIpMBOAMTCA MIMIOCTPALUMA HA HpPEMepe YPaBHEHHA MAATHMKA.

A. RYBARSKI (Wroctaw)

A METHOD OF LINKARIZATION OF DIFFERENTIAL FEQUATIONS
OF THE TYPE OF THE PENDULUM EQUATION

SUMMARY

The author investigates an approximate method of solving differential equa-
tions of the type y'+ f(y) = 0. The method consists in replacing the original equa-
tion by an equation of the form y-+ay-+ b = 0 where the constant coefficients a
and b are suitably chosen. The author gives the estimate of the error for this method
and a choice of coefficients for which the estimate is best.

The author considers also an iteration method econsisting in solving equations
of the type y=+ ay+ h(t) = 0 where the constant @ and the function h(t) are suitably
chosen. He gives the conditions of convergence of the iteration process and the error
estimate. . ‘ "

To illustrate the argument the example of the pendulum equation is given.



