J. LUKASZEWICZ (Wroclaw) i W. SADOWSKI (Warszawa)

0 POROWNYWANIU KILKEU POPULACJI
Z POPULACJA KONTROLNA

1. Punktem wyjécia niniejszej pracy byly dwa nastepujace zagad-
nienia:

A. Rozpatrujemy % populacji cigglych o dystrybuantach F (r—ay),
F(x—ay), ..., F(z—ay), ktore sp identyczne z dokladnoéciag do translacji.
Zaréwno postaé funkeyjna dystrybuanty F(z), jak i przesuniecia
@y, ag, ..., a4 83 nieznane. Na podstawie prébek pobranych z kazdej po-
pulacji (po n elementéw) nalezy rozstrzygnaé, czy wéréd badanych po-
pulacji jest populacja o wartodei gredniej wiekszej niz wartosci srednie -
pozostatych populacji, to znaczy czy jest populacja przesunigta na prawo
dalej niz pozostate populacje (a; > a; dla j # 7). W przypadku pozytyw-
nej odpowiedzi populacje te nalezy wskazad.

B. Rozpatrujemy % populacji ciagglych o dystrybuantach F(“’;“)’
1

F( m;‘u), cery F(ml—#), ktore sg identyczne z dokladnosciag do rozecigg-
o I .

gnigcia dokola wspélnej wartosci sredniej u. Podobnie jak poprzednio
postaé funkeyjna dystrybuanty F(x), warto$é érednia x i czynniki
A1y A3y ..., 4 83 nieznane. Na podstawie prébek pobranych z kazdej po-
pulacji (po n elementéw) nalezy rozstrzygnaé, czy wéréd badanych po-
pulacji jest populacja o wariancji wigkszej niz wariancje pozostalych
populacji, to znaczy czy jest populacja bardziej rozciggnieta niz pozostale
populacje (43> 4; dla j #%4). W przypadku pozytywnej odpowiedzi
populacje te nalezy wskazaéd. - '

Znane 83 bardzo proste testy, ktére pozwalaja rozstrzygnaé oba wy-
zej postawione zagadnienia. Dla zagadnienia A test podal F. Mosteller
[1], dla zagadnienia B — W. Sadowski [5](1). W obu przypadkach kazda
sposréd k prébek nalezy uporzadkowaé wedlug rosngeych wartogei ob-
serwacji. Test Mostellera polega na tym, ze wybieramy prébke majaca
element najwiekszy. Nastepnie w prébcee tej liczymy ilo§é R > 1 elemen-

() Dla przypadku rozkladéw normalnych test dla zagadnienia A podat
E. Paulson [3], dla zagadnienia B — D. R. Truax [8].
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té6w wiekszych od wszystkich elementéw w pozostatych prébkach. Gdy
R > R,, wowezas przyjmujemy hipoteze, ze wybrana prébka z najwiek-
szym elementem pochodzi z populacji- o najwiekszej wartofei sredniej.
W przeciwnym przypadku przyjmujemy hipoteze zerows, ze wartosci
Srednie wszystkich populacji sg réwne (a; = a, = ... = a;). Wartosdé
krytyczng R, obhcza, gie tak, by prawdopodobieristwo odrzucenia hipo-
tezy zerowej, gdy Jest ona sluszna, bylo nie wieksze niz a. Test Sadow-
skiego polega na tym, ze wybieramy prébke majaca jednoczesnie element
wigkszy od wszystkich elementéw w pozostalych prébkach i element mniej-
szy od wszystkich elementéw w pozostalych prébkach. Jezeli taka prébka
istnieje, to liczymy w niej ilod6 r > 2 elementéw wystajacych, tj. laczng
ilog¢ elementéw tej prébki wiekszyeh od wszystkich elementéw pozosta-
tych prébek i elementéw mniejszych od wszystkich elementéw pozosta-
lych prébek. Jezeli r > r,, to przyjmujemy hipoteze, ze prébka majaca
najwiekszy i najmniejszy element pochodzi z populacji o najwigkszej
wariancji. Jezeli natomiast r <7, lub jedli najwiekszy i najmniejszy ele-
ment znajdujy si¢ w réznych prébkach, to przyjmujemy hipoteze, ze wa-
riancje we wezystkich populacjach sg réwne. Warto§é krytyezng r, ob-
licza si¢ tak, by prawdopodobieristwo odrzucenia hipotezy zerowej, gdy
jest ona shuszna, bylo nie wieksze niz a.

W niniejszej pracy zajmiemy sie znalezieniem odpomedmeh testow
dla nieco zmodyfikowanych zagadnienn. W zastosowaniach spotyka sie
czesto zagadnienia, w ktérych spodréd poréwnywanych populacji jedna
populacja jest wyrézniona i zalesy nam przede wezystkim na poréwny-
waniu pozostatych populacji z wyrézniong, Na podstawie prébek o licz-
nosei n z kazdej populacji nalezy rozstrzygnaé, czy ktéras z niewyréznio-
nych populacji ma wartodé dredniag (wariancje) wigkszg niz wartodei
$rednie (wariancje) wszystkich pozostalych populacji. W przypadku
odpowiedzi pozytywnej chcemy wskazaé populacje o najwiekszej war-
todei dredniej (wariancji), przy czym szezegélnie zalezy nam na uchro-
nieniu gi¢ przed bledem polegajacym na wybraniu ktérej§ z populacji
niewyréznionych, gdy wyrézniona populacja ma wartosé sredniz (warian-
cj¢) niemniejsza niz pozostale populacje. Tak zmodyfikowane zagadnie-
nia A i B dla fredniej i warianeji bedziemy dalej nazywali zagadnieniami
A, i B,. Zagadnienie A, zostalo rozwigzane przez B. Paulsona [4], lecz
tylko w przypadku populacji o rozkladzie normalnym.

2. Zaréwno zagadnienie A, jak i B, wystepujga w niektérych dzie-
dzinach zastosowan, a owa populacja wyrézpiona, o ktérej wyzej byla
mowa, odgrywa role standardu lub, inaczej modwige, populacji kon-
trolnej, -z ktérg poréwnywane sa pozostate populacje.

W szezegblnosei owe standardy wystepuja w dodwiadezeniach farma-
kologicZnychz gdzie czesto skubecznodé okreflonego leku poréwnuje sie
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ze skutecznoscig leku standardowego. Gdy lek oceniaé¢ bedziemy jako
lepszy wtedy, gdy wartodé Srednia jakiej§ jego cechy jest wyzsza,
woéwezas mamy do rozstrzygniecia zagadnienie A,. Oczywidcie blad,
ktérego szczegblnie sie tu obawiamy, polega na tym, ze uznamy
jakis lek za lepszy od standardowego, podezas gdy w rzeczywistodei lek
standardowy ma srednig niemniejszg niz leki z nim poréwnywane. Ana-
logiczna sytuacja wystepuje takze w dofwiadezeniach rolnyeh i innyech.

Rzadziej spotyka sie w zastosowaniach zagadnienie B,, jakkolwiek
i tu mozna podaé przyklady. Na przykiad J. Oderfeld [2] wykazal, ze
jednym z kryteriéw oceny systemu rozpylania w komorze silniks lotni-
czego jest rozklad wielkosci kropelek paliwa. Okazuje sie, Zze im ten roz-
klad ma wigkszg dyspersje, tym lepszy jest ten system. Jedli wiec prze-
prowadzamy doswiadczenie polegajace na poréwnywaniu kilku wtryski-
waczy z wtryskiwaczem kontrolnym, to wskazanie optymalnego Wtryskl-
wacza Sprowadza sie do zagadnienia B,.

3. Proponowany przez nas test dla zagadnienia A; bedzie sig opieral
na statystyce R’, ktérg zdefiniujemy w sposéb nastepujaey: R’ = 0,
gdy prébka z populacji wyréznionej zawiera element wiekszy od wszyst-
kich elementéw w pozostalych prébach. Gdy zad najwiekszy element
znajduje si¢ w prébee z ktorejs populacji niewyréznionej, wtedy B’ > 1
jest ilodcig takich elementéw probki zawierajacej najwiekszy element,
ktére sy wigksze od wszystkich elementéw probki z populacji wyréznionej.

Test dla zagadnienia A, polega na nastepujgcej alternatywie:-

jeSli R’ > R,, przyjmujemy, ze najwiekszg érednia ma populacja,
z ktérej probka zawiera najwiekszy element;

jefli R’ < R,, przyjmujemy, ze zadna z populacji nie ma wartosei
$redniej wiekszej niz wartodé srednia populacji wyrdznionej.

Wartodé krytyczng R, nalezy obliczyé w taki sposéb, by prawdopo-
dobiefstwo nieréwnedei R’ > R, przy zalozeniu, ze zadna z badanych
populacji nie ma wartodci §redniej wigkszej niz wartodé srednia populacji
wyréznionej, bylo niewigksze niz «. Warunek ten mozna napisaé za po-
mocg Wzoru |

(1) P{R’ Rjay > Max (g, dgy .-y “k)} a,

gdzie liezby ay, as, ..., @, jak na poczatku pracy, oznaczaja przesuniecia
poszczegélnych populacji (sg- one z dokladnoscia do stalej réwne warto-
fciom frednim w poszczegé]nych populaejach), a plerwsza. populacja jest
wyrézniona.

Prawdopodobieristwo figurujagce po prawej stronie nieréwnodei (1)
jest funkeja R, i wartodei przesunieé a,,a,,...,a;. Latwo jest jednak
zauwazyé, Ze przy ustalonym RE. prawdopodobiefistwo to osigga maksi-
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mum, gdy przesunigcia a,, d,, ..., a; 83 réwne. Wielkodé R, bedziemy
wiee wyznaczali z warunku :
(2) P{R' > Rila; =a; = ... = a’k} < ay

ktéry implikuje nier6wnosé (1).

Prawdopodobietistwo nieréwnosci R’ > R., przy zalozeniu jedna-
kowych rozkladéw we wszystkich populacjach (4, = a3 = ... = ay),
mozna w prosty sposéb wyrazié jako funkcje R., k i n. Oczywidcie
interesujg nas tylko naturalne wartofei R,. Zauwazmy najpierw, ze dla
R, =1 jest

P{R' >1ley = ag = ... = ay} = (k—1)/k, |

gdys zdarzenie R’ >1 jest réwnowazne ze zdarzeniem polegajacym na
tym, ze najwiekszy element znajdzie sie w jednej z k—1 prébek niewyrdz-
nionych. Dla R; > 2 prawdopodobienstwo P{R' > Rijay = a3 = ... = a3}
jest réwne iloczynowi prawdopodobienstwa, ze jedna z k—1 niewyréznio-
nych prébek zawiera element najwiekszy (czyli obliczonego juz prawdo-
podobieristwa nieréwnoéei R, > 1) przez prawdopodobieristwo, ze jesz-
cze R,—1 (lub wigcej) -elementéw prébki zawierajgcej element najwigk-
8zy jest wiekszych od wszystkich elementéw prébki wyréznionej. To
prawdopodobienstwo jest réwne

n—1 n—2 n—RE,+1  (n—1)! (2n—R{,)1_(-n—1 )/(2n—1)

2n—1 2n—2 " 2n—R'+1  (n—R)! (@n—1)! \R'—1)/ \R'—1
Jest wiee ‘ ‘
, k—1 {n—1\ /[2n—1
B) PR ZRln=6=.. == T(R;—l)/ (R.’,—l)’
przy czym zgodnie z ogélnie przyjeta konwencjy, ze (7{;) =1, wzdr (3)

jest stuszny takze dla R, = 1.
Przy » dazgcym do nieskoriczonosci prawa strona réwnosei (3) dazy
do granicy

k-1 1
k 9m1°
Statystyka, R' ma wiec przy zalozeniu a4, = ay = ... = @; rozklad gra-
niezny ‘
. ’ k—1 1-R,
llmP{R,>Rcla1=ag=...=ak}:T'2 “.
R—p00

Dis, kilku wartodei % i réznych R, oraz » oblicsyliSmy nastepujgcy tablice
prawdopedobienistw P{R’ > Blla; = ay = ... = az} (str. 208-209).
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TABLICA 1
Wartodci prawdopodobienstw P{R' > B,la, = a, = ... = a,} W zaleznokci od ilodei
populacji (k) i od liczebnofci prébek (n)
k=2 ‘
B
" 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 10,5000 0,1667
3 | ,5000]| ,2000]0,0500| .
4 ,5000| ,21437 ,0714 ) 0,0143
5 ,6000| ,2222| ,0833( ,0238| 0,0040
6 ,6000| ,2273( ,0909| ,0303| ,0076| 0,0011
7 | ,5000} ,2308| ,0962( ,0350( ,0105| ,0023| 0,0003
8 | ,5000] ,2333| ,1000! ,0385| ,0128( ,0035! ,0007| 0,0001

9 ,6000: ,2353| ,1029] ,0412| ,0147| ,0045| ,0011| ,0002] 0,0000
10 ,6000} ,2368; ,1053| ,0433| ,0163| ,0054| ,0016| ,0004| ,00010,0000

12 | 0,5000} 0,2391{ 0,1087 | 0,0466 | 0,0186 | 0,0069 | 0,0023 | 0,0007 | 0,0002 | 0,0000
14 ,6000| ,2407| ,1111| ,0489| ,0204| ,0080| ,0029|- ,0010| ,0003| ,0001
16 »5000| ,2419( ,1129, ,0506| ,0217; ,0088| ,0034| ,0012| ,0004| ,0001
18 6000 ,2429! ,1143| ,0520| ,0228| ,0096 | ,0038| ,0014| ,0005| ,0002
20 ,6000( ,2436| ,1154! ,0530| ,0236| ,0101| ,0042| ,0016| ,0006| ,0002

25 10,6000 0,2449 | 0,1173 | 0,0549 | 0,0251 | 0,0111 | 0,0048 | 0,0020 | 0,0008 | 0,0003
"~ 30 [0,5000] 0,2458 | 0,1186 | 0,0562 | 0,0261 | 0,0119 | 0,0053 { 0,0023 | 0,0010 | 0,0004
oo | 0,56000, 0,2500| 0,1250 | 0,0825 | 0,0313 | 0,0156 | 0,0078 | ¢,0039 | 0,0020 | 0,0010

k=3

0,6667 | 0,2222
,8667 | ,2667 | 0,0667
,66687 | ,2857| ,0952| 0,0190
,6667 | ,2063 ,1111| ,0317] 0,0053
,6667 | ,3030| ,1212] ,0404| ,0101] 0,0014
,6667 | ,3077| ,1282| ,0466| ,0140 ,0031) 0,0004
,6667 ,3111| ,1333| ,0513| ,0171; ,0047| ,0009 | 0,0001
,6667 | ,3137| ,1373| ,0549| ,0196| ,0060| ,0015| ,0003!0,0000
10 ,6667 | ,3168 ,1404| ,0578| ,0217| ,0072| ,0021| ,0005| ,0001 |0,0000

00 I Sk W

12 | 0,6667 | 0,3188 | 0,1449 | 0,0621 | 0,0248 | 0,0092 | 0,0031 | 0,0009 | 0,0002 | 0,0000
14 ,6667 | ,3210| ,1481 | ,0852| ,0272| ,0106| ,0039| ,0013; ,0004| ,0001
16 ,6667 | ,3226 | ,1505! ,0675| ,0289| ,0118, ,0045| ,0016 ,0005| ,0002
18 ,6667 | ,3238| ,1524| ,0693| ,0304 | ,0127; ,0051| ,0019| ,0007| ,0002
20 ,6667 | ,3248 | ,1538| ,0707 | ,0314| ,0135| ,0055| ,0022| ,0008] ,0003

25 | 0,6667 | 0,3265 | 0,1565 | 0,0732 | 0,0334 | 0,0149 ' 0,0064 | 0,0027 | 0,0011 | 0,0004
30 | 0,6667 | 0,3277 | 0,15682 | 0,0749 | 0,0348 | 0,0158 | 0,0070 | 0,0030 | 0,0013 | 0,00056
co | 0,66671 0,3333 10,1667 | 0,0833 | 0,0417 1 0,0208 | 0,0104 | 0,0052 | 0,0026 { 0,0013
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TABLICA 1 (ed.)
k=4
R _
N 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 | 0,7500 | 0,2500
3| ,7500| ,3000|0,0750 \
4| ,7500| ,3214| ,1071|0,0214
5| ,7500| ,3333( ,1250| ,0357|0,0080
6| ,7500| ,3400| ,1364| ,0455| ,0114]|0,0016|
7| ,7500| ,3462| ,1442| ,0524| ,0157| ,0035 | 0,0004
8| ,7500| ,3500| ,1500| ,0577| ,0192| ,0052| ,0011| 0;0001
o | ,7500| ,3520| ,1544| ,0818| ,0221| ,0088| ,0017] ,0003 |0,0000
10 | ,7500| ,3563 |- ,1579| ,0650| ,0244| ,0081| ,0023| ,0005| ,0001|0,0000
12 | 0,7500 | 0,3587 | 0,1630 | 0,0699 | 0,0280 | 0,0103 | 0,0034 | 0,0010 | 0,0003 | 0,0001
14 | ,7500| ,3611| ,1667| ,0733| ,0306| ,0120| ,0044| ,0014| ,0004| ,0001
16 | ,7500 | ,3620| ,1694| ,0759| ,0325| ,0133| ,0051| ,0018| ,0008| ,0002
18 | ,7500| ,3643| ,1714| ,0779| ,0342| ,0148| ,0057| ,0022| ,0008| ,0003
20 | ,7500| ,3654| ,1731| ,0795| ,0353| ,0152| ,0062| ,0025| ,0009| -,0003
26 | 0,7500 | 0,3674 | 0,1760 | 0,0824 | 0,0376 | 0,0167 | 0,0072 | 0,0030 | 0,0012 | 0,0005
30 | 0,7500 | 0,3686 | 0,1780 | 0,0843 | 0,0391 | 0,0178 | 0,0079 | 0,0034 | 0,0014 | 0,0008
oo | 0,7500 | 0,3750 | 0,1875 | 0,0938 | 0,0469 | 0,0234 | 0,0117 | 0,0059 | 0,0029 | 0,0015
E=5H
.2 10,8000 | 0,2667
3 | ,8000| ,3200] 0,0800
4 | ,8000| ,3420| ,1143]0,0229
5 | ,8000| ,3556| ,1333| ,0381|0,0084| .
6 | ,8000| ,3636| ,1455| ,0485| ,01210,0017
7 | ,8000| ,3602| ,1538| ,0559),0168| ,0087|0,0005
8 | ,8000| ,3733| ,1600| ,0615| ,0205| ,0056| ,0011|0,0001 .
9 | ,8000| ,3765| ,1647| ,0859| ,0235| ,0072| ,0018| ,0003]0,0000
10 | ,8000| ,3780| ,1684| ,0894| ,0260| ,0087| ,0025| ,0008| ,0001|0,0000
12 | 0,8000 | 0,3826 | 0,1739 | 0,0745 | 0,0298 | 0,0110 | 0,0037 | 0,0011 | 0,0003 | 0,0001
14 | ,8000| ,3852| ,1778| ,0782| ,0326| ,0128| ,0046| ,0015| ,0005| ,0001
16 | ,8000| ,3871| ,1806| ,0810| 0347| ,0141| ,0054| ,0020| ,0007| ,000%
18 | ,8000| ,3886| ,1820( ,0831| ,0364{ ,0153| ,0061| ,0023| ,0008| 0003
20 | ,8000| ,3807| ,1846| ,0848| ,0877| ,0162| ,0067| ,0026{ ,0010| ,0004
25 | 0,8000 | 0,3918 | 0,1878 | 0,0879 | 0,0401 | 0,0178 | 0,0077 | 0,0032 | 0,0013 | 0,0005
'30 | 0,8000 | 0,3932 | 0,1898 | 0,0899 | 0,0418 | 0,0190 | 0,0084 | 0,0037 | 0,0015 | 0,0006
o | 0,8000 | 0,4000 | 0,2000 | 0,1000 | 0,0500 | 0,0250 | 0,0125 | 0,0082 | 0,001 | 0,0016

Zastosowania Matematykt IEL

14
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4. Podobnie jak w poprzednim ustepie dostosowali§my test Mostel-
lera do zagadnienia A,, tak zmodyfikujemy teraz test Sadowskiego dosto-
sowujge go do zagadnienia B,. W tym celu zdefiniujemy statystyke »’
w nastepujacy sposdb:

Jezeli wfréd k—1 prébek z populacji niewyréznionych jest taka,
ktéra zawiera element wigkszy od elementéw we wszystkich pozostatych
probkach i element mniejszy od élementéw we wszystkich pozostatych
prébkach, to ' > 2 jest liczbg wystajacych elementéw tej prébki w poréw-
naniu z probkg wyrézniong (elemeniami wystajgcymi w poréwnaniu z prébkg
wyrézniong nazywamy tu elementy wieksze od wszystkich elementéw
prébki wyrézinionej i elementy mniejsze od wszystkich elementéw prébki
wyréznionej). W przypadku przeciwnym, tj. gdy element najwiekszy
i najmniejszy znajdujg si¢ w réznych prébkach lub gdy oba ekstremalne
elementy znajduja si¢ w prébce wyréznionej, przyjmujemy 7' = 0.,

. Test dla zagadnienia B; polega na nastepujacej alternatywie:

jeli v’ >’ przyjmujemy, ze najwiekszg wariancje ma populacia,
ktérej probka zawiera elementy ekstremalne,

jedli # <r,, przyjmujemy, ze zadna z populacji nie ma wariancji
wiekszej niz wariancja probki wyr6znionej.

Wartodé krytyczng 7, nalezy obliczyé z warunku
(4) P =1 =..=4 <q

gdzie liezby 4, 4, ..., 4, jak na poczatku pracy, oznaczajg wspélezyn-
niki rozciggnigcia poszezegélnych populacji (z dokladnodeiz do stalego
czynnika 83 one réwne Srednim kwadratowym odchyleniom poszezegél-
nych populacji). Jedli pierwsza populacja jest wyrézniona, to nieréwnosé
(4) pociaga za soby nierdwnodé

(5) Plr' > oA = max(ig, A3y vy X)) < @

Statystyka r' moze przyjmowaé wartodé zero lub wartosci naturalne
od 2 do n. Zauwasmy przede wezystkim, ze
, k-1 n-—1
Pl =2 =ds=... =2 =~ w1’
gdyz zdarzemie 7' > 2 jest réwnowazne z tym, ze najwiekszy element
znajdzie si¢ w jakiej§ prébce niewyréznionej (prawdopodobienstwo tego
zdarzenia jest (k—1)/k) i ze w tej samej prébee znajdzie sie element naj-
mniejszy (prawdopodobienstwo tego jest (n—1)/(kn—1)).
Zwr6émy dalej uwage na fakt, ze dla ¢ > 2 prawdopodobienistwo
Plr'=glly=2=...=1) jest réwne iloczynowi prawdopodobieristwa,
iz jedna z k—1 prébek niewyréznionych zawiera oba elementy ekstre-
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malne (jest to obliczone juz prawdopodobienstwo nier6wnosei » > 2),
przez prawdopodobienstwo, ze jeszeze o—2 i tylko p—2 innych elementow
prébki z elementami ekstremalnymi wystaje poza elementy prébki wy-
réznionej. To ostatnie zdarzenie moze sig zrealizowaé na ¢—1 rozlgcznych
sposobdw, polegajacych na tym, ze gpofréd o—2 elementéw Wysta,jq)eych
(nie liczge elementéw ekstrema.lnych) jest:

0—2 elementéw wigkszych niz wszystkie elementy prébki wyr6znio-
nej,
0—3 wigkszych i 1 element mniejszy niz wszystkie elementy prébki
wyrdznionej,
o—4 mgkszych i2 elementy mniejsze niz Wszystkle elementy prébki
wyrézmone3 ) .

-----------------------------------------

0 wiekszych i ¢—2 elementéw mniejszych niz wszystkie elementy
prébki wyréznionej. ‘
Kazda z tych ewenfualnodci ma warunkowe prawdopodobwﬁstwo,
pod warunkiem, ze r' > 2 i /11 =g = ... = A, r6wne

n—2 n—8 n—o-+1 n n—1 _
2n—2 2n—3 " 2n-lg+1 2n—p 2n—p—1

_nl ._(24@—‘9——2)!_(%)/(_2%——2)
C(m—g)  (2n—2)! e/ e I’

Poczgtkowe ¢—2 czynniki powyiszego iloczynu wyrazajp ‘prawdo-
podobieristwo, ze ¢—2 elementy wystajace (nie liczge ekstremalnych)
nalezy do prébki z elementami ekstremalnymi, a ostatnie dwa ezynniki
83 prawdopodobienistwami, ze dalsze kolejne co do wielkosei od géry i dotu
elementy nalezg juz do prébki wyréznionej (gdyz inaczej byloby 7’ > p).

Tak wiee otrzymujemy ostatecznie

k-1 n-—1 n 2n—2
P = 2 = =_,,=1 T e § e __1 ’
{r el =2, k} PR (e )(Q)/( 0 )
dla ¢ >2,
o k—1 1
’ . A n—
Plr' =0k = A = ... = A} =lo——r

Prey n daggeym do nieskoficzonodei statystyks r’ ma rozklad graniczny

e k—1 g—1
IlmP{T = le'l 1 12 - = ﬂk} —_T 922
N 5060

dla p>2,
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oraz

HM P = 0|4 =4y = ... = &} = 1k

n—>00 k

Prawdopodobienstwo nieréwnosei #' > r,, potrzebne nam do obliczania
wartodci krytycznych 7., obliczamy z wzoru

n
Plr' vl =2y = ... = I} = Z’P{r' —ol =y =... =X} =
g
-1
=1 —2 Plr' =olhh=dg=...=X).
. n-o

Dla kilku wartodei % i réinych r, oraz n obliczyliémy tablice prawdopo-
dobiefistw P {r' > rid; = A = ... = X} (tablica 2 na str. 213 i 214).

5. W zagadnieniach A i A, poszukiwaliSmy populacji z najwigkszg
wartodcig frednig. Oczywiscie test Mostellera [1] do zagadnienia A i nasz
do zagadnienia A, da si¢ réwniez uzyé do poszukiwania populacji z naj-
mniejszg wartodcig drednig. Wystarezy w tym celu w definicji statystyki
R lub R’ zastapié wezedzie slowa ,najwiekszy” i ,wiekszy” stlowami
,,najmniejszy” i ,,mniejszy”. Moina teZ (co na to samo wychodzi) nie
zmieniajge testéw zmienié tylko znaki wezystkich obserwacji, przez co
elementy mniejsze stang si¢ wiekszymi i populacja o najmniejszej wartosei
gredniej stanie sie populacja o najwiekszej wartodei Sredniej.

Podobnie w warunkach zagadnieti B i B; mozna pytaé o populacje
o najmniejszej wariancji. Takie zagadnienia majs nawet duzo wigksze
znaczenie praktyczne, gdyz na ogél duza wariancja jest niepozgdang
wiladciwodcia populacji i staramy si¢ znaleZé warunki minimizujgce wa-
riancje. Test Sadowskiego [2] do zagadnienia B i nasz do zagadnienia
B, moina takze stosowaé przy poszukiwaniu. populacji z najmniejszg wa-
riancjg. Wystarczy w tym celu przed przystgpieniem do opracowania
materialu eksperymentalnego odwzorowaé wazystkie obserwacje za po-
mocy przeksztalcemnia rzutowego

(6) = 1{(@—p),

gdszie u jest wsp6lng frednig wszystkich populacji. Takie odwzorowanie
samienis populacje o najmniejszej wariancji na populacje o wariancji
najwiekszej. Zamiast przeksztalcaé w fen sposéb wszystkie obserwacje
moina tylko zmienié definicje -statystyk r i ¢, Zamiast liczyé elementy
wystajgoe wystarczy w tym celu liczyé elementy wewnetrzne, o jest
Po obu stronach fredniej u liczy¢ elementy blizsze tej sredniej niz elementy
prébek z pozostalych populacji. Takie postepowanie wymaga zZnajomosei



Wartoéci prawdopodobienstw P {r' > rid, = 4, =
populaeji (k) i od liczebnofci prébek (n)
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= 1)
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w zaleznofci od iloded

k=2

e | g 3 4 5 8 7 8 9 10
"N\

2 | 0,1667

3 | ,2000 | 0,1000

4 | ,2143 | ,1286 | 0,0429

5 | ,2222| ,1420 | ,0835 | 0,0159

6 | ,2273 | ,1515| ,0758 | ,0271| 0,0054

7 | ,2308 | ,1573 | ,0839 | ,0350| ,0105| ,0017

8 | ,2333| ,1815| ,0897 | ,0408| ,0147| ,0038| 0,0005 :

9 | ,2853 | ,1647 | ,0941 | ,0452| ,0181| ,0058| ,0013| 0,0002

10 | ,2368 | ,1672 | ,0075 | ,0488| ,0208| ,0075| ,0021| ,0004| 0,0000
12 | 0,2301 | 0,1708 | 0,1025 | 0,0539 | 0,0252 | 0,0104 | 0,0037| 0,0011 | 0,0003
14 | ,2407 | ,1733 | ,1059 | ,0576| ,0283| ,0126| ,0060| ,0018| ,0005
16, | ,2419 | ,1752 | ,1085 | ,0603 ,0306| ,0143| ,0061 ,002¢| ,0008
18 | ,2429 | ,1766 | ,1104 | ,0623| ,0324| 0156 ,0070| ,0029( ,0011
20 | ,2436 | ,1776 | ,1119 | ,0640| ,0339| ,0168| ,0078{ ,0034| ,0014
25 | 0,2449 | 0,1798 | 0,1146 | 0,0669 | 0,0365 | 0,0188 | 0,0092| 0,0043 | 0,0019
30 | 0,2458 | 0,1811 | 0,1164 | 0,0688 | 0,0382| 0,0202 | 0,0102 | 0,0050 | 0,0023
oo | 0,2500 | 0,1875 | 0,1250 | 0,0781 | 0,0469 | 0,0273 | 0,0156 | 0,0088 | 0,0049

k=3

2 | 0,1250

3 | ,1600 | 0,0800

4 | ,1765 | ,1059 | 0,0353

5 | ,1860| ,1196 | ,05632 | 0,0133

6 | ,1923 | ,1282 | ,0841 | ,0220| 0,0048

7 | ,1967 | ,1341 | ,0715 | ,0298| ,0089| 0,0015

8 | ,2000 | ,1385 | ,0769 | ,0350| ,0126| ,0033 0,0005

9 | ,2026| ,1418 | ,0810 | ,0389| ,0156| ,0060| ,0011| 0,0001

10 | ,2046 | ,l444 | ,0842 | ,0421| 0,180| ,0085| ,0019| ,0004| 0,0000
12 | 0,2076 | 0,1483 | 0,0890 | 0,0468 | 0,0218 | 0,0090 | 0,0032 | 0,0010 | 0,0002
14 | ,2007 | ,1510 | ,0923 | ,0501| ,0246| ,0109| ,0044| ,0018| ,0005
16 | ,2113 | ,1530°| ,0847 | ,0526| ,0267| ,0125| ,0053| ,0021| ,0007
18 | ,2125| ,1545 | ,0066 | ,0545| ,0284| ,0187| ,0062| ,0026| ,0010
20 | ,2135| ,1558 | ,0981 | ,0847| ,0297| ,0147| ,0088| ,0030| ,0012
25 | 02152 | 0,1580 1 0,1008 | 0,0588 | 0,0321| 0,0165 | 0,0079 | 0,0038 | 0,0017
30 | 0,2184 | 0,1505 | 0,1025 | 0,0606 | 0,0337| 0,0178 | 0,0090 | 0,0044| 0,0020
o | 0,2222 | 0,1667 | 0,1111 | 0,0804| 0,0417| 0,0243 | 0,0139] 0,0078 | 0,0043
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TABLICA 2 (cd.)

k=4
rl
a2 3 4 5 8 7 8 0 10
2 | 01071
3 | ,1364 | 0,0682
4 | ,I500 | ,0900 | 0,0300
5 | ,1579 | ,10156 | ,0451 | 0,0113
6 | ,1630 | ,1087 | ,0543 | ,0194| 0,0039
7 | ,1667 | ,1136 | ,0606 | ,0253| ,0076| 0,0013
8 | ,1694 | ,1172 | ,0851 | ,0296| ,0107| ,0028| 0,0004
9 | ,1714| ,1200| ,0688 | ,0330| ,0132| ,0042| ,0010| 0,0001

10 ,1731 ,1222 ,0713 ,0356 | ,0153| ,0065| ,00167 ,0003| 0,0000

12 0,1755 | 0,12564 | 0,0752 | 0,0396 | 0,0185( 0,0076 | 0,0027 | 0,0008| 0,0002
14 ,1773 ,1276 ,0780 ,0424| ,0208| ,0092) ,0037| ,0013| ,0004
16 , 1786 .1293 ,0800 L0445 | ,0226 | ,0105! -,0045| ,0018| ,0006
18 ,1796 , 1306 ,0816 ;0461 ,0240 ,0116| ,0052| ,0022, ,0008
20 ,1804 , 1316 ,0829 ,0474 | ,0251| ,0124| ,0058; ,00256 ,0010

25 0,1818 | 0,1335 | 0,0851 | 0,0496 | 0,0271: 0,0140 | 0,0088 0,0032 0,0014.
30 0,1828 | 0,1347 | 0,0866 0,0612| 0,0284 | 0,0150( 0,0076 | 0,0037 | 0,0017
oo 0,1875 | 0,1406 | 0,0938 | 0,0586| 0,0352| 0,0205| 0,0117 0,0086 | 0,0037

0,0889
,1143 | 0,0571
,1263 ,0768 | 0,0253
,1333 | ,0857 ,0381 | 0,0095
, 1379 ,0920 ,0460 0164 0,0033 | -
,1412 ,0963 ,0613 ,0214( ,0084| 0,0011
,1436 ,0994 ,0652-| ,0251| ,0090) ,0023 0,0003
1454 ,1018 ,0582 ,0280( ,0112{ ,0036| ,0008| 0,0001
,1469 ,1037 ,0805 ,0303 ( ,0130 ,0047| ,0013| ,0003| 0,0000

it
S W00 TN

12 0,1492 | 0,1065 | 0,0639 | 0,0336( 0,0157 0,0065| 0,0023 | 0,0007 | 0,0002
14 , 1507 ,1085 ,0663 ,0360| ,0177| ,0079| ,0031( ,0011} ,0003
16 ,1519 ,1100 | ,0681 ,0378 | ,01921 ,0080| ,0038| ,0015( ,0005
18 ,15628 ,1111 ,0695 ,0392 | ,0204; ,0098, ,0044| ,0018: ,0007
20 ,1535 ,1120 ,07056 ,0403 ( ,0213 ,0106| ,0049| ,0021| ,0009

25 | 0,1548 | 0,1137 | 0,0725 | 0,0423{ 0,0231; 0,0119| 0,0058 | 0,0027 | 0,0012
30 | 0,1657 | 0,1147 | 0,0738 | 0,0436 | 0,0242 [ 0,0128 0,0065 | 0,0031| 0,0015
co | 90,1600 | 0,1200 | 0,0800 | 0,0500| 0,0300! 0,0175| 0,0100| 0,0056| 0,0031
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wartosci sredniej u. W przypadku gdy wartodé srednia u nie jest znana,
mozng we wzorze (6) lub opisanym wyzej postegpowaniu zastgpié srednig u
przez jej przyblizenie obliczone na podstawie elementéw wszystkich pré-
bek. Nalezy jednak pamietaé, ze takie postepowanie zmienia nieco roz-
klad statystyk r i »'.
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INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIEJ AKADEMII NAUK

Praca wplynela 10. 4. 1956

H. IOVKAMEBHY (Bapmapa) 2 B, CAXOBCKHH (Bponass)

O CPABHEHHM I'EHEPAJIBHBIX COBOKYIHOCTER
C COBOKYIIHOCTHhIO KOHTPOJJIBHOHA

PESOME

B craree paEH gBa NPOCTHE HENAPAMETPHMYECKHME TECTH BHAYMMOCTH KJIH CPaB-
HEHHA OTHOCHTEJIBHO CpPejHe# MAM AUCHOPCHU k—1 COBOKYNHOCTeH C COBOKYIHOCTBIO
ROHTPOJBHOM.

HKpurepuit gaéT BOBMOKHOCTL Paspemarb, y KOTOPO# W8 cpaBHABaeMHX &k co-
BOKYmHoCTe# CcpexHAs (Mam JECHePCOHA) HAmGOJbINAfA, NPAYEM BePOATHOCTE OmEGKM,
cocroameit B BHOOpe OfHOU %3 k—1 COBOKymHOCTeM HEHKOHTPOJHLHHX, KOTJRA B feii-
CTBHTE/IbHOCTE KOHTPOJBHAA COBOKYNHOCTh HMeeT CpPegHIoN (MJIM JHCHEePCHIO) He .
MeRbIIe YeM OCTAIbHHEe COBOKYIMHOCTHM, He GoJblne MPOMSBOJBLHOrO YHCIA a.
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J.LUKASZEWICZ (Wroclaw) and W. SADOWBEI (Warszawa)

ON OOMPARING SEVERAL POPULATIONS
WITH A OONTROL POPULATION

SUMMARY

- The paper contains two simple non-parametric tests of significance for compar-
ing k—1 populations with a control population with respect to the mean or to the
variance. The tests make it possible to decide which of the compared % populations
has the largest mean (or varianee); as regards the error consisting in choosing one
of the k—1 non-control populations while actually the mean (or variance) of the con-
trol population is not less than those of the remaining populations, its probability
is not larger than an arbitrarily chosen number a.



