H. STEINHATUS (Wroclaw)
DYSPERSJOMETR

We wszelkie] statystyce duzg role odgrywa miara rozrzutu
zwana odchyleniem $rednim Iub standardowym (a w teorii bledéw —
bledem $rednim) i oznaczana zwykle mals grecks literg o (sigma).
My bedziemy te wielkodé nazywaé dyspersjq (jakkolwiek nie jest
to terminologia oficjalna). Jezeli x jest zmienng losows, to relacja

(1) o= Br*— (Ez)?

jest okredleniem dyspersji o tej zmiennej losowej. W praktyce zwykle
ta teoretyczna dyspersja nie jest znana i trzeba ja szacowaé z po-
miaréw iksa. Uzywa sig do tego zwykle wyrazenia

(9) 8_]/ s —2)'+ '—x>2+ (@, — )

w ktérym % oznacza $rednia pomiarow x,,x,,...,

Wzdr (2) nalezy rozumieé¢ jak nastepuje: kazidy z kole]nych 7 nie-
zaleznych wzajemnie pomiaréw w; (i=1,2,...,n) jest realizacja
zmiennej losowej #; kazdy uklad takich » pomiaréw nadaje wyra-
zeniu s, jakag$ wartoé, ktora tez zalezy od losu (bo na ogol kazde n
pomiaré6w daje na s, inng warto§é). Wyrazenie s, jest estymatorem
dyspersji, zwiazek za§ miedzy tym wyrazeniem a dyspersja jest

:IH

(3) Es} = a?

i sprawdza sie przy wszelkim rozkladzie zmiennej losowej . Wzor
 (3) wyraza fakt, ze s} jest nieobcigionym estymatorem wariancji
a?: oczekiwana warto$é zmiennej s} jest dokladnie réwna wariancji
w =0 Juz z tego samego wynika, ze s; jest obcigéonym estymatorem
dyspersji, latwo bowiem z (3) wyprowadzié nier6wnosé¢ Es,<o.
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Mozna temu zaradzié, gdy zmienna losowa # ma rozklad normalny.
Mozna wtedy obliczyé wspélezynnik A, taki, Ze wyrazenie

(4) § =LV (@ — )+ (@ — ) +... + (0, — )

jest juz nieobeigzonym estymatorem dyspersji Es=o. Tak np.
A Wynosi 0,34271). Ale zaréwno w popularnym wzorze (2), jak
i w bardziej wyrafinowanym wzorze (4), wystepuje kwadrowanie
i pierwiastkowanie, co zamyka drzwi warszbatow i fabryk przed
owym waznym parametrem statystyeznym, jakim jest dyspersja.
Parametr ten jest waszny, bo jest miarg jednostajnosei produkeji,
a nawet tam, gdzie nie zalezy na jednostajnosei produktu, lecz tylko
na statecznodci gredniej, pozwala on ocenié, czy stwierdzone odchy-
lenie §redniej z od przepisanej wielkosci X jest nieistotne, to znaczy
usprawiedliwione maloscia liczby n, czy tez istotne, to znaczy wy-
nikte z nadmiernego odchylenia gredniej X w calej partii od prze-
pisanej wielkosci X.

Przy biezacej produkeji trzeba badaé osobno sztuki wyrzucane
przez kaizdy automat, i to dosyé czesto, sposobem prébek, np. po
10 sztuk; dlatego trzeba udostepnié obliczanie wyrazend takich,
jak (2) lub (4), ré6wniez personelowi o nizszych kwalifikacjach. Za-
checony przez grupe SKJ Instytutu Matematycznego PAN, ktdra
niejednokrotnie zwracala uwage na potrzebe podr@ezne'go i nie-
drogiego przyboru ulatwiajacego korzystanie z wzorow (2) lub (4)
przy estymacji sigmy i wykonala jego projekt, po kilku probach
skonstruowalem taki przyrzad oparty na innej zasadzie i prostszy.
Do zrozumienia jego dziatania zbedne sg teorie wiodace do WZOTOW
poprzednio podanych. Gdy dane sg liczby

&i=|w—z| (i=1,2,...,n),

dyspersjometr ma doprowadzi¢ bez ra.chunkow do odezytania na
odpowiedniej podzialce wartofel wyrazenia

Dyspersjometr sktada si¢ z czedci istotnej i z akcesoriow. Akce-
soriami sg: deska rysunkowa z whbitym w nig gwozdzikiem € i na-
kluwacz N. Za gwozdzik shuzyé moze igla gramofonowa, a za naklu-
wacz nézka cyrkla, zwykla szpilka lub réwniez igla gramoifonowa
osadzona (zamiast laseczki grafitowej) w oléwku. COzesé istotna
najlatwiej otrzyma¢ przez wyciecie w blaszanej plytce D (por. tys. 1)
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dwéch szezelin pod katem prostym, laczgeych sie w wierzcholku
W kata. Wzdluz szozelin sa umieszezone skale, a mianowicie skala
Z na prawym ramieniu kata i skala 8 na lewym. Ramiona kata
i szezeliny oznaczamy tez przez :
Z1 8. Skala E jest centyme-

trowa, z podzialem na mili- S q
mefry, a skala 8 jest tez < 3
zwykla, ale jej modul jest 1/4,, _i
gdzie 1, jest wspolezynnikiem O,_E
po prawej stronie wzoru (5). =
Dla uplastycznienia wyobrazmy © —5
sobie, ze n=10; wtedy wspol- 3

~ czynnik 4, wynosi 0,3427 i ska- E
la § ma modul 29,18 mm’). =3
Pomiary iksa daly @y,®,,... E
eevy®9. Z mich przez doda- ©3
nie otrzymujemy natychmiast E
_ 1 -3
F = T()—Z$" a potem przez E
odejmowanie 2) liczby &, =®; — 7| <3
(¢=1,2,...,10). Plytke D kla- 3
dzie sie na rysowniey, tak zeby Mj
gwozdzik @ pojawil sigp w wierz- E
chotku W (rys. 2). Teraz whija- N
my lekko nakluwacz N w punkt 3
P, lezgcy w szozelinie przy ce- 3
sze &, po oczym obracamy D, \_g
tak zeby W doszlo do P,. Przy 3lg N
tej operacji i wszystkich na- W | T

012345678910

stepnych gwozdzik @ ma pozo-
stawaé w szezelinie plytki D. fa)
Wyjmujemy N (przytrzymujgc Rys. 1

lews reks D) i wbijamy w punkt

P, lezacy w szczelinie przy cesze £,, nastepnie przez obrét D dopro-

@

) Wszedzie piszemy liczby czterocyfrowe zaokraglajac ostatnia cyfre.
Ta dokladnosé nie jest nadmierna, gdy chodzi o definicjo skal majacych
stuzyé za prototypy przy ewentualnej produkeji fabrycznej dyspersjometrow.

?) Odejmujemy zawsze mniejsze od wigkszego — tak naleizy wyjasnié
znak | | praktykom.
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wadzamy W do P,. Znowu wyjmujemy XN i postepujemy jak
wyzej, az w konieu W znajdzie sip w punkcie P, w kitérym
tkwi N Teraz nie wyjmujemy juz N, lecz na skali § odczytu;]emy
ceche 5 wskazang przez gwozdzik Q.

Zauwazmy, ze kazdy kolejny ruch plytki D obraca ja w lewo
(tj. przeciwnie do biegu wskazowki zegara)ize e ruchy nie wymagaja
ani wprawy, ani skupienia uwagi, ktéra jest skierowana na poprawne
nakluwanie punktéw P,,P,,... itd.; obracanie plytki koticzy sie,
gdy W dojdzie do nakhuiwacza N tkwigcego w desce — wtedy trzeba
lewg reka przytrzymaé plytke, a prawsg (ktoéra stale trzyma N)
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wyjaé¢ nakluwacz i wbié go w nastepny punkt P. Jezeli D jest za-
opatrzona w rgczke R, to lewa reka stale trzyma' R a prawa N.
Na rysunku pokazano dwa polozenia rgczki R. Jedno z nich jest
dogodne dla 0s6b, ktére wolalyby trzymaé nakluwacz w lewej rece.
Zauwazmy w koncu, ze kolejno§é liczb jest obojetna; mozemy je
zatem od razu zaznaczyé wszystkie na skali &, jezeli blacha obok
skali jest polakierowana, tak ze znaki oldwka mozna zmazaé po
ukonezenin obliczenia s; (lepszy od blachy jest do tego celuloid).
Wtedy proces jest taki: kazda z liczb &; zaznaczamy kresks, jak
pokazuje rysunek 2, numerujemy kreski od I do X i to tak, zeby
1 odpowiadalo najwiekszemu &;, a X najmniejszemu i zaczynamy
od punktu P, odpowiadajacego kresce I, a konezymy na punkecie
P, odpowiadajacym kresce X. Ten porzgdek weale nie jest konieczny
(nie bylo o nim mowy w opisie o kilkanagcie wierszy przedtem), jed-
nak ulatwia on pierwsze ruchy blachy D, ktére sg niewygodne, gdy
zaczynamy od matych & i musimy obracaé przyrzad o duzy kat
opierajace go o dwa sztyfty blisko siebie polozone; to zostalo obecnie
wylaczone, jezeli choéby tylko jedno &; nie jest male. Ponadto ma-
lejace uporzgdkowanie liczb & zmniejsza calkowity obrét przyrzadu:
mozna udowodnié¢ twierdzenie elementarne, ze obrét jest najmniejszy
wladnie przy malejacym uporzgdkowaniu liczb £ 'W koncu zaznacze-
nie kreskami punktéw P; przed rozpoczeciem poruszania blachy
“chroni od omiylek i opuszczen, bo podezas obracania blachy nie ma
sie juz do czynienia z liezbami i szukaniem punktéw P; — wystar-
czy liczyé tylko w mydéli (lub glogno) kroki: jeden, dwa, ..., dziesieé
i wbijaé¢ nakluwacz w punkty juz zaznaczone numerami I-X. '
Dowéd, ze aparat rzeczywiscie daje wartodé s zgodng z wzorem
(5), wynika z rysunku 2, ktéry (dla n=10) pokazuje uklad kolejnych
tréojkatow prostokgtnych — a raczej pokazalby je, gdyby wszystkie
punkty P; polaczyé z @. Dla kazdego ¢ tréjkat QP P;,, (i=1,2,...,
n—1) jest prostokatny; poniewaz P; P;,, jest rowne £ w skali 8
(i=0,1,...,n—1) (P, czytaj jako @), wiec w tej skali bedzie, we-
dlug twierdzenia Pitagorasa, @QP, réwne V&+&+...+&. Po-
niewaz jednak QP (czyli W@Q) odczytujemy na skali 8, ktérej mo-
dut jest A, razy mme_]szy od moduiu skall E, wiegc odezytane s jest
zgodne z wzorem (5). :
Najezedciej w praktyce liczno$é n pozostaje bez zmiany przy
wielu kolejnych obliczeniach. Jezeli chcemy zmieniaé n, musimy
mieé rézne skale §. Modut ps, skali 8 jest 1/2,, przy czym
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—1
' 1,,=1“("
2

dla »=5,8,10,12,15,20 — przy zachowaniu modulu 10 mm na

Fond

skali £ — musimy mieé szes$é réznych skal S, a mianowicie

skale §; o module 18,80 mm (22,36 mm),

) / ]/ 2 I'(n[2); cheace mieé np. dyspersjometr uzyteczny

w Ssom » 25,53 mm (28,28 mm),
(6) w Sy ” 29,18 mm (31,62 mm),
w S ” 32,42 mm (34,64 mm),
w Sy ” 36,756 mm (38,73 mm),
w Sy oy 43,10 mm (44,72 mm).

Mozna umiedcié te skale na wstgzkach stalowych zakonezonych
zakladkami, ktére wpina sie w okienka wyecigte w plytce D przy
koticach szczeliiy § — zapas szefeiu skal wystarczy niemal we wszyst-
kich typowych przypadkach wyrywkowej kontroli biezacej operujacej
malg liczbg sztuk prébnych. Praktyezniej byloby jednak ograni-
czyé n do’ 5,8,10 i 12, a ‘wige do czterech skal do wpinania, a dla
n=15 i 20 mieé osobny dyspersjometr z dwiema skalami wzdluz
szezeliny 8 — tutaj skala £ mialaby modut 5 mm, co pozwoliloby
zredukowaé moduly skal § do 18,37 mm dla 8;; i 21,55 mm dla
8,,, & wiee pozostawiloby rozmiary blachy D w granicach przewi-
dzianych dla n=10.

Wyjasnimy " znaczenie ostatniej kolumny spisu (6). Mianowicie
podaje ona moduly u, dla dyspersji o, okreflonej przez

1
(7) 0= —=V (@, — &)+ (@ —E) +... + (2, — F)" .

n
Zgodnie z tym wzorem moduly podane w ostatniej kolumnie s3
réwne ¥n centymetréw.

Wryrazenie (7) figuruje pod nazwa ,,odchylenie Srednie empi-
ryczne” w normie PN/N-03001 (wydanej przez Pol. Kom. Norma-
lizacyjny w lutym 1951r.) jako pozycja 6-45. W tejze- normie
wystepuje réwniez nasze wyrazenie (2) jako pozycja 6 - 50 pod nazwa
,odchylenie §rednie empiryczne z probki”’, jest ono tam oznaczone
przez s,.

Inne wyrazenia niniejszej pracy shizg do wnioskowania o dys-
persji w populacji z dyspersji w prébce zlozonej z n sztuk i nadaja
sie do orzekania o niejednolitosci partii towaru z niejednolitosei
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prébki, natomiast wyrazenie (7) nie jest pomyslane jako estyma-
tor; jego role pokazemy na przykladach:

1. Mamy stwierdsié, czy automat produkujacy tuski do nabojow da sie
ustawié statecznie ze wzgledu na &rednice fuski. Dostawea automatu gwaran-
tuje 60,1 mm, gdzie g, oblicza sie z (7) (n nie figuruje w gwarancji!). Mierzymy

¢rednice »; (i=1,2,...,15) 15 kolejnych hisek i obliczamy ¢; wedhig (7), przy
15

czym za x wstawiamy 5 x;, a nastepnie poréwnujemy wynik z 0,1,
=1

Inny, moze Wainiejs;y, uzytek z (7) jest nastepujacy:

2. Automat z przykladu 1 jest w ruchu. Chcemy stwierdzié¢, czy w danej
chwili jest nastawiony na wiadciwg &rednice tuski, wynoszacg 8 mm, z dosta-
teczng dokladnoscia, ktéra jest okreslona przez wzdr (7) i nier6wnosé 0.<<0,13 mm.
Mierzymy np. 12 lusek po kolei i ich srednice x;(i=1,2,...,12) wstawiamy
w wyrazenie (7), jednak za = wstawiamy 8; a nastepnie poré6wnujemy wynik
z tolerancja 0,13.

Widaé tu jasno, ze konwencjonalny charakter przepisow to-
lerancyjnych pozwala w takich przypadkach, jak wyzej, na postu-
giwanie sig wzorem (7), ktory jest prostszy od poprzednich dzieki
temu, ze nie spemia roli estymatora. Chcae przystosowaé dysper-
sjometr do wzoru (7) musimy uzyé¢ skal odpowiadajacych pozycjom
spisu (6) ujetym w nawiasy ()

Zwroémy jeszcze uwage na to, ze gdy mamy dyspersjometr
odpowiadajacy opisowi, a nie wzorowi (7), tolerancje za$ okreslono
wedlug (7), to wystarczy je pomnozyé przez odpowiednie wspol-
czynniki, ¢o jest trudem jednmorazowym, a nastepnie postugiwad
sig dyspersjometrem i nowymi tolerancjami. Wspblezynniki otrzy-
muje si¢ z podzielenia liczb W nawiasach ostatniej kolumny (6)
przez liczby przedostatniej kolumny tegoz spisu.

Prostota dyspersjometru zbliZa go do idealu praktyka. Pami@-
tajmy jednak o tym, ze — Przy zalozeniu normalnofei rozkladu
iksa — 88 sposoby rachunkowe szacowania sigmy, ktore dla matych
licznodei (a dyspersjometr nadaje si¢ tylko do takich) sa prostsze
niz wszelki aparat. Tak np. estymator

(8) 0§t= 0,135(x, + o3+ By Lyt Xg— Lg— L — g — -739— T1p),

ktéry wyzyskuje bezposrednio pomiary # ustawione poprzednio
malejaco (2,>8,>®5>>... 2y =>0y) (1 analogiczne estymatory dla
innych n) daje niemal te sama dokladnoéé, co (4), a chyba juz nie
dadzg sie pomysleé wyrazenia prostsze pod wzgledem rachunkowym.
O takich i innych estymatorach opracowal F. Zitek referat dla
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Zastosowan Matematyki, ktory czytelnik znajdzie w niniejszym
zeszycie Zastosowan Matematyki. J. Battek z Ogdlnej Grupy
Zagtosowann I, M. PAN sporzadzil rysunki i modele dyspersjo-
metru oraz uproscil go przez skasowanie przegrédki dzielacej szcze-
liny; jemu i p. Zitkowi. dzigkuj¢ tu za cenng pomoc.

Wydaje mi sig, ze w praktyce biezgcej kontroli produkeji rzadko
zdarza sig sytuacje, w ktorych zaréwno dyspersjometr jak i wzory
typu (8) okaza si¢ za malo dokladnymi lub zbyt trudnymi sposobami
pomiaru dyspersji.

Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk

(Praca wplyneta dnia 23. 5. 1953 r.)

T, mMTE HHT AVC (Bponaas)
JAHCHEPCHOMETP

PE3IOME

IIucnepcnoMeTp CBOANT BHYNCIeHHe TaKHX BHpakeHud Kax (6) upn
HOCTOAHHOM 7 HE TNPEBOCXORAMUM 20 K OTUMTHBAHHIO YHMCIOBEIX IOMETOX Ha
OGHKHOBEHHHX IIKAJNAX, HAKANLIBAHHIO TOYEK W K NEPeABUIAHUIO INIACTHHKH
BIONB YepTemuol mockm. Ilmacrmmka msoGpamena Ha 4epT. 1; B Hefi ‘BHpesaHa
y3Kas mexs, MeHAKIAA B W HanpaBieHde IOJ OPAMEM YIJIoM, & BAoJAb 00enx
CTOPOH TpPAMOTO yria HaHeCeHH INKAIW. B mocky B6ur HaBcerga mrugr @,
KOTOPBIM IPOXOJUT Yepes wedb N cHayana HaxopurcA B W. HUepr. 2 nzobpaskaer
IABHJKEeHHUE INJACTHHKH IO JOCKe: ocTpee nnund N BHaJwBaeMm IOCIefoBa-
TeXLHO CKBO3b Wedh B MOCKY TaM, Ife Ha mxane W .Z HaxoZuTCA HmomeTka &,
¥ TUIACTMHKY NpojBUraeM maruGom W K mmmilo, mpudeMm BOuTHE B JOCKY @
n N sepyr naactuuxy. Horma npopasunem W k mociaepseit mosuuuu P, wimuias
N, orTyMTHBaeM Ha mKaige S MCKOMoe § Bozme wrTudra Q.

H. STEINHAUS (Wroclaw)
A DISPERSIOMETER

SUMMARY

A <«dispersiometer” makes it possible to calculate such expressions as
(5), » being constant and not greater than 20, merely by taking readings of
ordinary scales, sticking pins and sliding a plate upon a drawing board. The
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plate is shown in fig. 1; it has a narrow slot, bent in W to form a right angle,
scales being placed along both arms of the angle. A pin @ is fixed permanently
in the board. It goes through the slot and its initial position is at W. Fig. 2
shows the movements of the plate upon the board: the point of a needle N
is repeatedly stuck into the board, through the slot, in the place where the cha-
racteristic &; appears on the scale W E. The plate is then shifted so as to make
the corner W touch the needle N, the plate being guided by @ and N, both
sticking in the board. When we move W to the last position P, of the needle
XN, we shall find the sought § on the scale S beside the pin Q.

Zastogowania Matematyki I



