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ALGORITHMS 73-76
Z. CYLKO WSKI ( Wroclaw)

FOUR ALGORITHMS FOR EVALUATION OF IMPROPER INTEGRALS

1. Procedure declarations. The functions trap, finINT, sinfINT and
infINT evaluate approximate values of the integrals

o0 b 0o o0
W [f@de, [f@do, [f@ds and [ f@)do,

respectively, with relative error not exceeding e.

The first function, trap, is utilized in the three remaining algorithms
but it is also a separate and complete algorithm. The use of it is recommen-
ded when the integrand f has a continuous second derivative, does not
oscillate too much, the values of f disappear fast for —>oo0 and f@*+1(()
=0fork=0o0rk=0,10r k =0,1, 2, ete.

The function {rap may be used for the evaluation of integrals in the
interval (— oo, oo) as follows:

(2) [o@ads = [ f(a)dn, f(x) =p(@)+p(—a).

The use of the remaining functions is recommended when in the
interior of the corresponding integration interval the function f has a con-
tinuous second derivative and does not oscillate there too much. At the
interval endpoints the function f may have singularities of the algebraic-
logarithmic type. '

Remark 1. In reality, the functions finINT, sinfINT and infINT
evaluate approximate values of the integrals

b—ny 1/q 1/n
(3) f f(z)dz, f f(x)dw and f f(x)dw,
a+mng /] —1/n

Tespectively, where
7o = nsign(b—a)max{l, |b—al}

and % denotes the smallest positive computer value of the function exp.
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Remark 2. In the algorithm finI NT the integrand may be unlimited
at only one end of the integration interval and in this case it must be the
zero point.

1.1. trap. The integration algorithm is based on the approximate
formula

[~ <]

(4) [ t@ia ~ T(m, £ h( o>+2f(kh))

(1}
At the beginning of the calculation there is assigned A = H[(m+ 1),
where H and m are data parameters.
Data:

f — integrand, identifier of a real function with one parameter of type
real;
eps — relative error ¢;
H — positive number satisfying the inequality

(5) | [ f@)dz| < 8| [ flo)da),
H 0
where 6 = % if, for every t € (H, o0),

(6) | f fl@)da| <1501,

and 6 = ¢ otherwise;
m — initial number of components of the sum in (4); m may be a small

number, one requires, however, for the values of f f(z)dz and
T (m, h) to be of the same range;
n — natural number requiring to use at most n values of the integrand
in the algorithm.
Additional result:
n — number not exceeding the value » given in the data; if » > 0, then
the algorithm used n values of the integrand, and if » = 0, then the
desired accuracy was not obtained.

1.2. finINT. One of the given parameters, ro, depends on the ex-
pression

B L1—t [1 , 1— —1
(7) Al(t)_(l—t)]/zl—l-ln —t—ln[—z—(]/4+1 —t +1In —t )]

which assumes the values
¢ | 101 10—3 30710 4030 10— 90
4, (t) I 2.539 14.03 172.54 2927 1105

(8)
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zeal progedure trap(f,eps,H,m,n);
yalue eps,H,m;
integer m,n;
Teal eps,H;
real progedure f;
begin
integer 1,k,1;
Zeal fx,h,r,s,w;

h:=H/(m+.5);
ws=,0;

t=l2=0;
s3=,5%£(.0);

Asls=1+1;

if Lza

then go fo C;
fx:=f(1xh);
at=g+fx;

if if 1>m shey abe(lxfx)>abs(épes<s) else itrue
then go o 4;
mi=l+l;
Bimsom+ls
if won
then g %o Cs
l:=1+13
ht=,5%h;
Himg+s;
for ii=1 gtep 2 until 1 do
begin
fxi1af (ixh);
s:=g+fx
end 1;
ri=abs(epexs);
AL abs(L<rx)gr
then li=l-1;
Iximw;
wi=abs(s-H);
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if (if f£x=.0 then w slse w/fx<w)>r
theg go to B;
ki=m;
Cins=k;
trapish<s

ond trap

Data:
a,b — integration limits;
f — integrand, identifier of a real function with one parameter of
type real;
eps — relative error ¢;
ro — parameter o (0 < ¢ < 0.5) satisfying the inequality

a+e(b—a) b b
(9) | [ f@det [ f@ds|< | [f@)ds,
a b—e(b—a) a

where 6 = } if, for every te (0, o(b—a)),

t
b—a

(10) ‘th(w)dx+ fb f(w)dw]<A1( )lt(f(a+t)+f(b—t))l,
a b—t

and 6 = ¢ otherwise (it may usually be assumed 70 = ;,—3 or
ro = eps);
m — number of integration subintervals into which both of the intervals

(a+e(b—a), (a+d)y, <i3(a+d),b—e(b—a)

are divided at the beginning of the calculation (the lengths of
the subintervals are different);
n — natural number requiring to use at most » values of the integrand
in the algorithm.
Additional result:

n — number not exceeding the value » given in the data; if » > 0, then
the algorithm used n values of the integrand, and if n = 0, then
the desired accuracy was not obtained.

Non-local identifier:
trap — identifier of the function described in this paper.

1.3. sinfINT. One of the given parameters, ro, depends on the ex-
pression

(11) Ay(t) = V1+In*tIn(V1+In*t+Ini)
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Zegl Mregedure finINT(a,b,f,eps,ro,m,n);
Yalue a,b,eps,ro,m;
integor m,n;
Zeal a,b,eps,re;
Zeal pregedure f;

$hen fit=baxt(.5x(a+h))
sdse beglp
ut=exp(u);
epmi=1.0/u;
xiwexp(ops~u);
ros=1,0+x3
x1=barx/ro;
if x=,0
then begin
fis=,05
n0t=n0+1
end x=0
slse begiy
£is=(uteps)rx/rox(f(a+x)+£(b=x))}
ki=k+2
end x40
ond w0, fi;
ro1=,5%1n(1.0/re~1.0)}
basebea;
n01=(n+1)+2;
k=13
£inIN?s=trap(fi,eps,1n(ro+aqrt (1.0+roxre)),m,n0);
ns=if n0=0 then O elge k
SRl TinINT

11 — Zastosowania Matematyki 16 4
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which assumes the values

(12) t | 1l 103 1010 1030 1090
A, (t) | 3.945 18.36 88.28  340.5 1249
Data:
f — integrand, identifier of a real function with one parameter of
type real;
eps — relative error ¢;

ro — parameter g (o > 1) satisfying the inequality

1/e

(13) lff(w)dw+ffw>dw| < o[ 1)),

where 6 = 1 if, for every ¢ e (¢, ),

1/t

(14) Uf(w dm+ffm)dw t).— ( +tf(t)l

and 6 = ¢ otherwise (it may usually be assumed ro = ;3 or
ro = 1/eps);

m — number of integration subintervals into which both of the intervals
{1/e,1> and (1, ¢) are divided at the beginning of the calculation
(the lengths of the subintervals are different);

n — mnatural number requiring to use at most n» values of the integrand
in the algorithm.

Additional result:

n — number not exceeding the value n given in the data; if n > 0, then
the algorithm used » values of the integrand, and if n = 0, then
the desired accuracy was not obtained.

Non-local identifier:
trap — identifier of the function described in this paper.

1.4. infINT. One of the given parameters, ro, depends on the expression

(15) A(0) = V421V P (M) In (V1 +B(8) +1(2),

where

1(t) =ln%(l/4+tz+t).

A4 (t) assumes the following values:

t ' 1 3 101 103 1010 1030 1090
Ay (2) l 1.152 1.896 4.047 18.36  88.28 340.5 1249

(16)
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Zeal procedure sinfIFT(f,eps,ro,m,n);
Yalue eps,ro,m;
integer m,n;
Teal eps,ro}
Teal procedure f;
begin
integer k,n0;
real procedure fi(u);
xalue us
Teal u;
Aif u=.0
3hen rii=2,0%f(1.0)
glse begln
us=,5=exp(u);
epst=,25/u;s
ro1mexp (eps~il) s
if ro=.0-
hen hegin
£i3=,0;
n0s=n0+1
and ro=0
slge begin
* f11=(urepe)(rert(r0) +£(1.0/0)/e);
kt=k+2
end rof0
end uyo, fi;
rot=ln(ro);
nOt=(n+1)+2;
kintg
ginfINTsxtrap(fi, eps,1n(ro+sqrt (1,0+rexre)),m,n0);
ni=if n0=0 then 0 g¢lse k
ond sinfINT

705
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Teal procedure infINT(f,eps,ro,m,n);

Yalue eps,ro,m;
integer m,n;
Zeal eps,ro;
Ieal procedure f;
begtp
integer k,n0;
real r;
real procedure fi(u);
xalue u;
regl uj
if u=.0
ihen fii=4.0x£(.0)
else begin
us=,5<exp(u);
epss=,25/us
ros=exp(eps-u);
if ro=,0
then begin
£13=,0;
n0:=n0+1
end ro=0
glee begin
ri=1,0/r0;

21 3=(r+r0 )% (£ (ro=2) +f (r-ro) )< (u+eps);

ks =k+2
eid roto

end u$o, fi;

10 3=1n(if ro<w9 then .5=(ro+sqrt(4.0+roxro)) else ro);

n0:=(n+1)+2;
kial;

infINTs=trap(fi, eps,ln(ro+sqrt (1,0+roxro)),m,n0);

ni=1f n0=0 then O else k

end infINT
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Data:
f — integrand, identifier of a real function with one parameter of type
real;
eps — relative error ¢;

ro — parameter ¢ (¢ > 0) satisfying the inequality
-0 [~ oo
(17) | [ f@)da+ [ fl@)dn|< 8| [ f(z)dal,
— o0 e — 00
where 6 = } if, for every ¢ e (o, o),

-1 oo
(18) | [ f@do+ [ f@)da| < A, 0f(— )+,
— o0 3

and 6 = ¢ otherwise.

m — number of integration subintervals into which both of the intervals
{—p,0> and <0, ¢> are divided at the beginning of the calcu-
lation (the lengths of the subintervals are different);

n — natural number requiring to use at most » values of the integrand
in the algorithm.

Additional result:

% — number not exceeding the value n given in the data; if n > 0, then
the algorithm used n» values of the integrand, and if » = 0, then
the desired accuracy was not obtained.

Non-local identifier:
trap — identifier of the function described in this paper.

2. Methods used. For the function trap the quadrature (4) is adapted
in the following manner:

1° Assign h:= H/(m+3}).

2° Asgigning m := m+1, evaluate the values of T(m,h) as long
a8 the inequality

|mhf(mh)| < |eT'(m, h)|

i8 not satisfied.

3° Doubling m and halving h, evaluate the values of T(m, h) as
long as the inequality

{T(m, h)—T(m|2, 2h)| (after the first doubling of m),
leT(m, k)| =] |T(m,h)—T(m/2, 2h)?
|T(m |2, 2h) — T (m[4, 4h)|

(after the next doublings of m)

i8 not satisfied.
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The functions finINT, sinfINT and infINT use also the above
algorithm but for integrals transformed by Schwartz’s substitutions of [1].
For the function finINT the substitution

a+b b—a
(19) @ =~ +——th(shu)
exp(2shu)
o+ =) T e (@sha) (u<0),
N -2
b—(b—a)—R(=2800) )

1+ exp(—2shwu)
is used. Hence

oo

b )
[f@de = [p@du = [ (p(u)+9(—w)du,

0
where

exp(—2sh |u])
[1+exp(—2sh|u|)]*
The function sinfINT uses the formulae
(20) x = exp(shu),

¢(u) =2(b—a)chu

f(@).

oo

[f@de = [g)du = [ (p(u)+p(—u)du

0
in which
¢(u) = chuexp(shu)f(x).
The function infINT uses the formulae
(21) x = 2sh(shu),

[f@ydn = [ pdu = [ (p(w)+o(—w)du
in which
¢(u) = 2chuch(shu)f(z).

3. Certification. The control calculations have been performed on
the ODRA 1204 computer. There has been assumed eps = ;,— 5. Tables 1-4
contain the results of the calculations. In the last example the expression

1
— a;rcta,n;- (r<0),

(o) = % +arctanz = x
5 +arctanz (x> 0)

is used.
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TABLE 1. Integration in the interval {0, oc). Function irap

Obtained Final
H
f(=) " relative error | value of n
exp ( — x2)cos dx 2 3 1.4,0—8 32
1/(1 4+ %) 5 3 3.0,0—6 261
exp (— %)/ (1 + a%) 5 3 3.2,,—6 1161

TABLE 2. Integration in the interval (0, 1). Function finINT

Obtained Final
f@) re " relative error | value of n
exp (— 25a2) w0—4| 2 2.1,—9 31
1/(z+ 0.01) w—4| 2 8.3,0—10 59
2/2+sinl0nw) | ;,—4| 2 1.1,0—7 207
2—09 w—4| 2 5.1;0—11 49
In3z w—4] 2 7.3;0— 12 33
1/(xIn%(2/z)) 0—4] 2 3.559—17 41
sin (31ns) n—4| 2 1.1,,—8 109

TABLE 3. Integration in the interval (0, o0). Function sinfINT

‘ Obtained Final
@) i ™ | relative error | value of n
exp ( — 2%) cos 4w 104 2 5.6,0—9 109
1/(14 %) ot | 2 5.6,0—9 25
exp(—2)/(1+ %) 104 2 8.750—9 25
(14a)—1.05 w0t | 2 7.9,0—9 45
In(z)/(z'/4 (1 +2)) | o4 | 2 1.5,0—11 39
exp (— z)sin?x 104 2 3.0,0—8 141

TABLE 4. Integrationin the interval ( — oo, o0). Function infINT

Obtained Final
7@ e " relative error | value of n
exp ( — x2) cos 4% 4 2 6.3,,—10 47
1/(1+a%) 30 2 3.1;—8 49
cos(x)/(1 + «2)2 30 2 6.5, —7 187
1/((x— 0.1)2+ 0.01) ot | 2 1.750—17 \ 717
In(t () /(10 (@) (1 +22) | ¢ | 2 2.6,0—17 45

709
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ALGORYTMY 73-76
Z. CYLKO WSKI (Wroclaw)

CZTERY ALGORYTMY OBLICZANIA CALEK NIEWLASCIWYCH

STRESZCZENIE

Wartoéciami funkeji trap, finINT, sinfINT i infINT sa odpowiednio wartoseci
przyblizone czterech calek (1), obliczone z bledem wzglednym e.

Pierwsza funkcja, frap, wystepuje w pozostaltych trzech algorytmach, ale sama
tworzy odrebng caloéé. Zaleca sie jej uzywaé, gdy funkeja f ma ciagls druga pochodna,
nie jest silnie oscylujgea, wartoéei f(x) szybko zanikajg dla z — oo i gdy f*+1)(0) = 0
dla k =0lub % =0,1,lub ¥ = 0,1, 2 itd. Ze wzgledu na réwnoéé (2) funkeja trap
moze byé uzyta do obliczania calek w przedziale (— oo, o).

Z pozostalych algorytmoéw zaleca si¢ korzystaé, gdy wewngtrz odpowiedniego
przedziatu calkowania funkeja f ma ciggla druga pochodng i nie oseyluje tam silnie.
Na koncach przedziatlu funkecja f moze mieé osobliwodei typu algebraiczno-logaryt-
micznego.

Uwaga 1. W rzeczywistoci funkcje finINT, sinfINT i infINT obliczaja
odpowiednio wartoéeci przyblizone calek (3), gdzie

1p = 7n8ign (b —a)max{l, |b—al},

a 7 jest najmniejsza dodatnia wartodcia maszynows funkeji exp.
Uwaga 2. W algorytmie finINT funkcja podcalkowa moZe byé nieograniczona
tylko w jednym koncu przedziatu calkowania i wtedy ten koniec musi byé zerem.

1. trap. Algorytm catkowania uzywa wzoru przyblizonego (4). Na poeczgtku
obliczen jest h = H/(m+1/2), gdzie H i m s3 danymi parametrami.
Dane:
J — nazwa funkcji podcalkowej typu real z jednym parametrem typu real;
eps — blad wzgledny ¢;
H — liczba dodatnia spelniajaca nieréwnoéé (5), w ktorej & = 1/3, jesli dla kazdego
te(H, o) zachodzi (6), lub 6 = ¢ w przeciwnym razie;
m — poczatkowa liczba skladnikéw sumy z wzoru (4); powinna ona byé tak duza,

H
zeby wielkoéei [ f(x)dw i T (m, h) byly tego samego rzedu;
0

n — liczba naturalna wyrazajaca zgdanie, aby algorytm uzyl nie wigcej niz n
wartodei funkeji podcatkowej.
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Wynik dodatkowy:

n ~— liczba nie wigksza od danego n; jesli n > 0, to algorytm uzyl n wartodei funkeji
podcatkowej, a jefli » = 0, to nie uzyskano zgdanej dokladnosfei.

2, finINT. Jeden z danych parametréw, ro, zalezy od wyrazenia (7), ktére
ma wartofei (8).

Dane:
a, b — granice calkowania;
f, eps, n — parametry o tym samym znaczeniu jak dane f, eps, n do funkecji trap;

ro — parametr ¢ (0 < ¢ < 0.5) spelniajacy nieréwnosé (9), w ktérej 6 = 1/3,
jeli dla kazdego t € (0, o(b— a)) zachodzi (10), lub § = ¢ W przeciwnym
razie (zazwyczaj mozna przyjaé ro = 1o— 3 lub ro = eps);

m — liczba podprzedzialéw calkowania, na ktére zostanie podzielony kazdy
z przedzialéw

<a+g(b—a), “J;b>, < “;rb , b—g(b—a)>

przy rozpoczeciu obliczen (podprzedzialy maja rézne dlugodei).
Wynik dodatkowy:
n — parametr o tym samym znaczeniu jak wynik dodatkowy funkeji trap.
Nazwa nielokalna:

trap — nazwa funkecji opisanej w tej pracy.

3. sinfINT. Jeden z danych parametréw, ro, zalezy od wyrazenia (11), ktdre
ma wartofei (12).

Dane:

[, eps, n — parametry o tym samym znaczeniu jak dane f, eps, n do funkeji trap;
ro — parametr ¢ (o > 1) speliajgcy nieré6wnodé (13), w ktérej § = 1/3, jesli
dla kazdego t e (g, o) zachodzi (14), lub é = ¢ W przeciwnym razie
(zazwyczaj moina przyjaé ro = ;3 lub ro = 1/eps);
m — liczba podprzedzialéw calkowania, na ktére zostanie podzielony kazdy
z przedziatéw (l1/p,1> i <1, @) przy rozpoczeciu obliezen (podprze-
dzialy maja rézne dlugoéei).
Wynik dodatkowy:
n — parametr o tym samym znaczeniu jak wynik dodatkowy funkecji trap.
Nazwa nielokalna:

trap — nazwa funkeji opisanej w tej pracy.

4. infINT. Jeden z danych parametréw, ro, zalezy od wyrazenia (15), ktére
ma wartodei (16).

Dane:

Js eps, n — parametry o tym samym znaczeniu jak dane f, eps, n do funkeji trap;
ro — parametr ¢ (¢ > 0) spelniajacy nieréwnosé (17), w ktérej 6 = 1/3, jesli
dla kazdego ¢ e (p, o) zachodzi (18), lub 6 = ¢ W przeciwnym razie;
m — liczba podprzedzialéw calkowania, na ktére zostanie podzielony kazdy
z przedzialéw (—p,0)> i (0, o> przy rozpoczeciu obliczer (podprze-
dziaty maja rézne dlugoéei).
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Wynik dodatkowy:
% — parametr o tym samym znaczeniu jak wynik dodatkowy funkeji trap.

Nazwa nielokalna:
trap — nazwa funkeji opisanej w tej pracy.

W funkeji trap uiyto metody opartej na kwadraturze (4). Funkecje finINT,
sinfINT 1 infINT uzywaja odpowiednio podstawied (19), (20) i (21) i korzystaja
- z funkeji trap. W ustepie 3 zamieszczono kilka przykladéw obliczen.




