K. BOCHENEK (Warszawa)

ANALIZATOR ROWNAN ALGEBRAICZNYCH
LINIOWYCH ARAL

W roku 1949 réwnoczeénie z utworzeniem Panstwowego Instytutu
Matematycznego utworzono w nim Grupe aparatéw matematycznych.
Organizacja tej gripy kierowat dr H. Greniewski. Na pierwszym miejscu
postawiono opanowanie techniki elektronowych aparatéw matematycz-
nych. Dziedzina ta, szybko sie rozwijajaca na §wiecie, u nas w kraju
nie byla w tym czasie uprawiana.

Postanowiono rozpoczaé prace techniczne od réwnoczesnej budowy
trzech aparatéw matematycznych. Jednym z nich jest analizator réwnan
algebraicznych liniowych ARAL obecnie juz pracujacy. Czas po§wiecony
rozwigzywaniu ukladéw liniowyeh réwnan algebraicznych stanowi w za-
stosowaniach matematyki do§é znaczna pozyeje, co spowodowalo, ze
aparat taki znalazl sie wiréd pierwszych trzech aparatéw budowanych
przez Instytut Matematyczny.

Koncepcja aparatu. Wydaje si¢ stusznym wyjasnié tylko koncepcje.
przeze mmie przyjety, ograniczajac zagadnienia techniczne do najogél-
niejszych zasad realizacji, tym bardziej, ze pewnych informacji techni-
cznych dostarczy jeszeze nastepny rozdzial po§wiecony opisowi zbudo-
wanego aparatu.

WeZzmy pod uwage(!) uklad réwnan

(1) Nagah+b, =0, i=1,2,...,n.
k=1

(*) Zaleznosei rozwazanego tu rodzaju mozna napisa¢ w réznych postaciach. Na
przyklad réwnanie (4) mozina napisaé w postaci

n F n
(I) 2 2 aimikl?,‘:.%- Zailbi =0 (I=1,2,...,1n)
=1 k=1 i=1

lub w postaci
(I1) sy +agb; = 0,

gdzie przyjeto konwencje analogicz.nq, do stosowanej w rachunku tensorowym.
Jesli mianowicie indeks jest dwukrotnie powtorzony w tym samym sktadniku (w przy-
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O wyznaczniku tego ukladu bedziemy w dalszym ciggu zakladaé,
Ze jest on rbézny od zera. . n
WprowadZzmy réwniez od razu nastepujace oznaczenia:

n .
(2) Za{kwk—kb,-: Eiy ’1;21,2,...,’”/.

Liczby ¢ mozna zatem interpretowaé jako bledy w poszezegéluych
réwnaniach ukladu (1), powstajace wowezas, gdy za uklad liczb af,
stanowigeych rozwiazanie, podstawimy pewien inny uklad liczb L.
Podstawsg koncepcji aparatu jest ustalenie izomorfizmu miedzy
interesujacym nas systemem matematycznym a zjawiskami zachodzg-
cymi w aparacie. W danym przypadku przyjeto, ze liczby beda w apara-

f 1 Xy
-1 X
X - __bL__
-1 0 0 (2M-220]

Rys. 1. Potencjometryczne dzielniki napieé; ozna-
czone zostaly. wartoci napieé w poszezeg6lnych
punktach

QicXk

cie realizowane w postaci wartosci napieé, a dodawaniu liczb odpowiadaé
bedzie dodawanie napieé. Odpowiednikiem jedynki bedzie pewne napiecie
wzorcowe w aparacie, a odpowiednikiem zera — napiecie zerowe.
Uklady liczb ¥, oraz b; otrzymane zostang z napiecia jednostkowego
%% pomocy potencjometrycznych dzielnikéw napieé (rys. 1). Z ukladu =

—_—

P&dku‘ POWYyzZszego ré6wnania 83 to indeksy ¢ oraz k), nalezy uwazaé, ze do indeksu tego
°<_1n081 8i¢ znak sumowania od 1 do a. Indeksy niepowtérzone mogs natomiast przy-
bieras kaida z wartofci od 1 do n.

Stosowana bywa réwniez postaé

(I11) ATAx* AT = 0.
Czcxonkami Pélgrubymi oznaczono tu nastepujace macierze;
a11 ... ayq a1 ... G Iy by
A Bl TR N . AT - S 6 et s e m N X = : , b = :
anl <« Qng Gln --. Qnn Xn by

- Zdaniem autora artykulu dla zaleznosci rozwazanego typu najdogodniejsza
Jest p?staé (1I). Uwidocznia ona indeksy, co ulatwia rozumienie wzoréw i sposréd
Postaci spelniajacych ten warunek jest najzwigflejsza, a co za tym idzie — najprzej-
rzystsza. W artykule uzyto postaci (I) na wyraine Zyczenie Redakoji.
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liczb (napieé) x, otrzymamy w ten sam sposéb uklad »? liezb a,,,, ...,
G, 0, Jesli zbudujemy uklady dodajace napigeia, to jak wynika ze
wzoru (2), bedzie mozna realizowaé liczby ;.

Aparat wykonujgcy wymienione dotychczas operacje mozna by juz
zastosowaé do ukladéw réwnan, dla ktérych zbiezna jest metoda Seidla
i Gaussa. Nalezaloby tylko uwidocznié napiecia ¢; za pomocg wskaznikéw.
Przez sukcesywne sprowadzanie do zera

napiecia &, za pomocs obrotu potencjometru dajgcego napiecie x,,
napiecia &, za pomocy obrotu potencjometru dajacego na,piecie g,
napiecia &, za pomocy obrotu potenejometru dajacego naplecle Ly y
napiecia &, za pomocy obrotu potencjometru dajacego napigcie z,,

doszlibyémy do ukladu liezb stanowigcego rozwigzanie przyblizone.

Istotne znaczenie ma jednak usunigcie ograniczenia, jakie stanowi
warunek zbieznodci metody Seidla i Gaussa dla ukladu réwnan, ktéry
checemy rozwigzaé. W tym celu tworzymy wyrazenia

(3) Za'zlsz —Zzazla@kwk+ ya’zlb = dy, l=1,2,...,n

=1 k=1

Realizacja napieé & nastepuje za pomoeg metod oméwionyeh jui po-
przednio.

' Poniewaz wyznacznik ukladu ( ) jest rézny od zera, wiec rézny od
zera bedzie réwniez wyznacznik ukladu

n n n
(4) Zzauaikéﬂz-i-zaabi =0,
i=1 k=1 =1

majacego identyczne rozwigzanie jak uklad (1). Dla ukladu (4) metoda
Seidla i Gaussa jest juz jednak zbiezna — jak to zaraz zobaczymy —
a zatem mozna ten uklad rozwigzaé za pomocg poprzednio wskazanej:
procedury.

Aby udowodnié, ze metods kolejnych przyblized, o ktérej mowa,
jest zbiezna, rozwazmy réwnanie

(5) 222 Qg gy & &1 = 2(2 a1k5k)

f=1 k=1 l=1

réwnowazne w dziedzinie rzeczymste] z ukladem réwnan

n
Zaikfk=01 i=1,2,...,n,
k=1
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ki}(’)rego wyznaecznik jest rézny od zera, a zatem
(6) £y =&y = ... =& = 0.

Stad wnioskujemy, ze symetryczna. forma kwadratowa

I(&y,...5 &) = By, &1 &
i=1k=1i=1
jest okreglona dodatnio, co wystarcza do udowodnienia postawionej tezy.

Moze warto zwrocié uwage na to, co daje .zastosowanie aparatu ma-
tematycznego realizujacego powyzsza kemcepcje:

1° Utworzenie ukladu réwnan (4) wymaga do$é duzej liczby operacji
arytmetycznych (rzedu n3) i przy obliczeniach metodami klasycznymi
jest prawie tak samo ucigzliwe, jak ewentualne rozwiazanie ukladu wyj-
feiowego metodsy krakowianéw. Przy uzycin natomiast aparatu elektro-
nowego mozna przejéé do nowego ukladu réwnan automatycznie i na-
tychmiast.

2° Postepowanie iteracyjne metody Seidla i Gaussa zostaje znacznie
Przyspieszone. Mianowicie #—1 mnozeri, n» dodawan i jedno dzielenie
zostajg zastgpione jednorazowym obrotem potencjometru.

Na niekorzyéé aparatu nalezy zaliczyé potrzebe odpowiedniego przy-
gotowania ukladu réwnan przed rozwigzaniem go na analizatorze, do czego
jeszeze wrécimy.

Istnieje takze mozliwo§é zmechanizowanego i réwnoczesnego obra-
cania potencjometréw. Nalezy mianowicie zmieniaé x;, ktére uwazamy
teraz za funkeje czasu t, wedlug zaleznodei ' |

(7) , day, |dt = —Ady,

gdzie A jest liczba dodatnia. Technicznie da si¢ to zrealizowad za pomocay
Sprzezenia mechanicznego osi poterncjometrow dostarczajacych napieé
z silniczkami elektrycznymi, tzw. serwomotorami — kbtérych predkosé
obrotu jest proporcjonalna do napiecia zasilajacego — zasilajac te serwo-
motory napieciami —A,. Wprawdzie operacje, ktére mozna by w tem
Sp‘ogéb skréeié, zajmujg tylko okolo 10°/, czasu poS§wigeconego na rozwig-
zanle, ale interesujace byloby zbadanie przy tej okazji pewnych zaga-
dniett zwigzanych z zagtosowaniem techniki serwomechanicznej do apa-
ratéw matematycznych. Aparat nasz zostal dostosowany do wspélpracy
Z serwomechanizmami, niestety, drugorzedne trudnodci, zwigzane z wy-
kopywaniem urzgdzenia serwomechanicznego poza Instytutem, przeszko-
dzily w realizacji tego zamierzenia.

F. J. Murray udowodnil, ze funkcje x, spelniajgce uklad réwnan
rézniczkowych (7) sg przy dowolnych warunkach poczatkowych asym-



32 - K. Bochenek

ptotycznie zbiezne do rozwigzania zf ukladu réwnan (1). Dowéd ten
przebiega jak nastepuje: Wez’myv pod uwage forme kwadratows

’ n n n
Li(e1y -5 8) :222 iy Oy € €
t=1 k=11=1
Mozna udowodnié w sposéb podebny jak w przypadku formy I, ze jest
ona okre§lona dodatnio. Wez’my réwniez pod uwage forme kwadratows

= &+...+ .

Forme¢ K mozemy uwazaé réwniez za funkcje zmiennych x,,...,a,
uwzgl¢dniajac uklad réwnan (2). Jasne jest, ze K — 0 wtedy i tylke
wtedy, gdy o = 2, (k =1,2,...,n). Réwnanie K = 1 okrefla w n-wy-
miarowej przestrzeni e, ..., s, zblc’)r domknigty (powierzehnie kuli-jedno-
stkowej). Funkecja cia;gla, jaka jest forma kwadratowa I,(s,,...,s,),
przybiera zatem w tym zbiorze swg warto§é minimalng; oznaczmy te
warbtosé przez ¢. Z wilasnoséci formy I, wynika, ze ¢ > 0. Latwo zauwazyé,
ze dla dowolnego ukladu liczb g zachodzi zaleinosé

(8) I, >¢cK.

ZalozyliSmy, ze x, 83 funkcjami czasu spelniajaeymi uklad réwnan
roézniczkowyeh (7). Obhczmy teraz pochod.n:ad dK |dt uwzgledniajac réwna-
nia (2) i (3):

n
dK de;
—_ = EQ»—-’-:—-‘H.
9) ait L i 2l
Z (9), dzieki zaleznosci (8), wynika
dK
(10) o S —2icK.

Jezeli zalozymy, ze w chwili poczatkowej jest K = K,, to w rezultacie
otrzymamy

(11) K < Ko™,
a zatem podana metoda jest rzeczywifcie zbieina.

Opis aparatu. Zbudowany aparat ARAL moze rozwigzywaé uklady
réwnan o liczbie niewiadomych nie wigkszej niz siedem. Liczba ta wy-
nikla z mozliwoSci materialowych w chwili przystepowania do budowy
aparatu. Przyjete rozwigzanie techniczne pozwoliloby na zwiekszenie
liczby niewiadomych do kilkunastu.

Wartosei - wspélezynnikéw i memadomych w réwnaniach rozwig-
zywanych przez aparat sa ograniczone do przedziatu (—1,1). W zasa-
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dzie zatem potrzebna jest transformacja ukladu réwnan przed przysta-
pieniem do rozwigzywania go za pomocy aparatu.

Odpowiednie zredukowanie wspétezynnikéw da sie osiggnaé na
przyklad przez podzielenie kazdego z réwnan przez najwigkszy co do
bezwzglednej warto§ei wspéltezynnik w tym réwnaniu wystepujacy.
Jezeli chodzi o niewiadome, to jak latwo zauwaszyé, transformacja wy-
razéw wolnych

(12) b =1th;, i=1,2,...,n,

zmienia je w tym samym stosunku, to znaczy r. Nasuwa si¢ jednak od
razu pytanie, co ma wskazywaé potrzebe redukeji wartosci niewiado-
mych, ktére zgodnie ze swg nazwg nie sg przeciez z géry znane. WskaZni-
kiem tym jest fakt, ze w trakcie rozwigzywania ukladu réwnar jeden
z potencjometrow odpowiadajacych niewiadomym dochodzi do polozenia
kraficowego (1 lub —1).

Wydaje sie¢ sluszne scharakteryzowad¢ niedokladno§é aparatu liczbg

¢ =max|gl, t=1,2,...,n,

gdzie &; s, zgodnie z poprzednimi oznaczeniami, bledami w poszezegél-
nych réwnaniach. Zatem ¢ jest najwieksza wartoscia bezwzgledna bledéw
Popelianych w poszezegélnych réwnaniach. Dotychezasowa eksploatacja
aparatu wskazuje, ze ¢ wynosi najezeéciej okolo 0,01(%). Liczba ta jest
skutkiem niedokladnodci poszczegélnych elementéw aparatu, a nie nie-
dokladnogci koncowego ustawienia rozwigzania, rzeczywiscie bowiem
napiecia & wystepujace w aparacie moina po zakofezeniu procesu roz-
Wigzywania uwazaé praktycznie za réwne zern. Elementy aparatu, a wiee
Potencjometry, uklady sumujace i inne byly w stosunku do krytycznych
(wplywajacych w sposé6b istotny na dokladnodé) parametré6w projektowane
z tolerancjg okolo 29/,,. Jest ciekawe, ze pomimo uzaleznienia dokladnoseci
od wielu réznych czynnikéw, jak stalo§é parametréw lamp elektronowyeh,
Stalo§¢ wartofei oporéw w zaleznosci od temperatury itd., tolerancje
mozliwe do utrzymania bez uzycia nadzwyczajoych §rodkéw okazywaly
8i¢ W réznych przypadkach tego samego rzedu. Odchylenia znalezionych
pierwiastkéw od ich dcistej wartodei, Amy = m—a) (k=1,2,...,%),
W zaleznofci od macierzy wspélezynnikéw ukladu réwnai wypadaja
réinego rzedu, a co za tym idzie trudno byloby za ich pomoeg okreflié
dokladnodé aparatu.

Oméwmy teraz 'konstrukcj@ aparatu, korzystajac ze schematu blo-
kowego przedstawionego na rysunku 2.

. (*) Dokladnosé rozwigzania moina zwiekszyé za pomoca postepowania itera-
oyjnego, o ozym bedzie mowa w ostatnim rozdziale.

Zastosowania Matematyki IV 3
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Uklad zasilany jest przez generator napiecia sinusoidalnie zmiennego
w eczasie o czestotliwodei 5300 okreséw, oznaczony na schemacie literg G
(czestotliwodé ta jest do§é dogodna z technicznego punktu widzenia).
Napigcie z generatora dostaje si¢ na wzmacniacz regulowany WER, ktéry
dostarcza jednostkowego napiecia odniesienia, dodatniego i ujemnego.
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Rys. 2. Schemat blokowy aparatu ARAL. Oznaczenia: G — generator; WR —
wzmacniacz regulowany; Px; — potencjometry xr; W& - wzmacniacze separatory;
Pay; — potencjometry asx; Pb; — potencjometry b;; SI — uklady sumujace I; Pay —
potencjometry ai; SII — uklady sumujace II; WW — wzmacniacze wyjéciowe;
W — wskafniki; DF uklad detekeji i filtracji; linia kreskowana pokazuje sposéb
ewentualnego przylaczenia ukladu serwomechanicznego SM: pojedyneza — pola-
czenie elektryczne, podwéjna — polaczenie mechaniczne

Poziom tego napiecia moze byé regulowany w szerokich granicach w drodze
elektrycznej i rzeczywiscie zmienia sie do§¢ znacznie w trakcie rozwig-
zywania réwnan, do czego jeszeze za chwile wrécimy.

Nie zawsze najwazniejszym zadaniem wzmacniacza jest uwidoezniona
w jego nazwie rola wzmacniania napiecia, to znaczy dostarczania na-
piecia bedacego okre§long wielokrotnoseig napiecia danego (w omawia-
nym przed chwilg przypadku napiecia generatora @). Czesto Zrédlo na-
piecia zbyt silnie odezuwa wplyw dolgezanych do niego ukladéw, zmie-
niajgc znacznie dostarczane napiecie; méwimy wtedy, ze Zrédlo ma duzy
opér wewnetrzny. Rola wzmacniacza polega wéwezas na dostarczaniu
napiecia niewrazliwego na dolgczanie do niego ukladéw przy dostatecznie
malym wplywie na wrazliwe Zrédlo pierwotne. Gdy ta ostatnia rola jest
dominujgca, wzmacniacz nazywainy separatorem.

Wzmacniacz regulowany ma dof§é maly opér wyjéciowy, okolo 10,
dzieki czemu przelgczenie z napiecia 11 na napigeie —1 potencjometréw
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dostarczajacych napieé b; (¢ =1,2,...,n) i majgeych opornosé 2000 £,
Powoduje zmiany tych napieé mieszezgee sie w granicach tolerancji. Po-
tencjometry dostarezajgce napieé @, (¥ =1,2,...,n) s3 na stale wigczo-
he miedzy dodatnie a ujemne napiecia jednostkowe (rys. 1). Dzieki temu
hapiecia 2, moina — bez przelgczania przy zmianie znaku — zmieniaé
W przedziale {—1, 1). Dodatnie i ujemne b; realizujemy przez dolgczanie
Potencjometru odpowiednio do napiecia +1 lub —1.

Kazde z siedmiu napieé @, dostaje sie nastepnie na swoj wzmacniacz-
“Separator W8. Rola tych wzmacniaczy polega na tym, ze maja one do-
statecznie maty opér wyjsciowy, zeby mogly z kolei zasilaé nowe poten-
cjometry, oraz ze dostarczajgy one zaréwno napieé z;, jak i —a;.

Dodatnie i ujemne napiecia x; dostaja sie na sieé¢ potencjometréw
Ozhaczong na schemacie przez ay;. 49 tych potencjometrow dostarcza
taliej samej liczby napieé: ay,@:, G1a%s, ..., Gpyy. Potencjometry dostar-
¢Zajace napieé b, jak wspominaliSmy, sa zasilane napieciem jednostko-
Wym. -

Z sieci potencjometréw ay, i b; 56 przewodéw prowadzi ofrzymane
napiecie do wzmacniaczy sumujgeych I, ktére na schemacie oznaczono
Symbolem S8I. Rozwigzanie konstrukeyjne ukladéw sumujgcych .jest
WZorowane na rozwigzaniu zastosowanym w analizatorze réwnan réznicz-
kowych ARR, ktéry juz zostal opisany w tym czasopiémie [1]. Uklady
Sumujace I dostarczajg 7 napieé s i 7 napieé — &, przy czym e sa nadal
okreflone réwnaniami (2). Uklady sumujace majg dostatecznie maly
opér wyjéciowy i zagilaja wprost nastepng sieé potencjometrow.

Nastepna sie¢ potencjometréw, o ktérej teraz méwimy, jest ozna-

€Z0na na schemacie symbolem a,;. Sieé ta dostarcza 49 napieé réwnych
@181y Gy 8y, . oy By ,,.
. Otrzymane w ten 8poséb napiecia sg sumowane przez uklady sumu-
Jace II, oznaczone ma schemacie symbolem SII. Uklady sumujace II
83 zbudowane na, Podobnej zasadzie jak uklady I. Dostarczaja one jednak
tylko 7 napig¢ —g,, dzigki czemu mogg zawierad blisko o polowe mniej
elementéw niz ukiady poprzednie.

. Napigcia —§, 8% Wzmocnione przez wzmacniacze wyjéciowe WW
W Jednakowym stosunku A (okolo 1000 razy). Napiecia —A4; dawane
11;1'2‘;2 v;VZmacniacze wyjsciowe sg nastepnie uwidoczniane na wekasni-

ac .

Dosé istotng role gra w omawianym ukladzie elektronowym automa-
byczna regulacja napigeis. Wyjaénijmy jej sasade dzislania. Napiecis
—A3 dostajg sie na uklad detekeji i filtracji DF, ktéry wytwarza napiecie
Stale réwne najwigkszej z amplitud wymienionych powyzej napieé (sinu-

soida.l.nie zmiennych w czasie). Otrzymane napiecie stale zostaje .na-
stepnie dostarczone do wzma,

cniacza regulowanego, ktérego wzmocnienie
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szybko maleje wraz ze wzrostem napiecia stalego dostarczanego przez
ukiad DF. Dziegki temu w trakcie rozwigzywania réwnan napiecia —214,
utrzymujg sie stale na poziomie umozliwiajacym wygodne odeczytywanie
wskazniké6w W. Natomiast, co na pierwszy rzut oka moze wydawaé sie
paradoksalne, silnie zmieniaja sie napiecia jednostkowe -+1 i —1.
W istocie jednak nie ma w tym nic zlego, poniewaz zbieznosé¢ rozwazane;j
metody przyblizen nie ma zadnego zwigzku z wyborem wartosci napiecia
jednostkowego.

Oméwiony tu typ regulacji napigecia nosi nazwe spraesenia zwroinego.
Nazwa ta wiaze sie z tym, ze napiecia znajdujace si¢ na wyjéciu ukladu
wracajg i oddzialywuja na jego wejicie. Oprécz zasadniczego sprzezenia
zwrotnego, o ktéorym przed chwily mowiliSmy, w aparacie wystepuje
jeszeze kilkadziesigt innych, lokalnych sprzezeni zwrotnych. Technika
sprzezen zwrotnych odgrywa zasadnicza role w nowoczesnej technice
elektronowej, w szczegélnosei w dziedzinie elektronowych aparatéw
matematycznych. Sprzezenia zwrotne pozwalaja miedzy innymi na unie-
zaleznienie w dostatecznym stopnin dokladnosci aparatu od takich ka-
pryényeh czynnikéw, jak parametry lamp elektronowych lub napiecia
sieci.

Sadze, Zze moga byé interesujace niektore szezegdly techniczne.
Wzmacniacz regulowany zawiera sze§¢ lamp elektronowyeh, z ktérych
dwie sluzg do regulacji wzmocnienia, a po dwie uzyte sa do dostarcza-
nia napieé¢ jednostkowych dodatniego i ujemnego z odpowiednio malym
oporem wyjSciowym.

Uklady sumujace I zawierajg 28 lamp elektronowych, po 4 na jeden
uklad sumujacy; uklady sumujgce 17 —14 lamp elektronowych, po dwie
na jeden uklad. Razem aparat zawiera 108 lamp, nie liczgc lamp prosto-
wniczych w ukladzie zasilajacym.

Wzmocnienie napigé migdzy wejsciem a wyjsciem aparatu w przy-
padku, gdy znika napiecie regulacyjne, jakie otrzymuje wzmacniacz
regulowany, wynosi okolo 50000. Gdyby odlaczone zostaly sprzezenia
zwrotne, iloczyn wzmocnienn wazystkich ukladéw aparatu nastepujgcych
kolejno po sobie wynibstby okolo 102,

Fotografi¢ aparatu ARAL pokazano na rysunku 3. Widoczne sg na
niej cztery segmenty aparatu. Segment skrajny ze strony prawej miesci
wzmacniacz regulowany WR oraz uklady detekeji i filtracji DF, ktérych
10 lamp elektronowych widocznyeh jest w gérnej czesci tego segmentu,
a ponadto uklad zasilajacy I, ktérego dziesieé lamp prostowniczych
objetych razem siatka ekranujgea widaé w dolnej czefei segmentu. Na-
stepny z kolei segment zawiera w swej gornej czesci uklad potencjometrow,
shuzgey do nastawiania macierzy wspoélezynnikow rozwiazywanego ukladu
réwnan. Liczae od géry, pierwsze siedem. wierszy sg to wspélezynniki a;;.,
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ostatni wiersz b;. Pod kazdym potencjometrem widoczny jest przelacznik
shuzgey do zmiany znaku. W dolnej czeéci tego segmentu mieszeza sie
uklady sumujgce I i I1. Lampy elektronowe tych ukladéw widoczne s3
przez siatke ekranujacg. Nast¢pne dwa segmenty maja elementy po-
dobnie rozmieszezone. A wiec zaczynajac od géry: widoczny najpierw
jest uklad wskaznikéw W, nastepnie potencjometry dostarczajace na-
pieé x;, wzmacniacze separatory WS, wzmacniacze wyjSciowe WW
i na koniec uklad zasilajacy II, stluzacy do zasilania wzmacniaczy
wyjsciowych.

Eksploatacja aparatu. Opiszemy przebieg rozquywama ukiadu
réwnan za pomocg aparatu ARAL.

Wistepng czynnoscia jest transformacja ukladu réwnan sprowadzajaca
jego wspdlezynniki do przedzialu {—1,1). Osigga sie to dzielac kazde
z réwnan przez odpowiednig liczbe. W przypadku jednak, gdy ktoéras
z kolumn wspélezynnikéw (wspéteczynnikéw przy jednej z niewiadomych)
po tej transformacji sklada sie z liczb o wartosciach bezwzglednych
znacznie mniejszych od jednodei, -mnozymy je przez liczbe mozliwie
duzg, taks jednak, zeby pozostaé¢ w przedziale (—1,1). W tym przy-
padku niewiadome zmieniajg si¢g oczywiScie w stosunku odwrotnym.
Ta ostatnia transformacja ma na celu unikniecie ktopotéw, jakie zwia-
zane 83 z rozwigzywaniem ukladu bliskiego nieoznaczonofci (o malej
wartoéci bezwzglednej wyznacznika).

PrzejdZzmy obecnie do wla§ciwego procesu rozwigzywania. Najpierw
ustawia sie wspélezynniki ukladu réwhah za pomocy potencjometréw
i przelacznikéw vndocznych w drugim segmencie od prawej strony u goéry.
Ustawianie to trwa okolo 15 minut. Nastepna czynnoscig jest sukce-
sywne sprowadzanie do zera wychylei wskaZnikéw przez obracanie
odpowiednich potencjometréw x,. Wekazniki sg umieszczone na samej
gérze aparatu z lewej strony, a potencjomefry, o kiérych mowa, pod
nimi.

Sg teraz dwie mozliwofci: albo otrzymujemy przyblizone rozwig-
zanie, albo ktéry§ z potencjometréw dochodzi do skrajnego polozenia.
W drugim przypadku zmniejszamy wyrazy wolne b; w pewnym stosunku
i powtarzamy wspomniane postgpowanie, co trwa okolo 2 minut. Ewen-
tualne zmnigjszenie wyrazéw wolnych zajmuje mniej wigcej tyle samo
czasu.

Liniowoéé rozwigzywanych réwnan pozwala na iteracyjne polepsze-
nie rozwigzania. MoZemy mianowicie za pomocg arytmometru obliczyd,
jakie bledy & popelniamy w poszezegélnych réwnaniach przy rozwiazy-
waniu przybliZonym. Otrzymane bledy sa, jak wspomniano, rzedu 0,01.
Po pomnozeniu ich przez kilkadziesiat wstawiamy odpowiednie wartosci
zamiast wyrazéw wolnych b;, otrzymujac w ten sposéb poprawki. Prze-
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liczanie bledéw na arytmometrze zajmuje okolo 20 minut. Warto przy
tym zwrécié uwage, ze przy obliczaniu poprawek cala macierz wspél-
czynnikéw a, pozostaje bez zmiany, a jedynie nalezy zmienié ustawienie
potencjometréw b;, co zajmuje stosunkowo niewiele czasu.

Zrébmy teraz bilans czasu:

ustawienie wspolczynnikéw . . . . . . . . 15 min.
znalezienie przyblizenia I . . . . . . . . . 2 min.
obliczenie bledéw . . . . . . . . . . . . . 20 min.
ustawienie nowych wyrazéw wolnych . . . . 2 min.
znalezienie przyblizenia IT . . . . . . . . . 2 min,

A wiee z zaokrggleniem w gére, otrzymanie pierwszego przyblizenia
zajmuje okoto 20 minut, drugiego okoto 45. OczywiScie wymaga to pe-
Wnego obycia z aparatem. W zwigzku ze wspomniang mozliwoscig zauto-
matyzowania ustawienia potencjometréw x; nasuwa si¢ krytyczna uwaga,
Ze pozycja czasu, ktéra moglaby w ten sposéb ulec czesciowemu skroceniu,
Wynosi zaledwie po dwie minuty na kazdy krok przyblizenia. O ile wiem,
rozwigzanie ukladu 7 réwnaid z 7 niewiadomymi metodg krakowianéw
Przy uzycin arytmometru zajmuje bez mala caly dzien pracy.

W praypadku, gdy wyznacznik uktadu réwnan jest bliski-zera, wy-

stepuja komplikacje.
_ Jakie objawy w zachowaniu aparatu wskazuja, ze uklad réwnah
Jest bligki nieoznaczonego? Zauwazmy najpierw, ze w przypadku ukladu
meo‘zn_.a,ezonego wektory, ktére stanowig wiersze czy kolumny macierzy a;,
52 lll.no_wo zalezne (w praktyce sprowadza sie to najezeSciej do przybli-
ZOIl.e] liniowej zalesnogei niewielkiej liczby kolumn albo wierszy). Teraz
Mozha przewidywaé dwa charakterystyczne objawy, ktére rzeczywiscie
wystepuja, a mianowicie:

1° W trakeie rozwiazywania ukladu réwnari wychylenia wskaznikéw
zosta,j.aé z poczgtku zredukowane do poziomu do&é bliskiego zera, ale na-
St(::pn;e, Przy do§é duzych zmianach polozenia potencjometréw odpowia-
dajacych niewiadomym, wychylenia te praktycznie sie nie zmniejszaja.
W‘ tym przypadku przyrosty x; 83 proporcjonalne do wspélezynnikéw
_l.lmf)wej zaleznodei miedzy kolumnami, zresztg z do§é grubym przybli-
Zeniem.

2° Po zredukowaniu do zera wychylen wskaznikéw, bledy w poszeze-
g.élnye.h réwnaniach (ktére za podrednictwem odpowiednich napieé¢ daja
81¢ uwidoczni¢ na oscylografie) sy do§é duze, wyraznie wieksze od 0,01.
w tYI_ﬂ przypadku bledy te sy proporcjonalne w przyblizeniu do wspél-
¢zynnikéw liniowej zaleznogci miedzy wierszami,

Objawy te majg istotne znaczenie, jezeli postanowilimy rozwigzaé
Za pomocyg aparatu uklad bliski nieoznaczonego. Mozna wtedy postuzyé
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sig transformacja ukladu réwnan, ktérg oméwimy. Mozna by tu jeszeze
postawié pytanie, jakie uklady réwnan nalezy uwazaé. za bliskie nieozna-
czonosici z punktu widzenia uzycia aparatu. Odpowiedz na to pytanie
mialaby male znaczenie praktyezne, gdyz najprostszym i ostatecznym
gsprawdzeniem w kazdym konkretnym przypadku jest zbadanie zacho-
wania si¢ aparatu przy tym ukladzie réwnan. Jezeli chodzi o wartosé
wyznacznika, to jedynie z grubsza okrefla ona zachowanie si¢ aparatu.
Pewne doéwiadezenia wskazujg, ze trudnodei zaczynaja wystepowad
przy wyznacznikach rzedu setnych czefei jednosei.

Powiedzmy teraz dla przykladu, ze pragniemy rozwigzaé uklad
réwnan bliski nieoznaczonego, w ktérym pierwsze trzy kolumny wsp6i-
czynnikéw sg w przyblizeniu liniowo zalezne. Dowiemy si¢ 0 tym z zacho-
wania si¢ aparatu. Dobieramy teraz dwie liczby rzeczywiste r i s, takie
zeby maksymalna warto§é bezwzgledna ukladu liczb

Ty = G+ T84, 1=1,2,...,m,

byla jak najmniejsza. Wtedy zastepujac pierwsza kolumne wspélezynni-
kéw przez uklad liczb ya;, powiekszamy y-krotnie wyznacznik ukladu
réwnan. Oznaczajac rozwigzanie nowego ukladu réwnan przez zj, otrzy-
mujemy zwigzki

mo=y3, @ =%+tra, &=+, o=z (K =4),
wyznaczajace rozwigzanie ukladu pierwotnego. W przypadku, gdy trans-
formacja odnosi si¢ do wierszy, a nie do kolumn, sprawa si¢ upraszecza,
gdyz nie trzeba pézniej transformowaé niewiadomych, nie ulegajg one
bowiem zmianie.

W pewnym do§wiadczeniu rozwigzano uklad réwnan, ktéry po
omawianym sprowadzeniu wspélezynnikéw do przedziatu (—1,1) mialt
wyznacznik réwny okolo 0,0001. W tym przypadku parokrotnie trzeba
bylo zastosowad transformacje powigkszajaca wyznacznik i rozwigzad
otrzymany uklad réwnan z odpowiednio wigkszg dokladnodcig niz dokla-
dnosé zgdana od rozwigzania ukladu pierwotnego. Poza tym jednak nie
napotkano innych komplikacji.

Prace cytowane

(11 L. Lukaszewicz, Elektronowy analizator réwnarn réiniczkowyech ,,ARR”
t niektbre jego zasiosowania, Zastosowania Matematyki 2 (1954), str. 83-08.
[2] F.J. Murray, The theory of mathematioal machines, New York 1947.
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K. BOXEHEK (Bapuasa)
AHAJTH3ATOP JIHHEWHBI X AJITEBPAHYECKHX YPABHEHHI ARAL

PESIOME

ocrpoennsrit AHANHBATOP JAMHEMHHX aarefpaMyecKHX ypaBHeHHHl ABIAeTCH
[0AyaBTOMATUYECKMM JIEKTPOHHEIM AMTAPATOM. ABTOMATHYECKH NMPON3BOUTCA mpe-
06pasosamme cmeremm ypaBHeHuif, obecmeumBalomee CXOAMMOCTH MeTOHXA Salmend-
-Faycca. Dro npeoGpaszopanne JUHEHHO U HMeeT MATPHIY PaBHYI0 TPAHCIOHMPOBAH-
HOM Marpmue cmcremnt ypaBHeHnit (4). ABTOMaTHYECKH NMPOUBBOAMTCH TAKMe CYMMH-
POBaHKe neBHIX CTOPOH ypaBHeHui. CnenmasHeIi YHKasaTenb NO03BOJIAET yCTAHOBHTb,
HOrAa ar0 mocaexHee BHpameHHe PABHO HYA0. YCTaHOBKA BHAYEHHN HEM3BECTHHIX
NPoBOXKTCA OT PyKM. Ammapar MPHCIIOCOGIEH K ABTOMATHSALMM HPU TOMO M cepBo-
MEXaHHAMOB TaKKe M HTOro oponecca mo NPUHNOUITY omMcaHHOMy Meppeitem [2],
HO 9TO He WMeer CymIeCTBEHHOPO SHAYEHHA C TOUKK 8PeHNA YCKOPeHHA Ipolecca
OTHCKMBaHMA pemeHus. HauGombmee YHCIO HEMSBECTHHIX paBHo cemu. TounocTs,
Oupenenernas orEomenmem HalGompmeft omuGru B YPaBHEHUAX K MAKCUMAILHOMY
SHAYEHUI0 HEeMBBECTHHX M KoappunuenTos, umeer mopAxoK 1°/,. TOYHOCTH MOKHO
YIAYIMATh WTePANHOHHHM OPONECCOM C NMPUMEHEHMEM aApUPMOMETpA JJMA BHUNCICHMA
Oumbku, zomymermolt UpPH MOCIeROBATEALHEIX PeIleHHAX.

K. BOOHENEK (Warszawsa)
THE ARAL ANALYSER OF LINEAR ALGEBRAICAL EQUATIONS

SUMMARY

'_Phe analyser of linear algebraical equations which has been constructed is
& semi-automatio electronic apparatus. It performs automatically the transformation
‘.)f a {system of equations ensuring the convergence of the Seidel-Gauss method. It
18 a linear transformation with a matrix that is inverted with respect to the matrix
of the system of equations (4). The summing of the left sides of the equations is also
perforn}ed automatically. A suitable index enables us to find out when the last
expression ig equal to zero. Setting the values of the unknowns is done by hand.
The apparatus can be adapted to automatize this operation as well by the use of
Bervo_mechanisms on the principle described by Murray [2], but this is of no real
Practical importance with regard to speeding up the total process of solution. The
maximal number of unknowns is 7. The accuracy of the apparatus, defined by the
:ialtm of the maximal error committed in the equations to the maximal value of

© unknowns and the coefficients, is of order 19/,. This accuracy can be increased

by an iterative procedure with the use of an arithmometer, to find the error committed
In the successive solutions.



