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Wstep. Wspélpraca z przedstawicielami réznych dziedzin nauki
i praktyki przy formulowaniu i rozwigzywaniu zadai jest gléwnym punk-
tem programu pracy Dzialu Zastosowan Przyrodniczych, Gospodarczych
i Technicznych Instytutu Matematycznego PAN (w skrécie: DZPGiT).
Jednym z celéw obecnej sesji (*) jest manifestacja takiej wspélpracy.
Jesli wspélpraca ma byé skuteczna, nie mozna si¢ obejé¢ bez teoretycznej
refleksji nad stosowanymi metodami, nad dostosowywaniem ich do na-
potykanych zadan, nad tworzeniem nowych metod, stwarzajgeych mo-
7liwoéé nowych zastosowan. W zwigzku z dzialalnodcia seminarium
z zastosowan matematyki prowadzonym w DZPGIiT powstala pewna
liczba prac o bardziej teoretycznym charakterze, zawierajacych pewne
pomysty nie bedace li tylko zastosowaniem gotowej techniki. W mym
przegladzie na nie wiasnie cheiatbym zwréeié uwage i o nich powiedzieé
sléw Kkilka. :

Chcialbym jednak zaczaé od przypomnienia, Ze istnieje juz kilka prze-
gladowych publikacji po§wieconych omdéwieniu prac DZPGIiT w pewnych
dziedzinach. Jest artykul J. Perkala [1] z 1956 r. o zastosowaniach
rolniczych, inny artykul tegoz autora o wspélpracy z medykami [2],
1959, artykut Bartkowiakowej i Zubrzyckiej o badaniach jezyka za
pomocg metod matematycznych [3], 1963, wreszcie obszerny, liezgey
62 stronice druku i ponad 50 cytowanych pozycji bibliograficznych,
przeglad polskich prac z zastosowar matematyki pibra J. Lukaszewicza
[4] bedacy streszczeniem (w jezyku chifiskim) jego wykladéw, wyglo-
szonych w Pekinie w 1958 roku. '

Niniejszy przeglad bedzie sie w pewnym stopniu pokrywat z nie-
ktérymi poprzednimi, przynajmniej jeli chodzi o liste prac cytowanyech,
i to bodaj najmocniej ze wspomnianym chiriskim artykutem J. Eukasze-
wicza. Beda w nim takize wspomniane pewne prace powstate poza semi-

(1) Niniejszy przeglad jest nieco rozwinieta postacia referatu przedstawionego
11 lutego 1964 na sesji naukowej z okazji 500 posiedzenia seminarium z zastoso-
wah matematyki prowadzonego w DZPGiT.
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narium, ktérego jubileusz obchodzimy. Wreszeie skorzystam z przywileju
moéwienia o pracach najlepiej mi znanych, skutkiem czego przeglad ten
bedzie na pewno niekompletny. W koricu bedzie on pobieiny, stanowige
Jedynie rodzaj przewodnika po liScie prac cytowanych.

§ 1. Wiarogoduoéé i regula Bayesa. Jednym z podstawowych klopo-
tow w zagadnieniach statystycznych jest nieznajomogé tego, co si¢ nazywa
rozkladem a priori. WeZmy najprostszy przykilad. Statystyk, wyloso-
wawszy (ze zwracaniem) z badanej partii towaru probke liczacy n ele-
mentéw i stwierdziwszy, ze zawiera ona k elementéw wadliwych, jest
zapytywany, co moze na tej podstawie orzec o wadliwofei partii, czyli
o frakeji p sztuk wadliwych. Statystyk wie, jaki jest warunkowy roz-
klad prawdopodobienistwa liczby K sztuk wadliwyeh w prébee, gdy jest
ona losowana w podany wyzZej sposéb z partii o zadanej wadliwosei p,
mianowicie prawdopodobiefstwo znalezienia w prébce K = k sztuk wa-
dliwych jest dane znanym wzorem binomialnym

f(klp) = (3)p*Q—py =

Gdyby statystyk znal ponadto rozklad a priori wadliwosdci p, czyli gdyby
dla kazdego a wiedzial przed przystapieniem do losowania prébki, jakie jest
prawdopodobienstwo, ze przedstawiona do badania partia ma wadli-
wofé p < a, t0 méglby na podstawie twierdzenia Bayesa obliczyé dla
kazdego a prawdopodobienstwo a posteriori, ze wadliwo§é p jest mniej-
8za niz a, skoro w probece zaobserwowano k sztuk wadliwych. Oznaczmy
je przez P(p < a|K = k). Zazwyczaj jednak za znane mozna uwazaé
tylko prawdopodobienstwa warunkowe f(k|p), natomiast rozklad a priori
wadliwoéci p nie jest znany. W takiej sytuacji reguta Bayesa radzi obli-
czaé rozklad a posteriori wadliwosei p przy arbitralnie przyjetej hipo-
tezie, ze a priori wadliwo§¢ p ma rozklad jednostajny w przedziale
0 <p < 1. Takie stawianie sprawy jako nieuzasadnione spotkato sie
z krytyka. Zaczeto poszukiwaé sposobéw orzekania o wadliwodci p na
podstawie obserwacji ¥ w sposob niezalezny od rozkladéw a priori.
Jednym z nich jest argument fiducjalny R. A. Fishera, ktéry kaze tym
mocniej wierzyé w zachodzenie nier6wnofci p < ¢ im wieksze jest praw-
dopodobienstwo tego, ze przy losowaniu (ze zwracaniem) n-elementowej
prébki z partii o wadliwoéci p = a liczba K sztuk wadliwych w prébee
okaze sie wigksza od k. Nazywajac to ostatnie prawdopodobieristwo
wiarogodnos$ciq nieré6wnoéci p < ¢ pod warunkiem, ze K = k, mozemy
napisaé¢ definicje

(1) W(p <a|lK =k)=P(K>klp =a).

W pracy [5] z 1948 roku Steinhaus po raz pierwszy wystgpil w obro-
nie reguly Bayesa, a argumenty za regula Bayesa przedstawil ponownie
W praey [7] z 1951 roku w bardziej rozwinietej formie, opierajacej sie
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na odkryciu Oderfelda [6], 1951, nazwanym regulq dualizmu, a stwierdza-
jacym, ze wiarogodnosé obliczona wedtug wzoru (1) jest rowna prawdopo-
dobienstwu a posteriori obliczonemu przy zalozeniu jednostajnego rozkladu
a priori wadliwodei p w przedziale 0 <p <1, z tym jednak, ze odnosi
si¢g ono do probki o tej samej liczbie sztuk wadliwych, ale o licznogei
,0 1 mniejszej. Reguia dualizmu byla przedmiotem badan kilkn dalszych
prac. 1 tak Sarkadi [8], 1953, odkryl miedzy innymi analogiczng regule
dla rozkladéw Poissona, Steinhaus [9], 1954, dla parametru przesuniecia,
Romejko [10], 1957, dla pewnego przypadku poréwnywania dwoéch
proceséw Poissona, a wyniki Romejki i poprzednikéw uogélnili Steinhaus
1 Zubrzycki w pracach [11], 1957, i [12], 1958, usuwajac miedzy innymi
mankament argumentu Oderfelda polegajacy na niejednakowej licznofci
prébek, dla ktérych w regule dualizmu oblicza si¢ wiarogodnosé i prawdo-
podobietistwo a posteriori. We wszystkich przypadkach okazalo sie, ze
hipoteza co do rozkladu a priori kryjaca si¢ w argumencie fiducjalnym
jest duzo bardziej pesymistyczna, niz to, eo podpowiada regula (czy
raczej postulat) Bayesa. Wnioski wyeciggni¢te przez Steinhausa w eyto-
wanej juz pracy [9], 1954, z odkrytych regul dualizmu na temat stosowal-
nodci reguly Bayesa tak przypominajg niektére argumenty dotyczgce
podstaw wnioskowania statystycznego w dyskusji toczacej sie na Zacho-
dzie (zobacz [13], 1962, w szczegélnosci wypowiedzi G. A. Barnarda),
iz wydalo si¢ stosowne wznowié ja w jezyku angielskim [14], 1963.

§ 2. Zagadnienia estymacji. Zasada minimaks. Od czasu ukazania
si¢ ksigzki Morgensterna i von Neumanna [15], 1944, zaczeto systematy-
cznie eksploatowad ideg traktowania zagadnieni statystycznych jako gry
miedzy statystykiem i natura w sensie nowoczesnej teorii gier. Ksigzka
Walda [16], 1950, jest pierwszym obszernym przedstawieniem zagadnien
statystycznych w takim ujeciu. PodejScie to wyrédzinia sie tym, iz prébuje
8i¢ w jawny spos6éb uwzglednié skutki bledéw przy podejmowaniu decyzji.
I tak w przypadku szacowania nieznanego parametru p przyjmuje sie,
ze dana jest funkeja L(p, p’), zwana stratq, ktéra wyraza szkode pono-
szong wtedy, gdy » jest prawdziwg wartodcia parametru, a my orzekamy,
ze jest ona p’. Estymatorem nazywamy funkeje, ktéra wynikowi obser-
wacji przyporzadkowuje przyblizong warto$§é estymowanego parametru.
Warto§é estymatora, a wraz z nig strata L, staje sie zmienng losows,
gdy rozwazamy go jako funkcje zmiennej losowej X reprezentujacej
wyniki obserwacji. Dla danej wartodci parametru p, i danego estymatora, D,
okre§lona jest wéwczas oczekiwana strata, zwana ryzykiem:

(2) r(p,p) = B, L(p, p).

Tak okre§lone ryzyko r, traktowane przy danym estymatorze p jako
funkeja parametru p, opisuje oczekiwane szkody wynikajsee z bledéw
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oszacowania przy uzywaniu danego estymatora. Gdy wige chodzi o wybér
estymatora do szacowania parametru na podstawie prébki o zadanej
licznosei, a wige gdy nie odgrywaja roli koszty badania, charakteryzuje
ono przydatno§é estymatora p do tego celu. Wymagania stawiane esty-
matorowi powinny byé przeto wyrazone przy pomocy tego ryzyka. Gdy
rozwaza 8i¢ zagadnienie sekwencyjne, trzeba uwzglednié jeszeze koszt
badania zalezny od liczby obserwacji. Przy wyborze estymatora trzeba
wowezas w jaki§ sposéb skonfrontowaé straty plynace z bledéw oszaco-
wania, ktére maleja, gdy liczno§é prébki rosnie, i koszty badania, ktére
rosng w miar¢ zwigkszania liczby obserwacji.

Steinhaus w pracy [17], 1950, dyskutuje zwigzek miedzy kosztami
badania i osiggang dokladnodcig oszacowania dla przypadku, kiedy
warto§é partii towaru jest sumg wartosci sztuk z jakich sie ona sklada,
i proponuje pewien sekwencyjny sposéb wyceny wartofci partii.

W pracy [18], 1953, poréwnuje Steinhaus w terminach ryzyka rézne
postulaty prowadzace do ustalenia przepisu odbiorezego w statystycznej
kontroli jakodci, migdzy innymi metode prospektywng oparts na pojeciu
wiarogodno§ei i metode retrospektywna oparta na postulacie Bayesa,
podkreflajae réwnorz¢dny charakter tej ostatniej w stosunku do innyech
propozycji. W pracy [19], 1956, na przykladzie prognozy pogody poka-
zuje Steinhaus niecelowo§¢ uzywania prognozy zrandomizowanej dla
szerokiej klasy funkeji straty i wskazuje na istotna zaleznoéé optymalnej
prognozy od przyjetej funkeji straty. .

Wr6émy na chwile do ryzyka okreflonego wzorem (2). Teoria gier
kaze zadanie wyboru estymatora rozpatrywaé jako gre miedzy natura,
ktorej strategiami sg wartoSei parametru, a statystykiem, ktérego stra-
tegiami sy estymatory. Ryzyko r jest wyplata w tej grze placons przez
statystyka naturze. DazZeniem statystyka jest uczynié ryzyko mozliwie
matym. Idealem byloby znalezé taki estymator, dla ktérego ryzyko
osiggaloby najmniejsza mozliwg warto§é jednoczeénie dla wszystkich
wartofci parametru. Takie jednostajnie najlepsze estymatory rzadko
istniejg. Teoria gier radzi wéwezas stosowadé zasade minimaks, to znaczy
szukaé takiego estymatora, dla ktérego maksymalna warto§é ryzyka
ze wzgledu na rézne warto§ei parametru bylaby mozliwie mata. Formalnie
méwige, estymator p, nazywa sie minimaksowym wtedy i tylko wtedy, gdy

(3) supr(p, pa) = inf supr(p, p).
D

Pomijajac kwestie ustalenia najogélniejszych warunkéw istnienia
i jednoznacznofci minimaksowych strategii statystyka w grach staty-
styeznych, interesujace jest zobaczyé, jakie sg minimaksowe strategie
statystyka w réznych zadaniach statystycznych spotykanych czesto
W zastosowaniach. Odezyt Steinhausa [20], 1954, inauguruje seri¢ takich
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prac. I tak, wyznaczono minimaksowe estymatory w zadaniu szacowania
skladu p = (p,, ..., px) urny zawierajacej kule % koloréw (p; > 0, p,+
+...+pr = 1) na podstawie skladu m = (my, ..., m;) probki n-elemento-
we]j losowane]j ze zwracaniem przy kwadratowej funkeji straty L(p, p’) =
= ) (pi—pi)? (Steinhaus [21], 1957), a takze podano kompletny opis
minimaksowych estymatoréw przy ogdlniejszej funkcji straty L(p, p’) =
= 2(p,-—p§)ﬂci i uogéblnienie tego wyniku na przypadek przeliczalnie
wielu koloréw kul (Trybula [23], 1958). Osobnego potraktowania wyma-
galo finitystyczne zadanie szacowania skladu M = (M,,..., M;) urny
zawierajagcej N kul % koloréw na podstawie n-elementowej prébki loso-
wanej bez zwracania. Przy kwadratowej funkeji straty L(M, M’') =
= Ye;(M;— M;)? rozpatrzyl je Trybula [24], 1958. Trybula [25], 1960,
odkryt dla zadania szacowania skladu urny przy obu sposobach pobie-
rania probki przy jakiej funkeji straty znane estymatory najwigkszej
wiarogodno$ci okazujg si¢ minimaksowe. Tu nalezy praca Trybuly [22],
1957, o minimaksowej prognozie, praca Mikiewicza [26], 1961, w ktérej
podano minimaksowy estymator redniej w oparciu o seri¢ pomiaréw o usta-
lonej licznoSci, lecz niejednakowej dokladnosci, praca Dzan Dzo-i [27],
1961, o minimaksowych estymatorach frakcji sztuk wadliwych w przypa-
dku, gdy zaséb strategii natury jest ograniczony do pewnego podprze-
dziatu przedzialu 0 <p <1, praca Czen Pina [28], 1962, i Zubrzyckiego
[29], 1963, o minimaksowych estymatorach liczno§ci populacji na pods-
tawie probek odwrotnych, zwigzane z pracg Czen Pina i Dzan Dzo-i [30],
1961, poswiecong dyskusji r6znych wariantéw zadania szacowania licznogei
populacji na podstawie obserwowania w probee elementéw uprzednio zna-
czonych i zwréconych do populacji.

Byla wreszcie seria kilku prac o mierzeniu, w ktérych stosowano
zasade minimaks przy nie zawsze probabilistycznym charakterze zadan:
Lukaszewicz i Steinhaus [31], 1955, Steinhaus i Trybula [32], 1959, oraz
seria kilkn prac zainicjowanych w Dziale Zastosowan Przemyslowych
(Mikulski, Rudzki i WiSniewski [33], 1959, Oderfeld [34], 1959, i kilka
innych) poéwigconych. ogélnie méwige wyznaczaniu najlepszego syste-
matycznego sposobu rozstawiania zadanej liczby obserwacji w bryle
towaru bezksztaltnego w celn mozliwie dokladnego szacowania §redniej
wartofci cechy tego towaru, gdy mamy pewne informacje o funkeji opi-
sujgcej rozklad wartosci badanej cechy wewnatrz geometrycznej figury
wypelnionej przez towar. Do nich nawigzuje praca Zubrzyckiego [35],
1963. Sklasyfikowano w niej te zadania w pewien jednolity sposéb
1 w przypadku gdy klasa funkeji opisujacej wartoSei badanej cechy jest
dos§é obszerna, obszerniejsza niz w przypadkach rozpatrywanych weze-
fniej przez Mikulskiego, Rudzkiego, Wisniewskiego i Oderfelda, wyzna-
czono dla dowolnego # minimaksowe wzory przyblizonego catkowania,
ktére wskazuja sposéb rozstawienia obserwacji i wagi, z jakimi nalezy
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te obserwacje wySredniowaé. Wyniki te stanowia wige pewne rozwig-
zanie rozwazanego zadania systematycznego rozmieszczania obserwacji.
Dodajmy, ze sformulowania dotyczace minimaksowych wzoréw przy-
blizonego catkowania znalezione w [35] sa bardzo bliskie wynikéw za-
wartych w [36], 1959, a takze [37], 1957.

§ 3. Dlugoi¢ empiryczna i ksztalt. Paradoksowi dlugoci, zwigzanemu
z generalizacja map, a polegajacemu na tym, Ze np. dlugoéé wybrzeza
morskiego ro§nie w miar¢ mierzenia go na coraz dokladniejszych mapach,
poswiecil Steinhaus serie prac datujacych sie od 1931 r. Zaproponowat on
wolne od takiego paradoksu pojecie dlugosci rzedu n, zwiazane z miarg
Croftona zbioru prostych na plaszezyZnie. Jego prace o dlugosci, ksztalcie
i polu [38], 1954, i [39], 1956, s3 przegladem tej problematyki ze wska-
zaniem nierozwigzanych probleméw.

Praca Perkala o geometrycznych wskaznikach tgk [40], 1955, w ktorej
zdefiniowano pewne liczbowe charakterystyki odnoszace sie do ksztaltu,
wielkosci i sposobu rozmieszezenia kepek trawy na lgkach uprawnych
1 badano rézne sposoby estymowania tych charakterystyk, stala sie po-
wodem do podjecia na nowo dyskusji ksztaltu i dtugodci obiektéw empi-
rycznych takich jak kepka trawy, tym razem z nieco innego punktu
widzenia. Mianowicie, Perkal zaproponowat oprzeé pojecie zgeneralizo-
wanego ksztaltu, pola i dlugoséci (obwdd kepki trawy) na pojeciu zbioréw
e-wypuklych. Idee te opracowal teoretycznie i praktycznie, opisujac
miedzy innymi longimetr do wyznaczania zgeneralizowanej dtugosei,
w serii prac (zobacz [41], 1956, [42], 1956, [43], 1958).

§ 4. Szacowanie parametréw zl6z geologicznych. Systematyczne roz-
mieszczanie obserwacji na plaszczyznie. Oprécz wspomnianej juz pracy
Perkala o geometrycznych wskaZznikach lak na problematyke szaco-
wania Sredniej wartoci proceséw rozciggajacych si¢ na plaszezyzZnie
natkneliSmy si¢ w zwigzku z szacowaniem zl6z geologicznych. Rozpatry-
wane zadanie mozna sformulowaé tak: na danym obszarze D, na ktérym,
jak sie spodziewamy na podstawie uprzednich badan, zalega zloze, nalezy
rozmie§ci¢ dang liczbe obserwacji tak, zeby na ich podstawie jak najdo-
kladniej oszacowaé wielko§é zasob6w znajdujacych sie na tym obszarze.
Potoczne metody statystyczne sluzgce do oceny bledu oszacowania opie-
raja si¢ na zatozeniu statystycznej niezaleznosci obserwacji. Zalozenia te
mozna zrealizowaé, dla danego obszaru D, przez losowe rozstawianie
-obserwacji. Nie daje to jednak mozliwodci uwzgledniania wplywu sposobu
rozmieszezania obserwacji na dokladno§é oszacowania. Zubrzycki [44],
1957, proponuje do opisu zloza uzyé pojecia procesu stochastycznego
stacjonarnego. Funkcja korelacyjna takiego procesu jest tym narze-
dziem, ktére umozliwia ocenge wpltywu sposobu rozmieszezenia obserwacji
na dokladno§é oszacowania. W wymienionej pracy oméwiono spos6éb
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wyznaczania funkeji korelacyjnej zloza na podstawie obserwacji obeig-
zonych bledem losowym, obliczono empiryczne funkeje korelacyjne na
podstawie dwu serii obserwacji z goérnoflaskich zl6z cynkowych, wyré-
wnano je przy pomocy kilku teoretycznych funkeji korelacyjnych, z kté-
rych najlepiej pasowala do obserwacji funkeja wykladnicza, przedstawiono
spos6b obliczania bledu oszacowania przy danym rozstawieniu obser-
wacji, gdy znana jest funkcja korelacyjna, podano przyklady numeryezne
ilustrujgce réznice w wielkosei bledu oszacowan przy réznych rozstawie-
niach tej samej liczby obserwacji. ‘

Poniewaz jednak funkcja korelacyjna zloza nie zawsze znana jest
do$é dokladnie, interesujace wydalo sie pytanie, czy mozna wskazaé
jaki§ ustalony sposéb rozmieszezania obserwacji, ktéry bylby optymalny
dla kazdej funkeji korelacyjnej z mozliwie szerokiej klasy takich funkcji.
Zubrzycki [45], 1958, prébowal przenie§¢ na plaszezyzne znane dla
prostej poréwnanie trzech sposob6éw rozmieszczania obserwacji: loso-
wego, warstwowego i systematycznego. Sa to wszystko sposoby o tej
wlasnosci, ze oczekiwana liczba obserwacji przypadajacych na dowolng
cze$é obszaru D jest proporcjonalna do pola te] czeScl. Na proste] wia-
domo, ze dla wypuklych funkeji korelacyjnych wsrod sposobdéw rozmie-
szezania obserwaeji o wymienionej wyzej wlasnosci najlepszy jest sposéb
systematyczny. Na plaszezyznie okazalo si¢ jedynie, ze warstwowe roz-
mieszczanie obserwacji jest lepsze od losowego, ale nie ma generalnej wska-
zéwki co do lepszodei systematycznego rozmieszezania obserwacji w po-
réwnaniu z warstwowym, nawet przy daleko posunietych ograniczeniach
co do funkeji korelacyjnej i ksztaltu warstw (zobacz [45] wraz z [47],
1961).

Dalenius, Hajek i Zubrzycki [48], 1961, zajeli si¢ pytaniem, jaki
jest najlepszy ksztalt regularnej sieci punktow na plaszezyznie z punktu
widzenia dokladnosci szacowania Sredniej procesu stochastycznego (sta-
cjonarnego, izotropowego) na danym obszarze przez Srednig arytmetyczng
obserwacji. Tu rowniez w przypadku proceséw okreslonych na prostej od-
powiedZ jest jasna i do$é generalna: dla wypuklych funkeji korelacyjnych
najlepsze jest rozstawianie obserwacji w réwnych odstepach. Do§é obie-
cujace bylo przypuszezenie, ze dla proceséw izotropowych, tzn. takich,
ze korelacja miedzy wartoSciami procesu w réznych punktach zalezy tyl-
ko od odleglosci tych punktéw, a nie zalezy od kierunku odecinka 1g-
czacego te punkty, najlepsza weéréd siatek o ustalonej gesto$ci okaze sie
siatka tréjkatéw rownobocznych. Niestety, okazalo sie, Ze tak nie jest, i ze
optymalny ksztalt sieci zalezy od funkcji korelacyjnej i od gestoéei sieci.

Kontrprzyklady uzyskano w cytowanej pracy [48] dla pewnej spe-
cjalnej funkcji korelacyjnej. W goérnoflaskich zlozach cynkowyeh do
empirycznych funkeji korelacyjnych najlepiej pasowala funkcja wykla-
dnicza (zobacz [44]). Pozostato nie rozstrzygniete przypuszezenie, ktéremu
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nie przeczg przyklady numeryczne u Matérna [46], 1960, ze sieé tréj-
kgtéw réwnobocznych jest optymalna wéréd sieci o zadanej gestofei
dla wykladniczych funkcji korelacyjnych. Przypuszczenie to zostato pod-
trzymane przez wyniki Kopociniskiego ([49], 1965, dalsza cze§é¢ w przy-
gotowaniu). Pokazal on mianowicie, ze gdy funkeja korelacyjna izo-
tropowego stacjonarnego procesu stochastycznego na plaszezyimie jest
wykladnicza, to dokladnodei oszacowania uzyskiwanej przy uzyciu sieci
tréjkatéw réwnobocznych nie da sie poprawié ani przez male affiniczne
deformacje takiej sieci (zachowujace gesto§¢), ani nawet przez male
(infinitesymalne) deformacje ogélniejsze od affinicznych. Poniewaz funk-
cja wykladnicza najlepiej wyréwnywala empiryczng funkeje korelacyjna
obliczong dla zl6z cynkowych (zobacz [44], 1957), moina w tym wi-
dzieé wskazéwke, ze korzystnie jest rozmieszcza¢ wiercenia geologiczne
w gieé tréjkatéw réwnoboeznych.

§ 5. Tablice. Tablice liczb losowych s3 pomyslane jako narzedzie
pomocne przy wybieraniu prébki z partii liczacej wiele sztuk. Jednym
z mankamentéw takich tablic jest to, ze dopuszczalne sa powtérzenia,
a skutkiem tego zdarza si¢ ré6wniez, ze pewne liczby w ogoéle nie wyste-
puja. Ponadto przy uzywaniu takich tablic, co odpowiada losowaniu
ze zwracaniem, wystepuje tendencja do powstawania losowych nier6wno-
miernoéci w rozstawianiu elementéw prébkowych. Jest to niepozgdane
szczegllnie wtedy, gdy wehodzi w rachube jakas zalezno§é miedzy jakodeia
sztuki, a jej numerem, np. gdy sztuki sg numerowane w kolejnofei pro-
dukcji. Tym mankamentom mozna by zaradzié przez systematyczne
losowanie, np. bioragc do probki co dziesigty element. Lecz i w takim
sposobie pobierania prébki mozna widzie¢ pewne niedogodnofci: jest
pewne niebezpieczenistwo natrafienia na okresowy rytm zmiany jakofci
sztuk w zaleznogci od numeru, a ponadto réwnomierno§é rozmieszczenia
sztuk prébkowych ulegalaby drastycznemu pogorszeniu, gdybyémy cheieli
préobke zwiekszyé o kilka sztuk. H. Steinhaus staral si¢ zaradzié wszystkim
tym mankamentom przez zaprojektowanie tablicy zawierajacej wszystkie
liczby czterocyfrowe od 0000 do 9999, kazdg dokladnie jeden raz, po-
wstalej przez wymieszanie tych liczb przy pomoey odpowiedniego &cifle
okreflonego algorytmu. Jeden faki dofé zawily algorytm zostal uzyty
do konstrukecji tablicy [51], 1954, liczb przetasowanych, opisanej w ar-
tykule [50], 1954. Innego sposobu mieszania uzyto przy budowaniu
tablicy liczb zelaznych [52], 1956. Wykorzystano do tego celu reszty
modulo 1 wielokrotnoéci liczby ziotej a = (1/5—1) [2 = 0,618..., okrefla-
jacej tzw. zloty podzial odcinka.

Oznaczmy przez {na} reszt¢ modulo 1 z liczby na. Ustawmy naste-
pnie reszty {a}, {2a},..., {10000a} W porzadku rosngcym, a nastepnie
w tak powstatym ciggu zastgpmy reszte {na} przez n, dla » =1, 2,...
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...y 10000. Otrzymamy woéwezas pewne uporzadkowanie liezb 1,2, ...
...y 10000. Jefli Hczby te napiszemy w tak otrzymanym porzadku jako
liczby czterocyirowe, identyfikujac 1 z 0001, 2 z 0002, ..., 10000 z 0000,
otrzymamy tablice liezb zelaznych. Przy jej pomocy mozemy otrzy-
mywaé probki rozstawione duzo réwnomierniej, niz §rednio biorac prébki
otrzymywane w oparciu o tablice liczb losowych, bez niebezpieczenstw
zwigzanych z systematycznym pobieraniem prébek i z mozliwoscig po-
wigkszania probki sztuka po sztuce z zachowaniem owej do§é duzej réw-
nomiernofei rozstawienia przy kazdej licznofci prébki.

Same reszty {na} stanowig ciag liezb z przedzialu jednostkowego,
ktore mogg stluzyé za argumenty dla przyblizonego catkowania wtedy,
gdy nie jest z géry ustalona liezba punktéw, w kitérych checemy obliczad
czy tez obserwowadé wartogei catkowanej funkeji, natomiast chcemy mée
dodawaé po jednym punkcie tak, aby mieé za kaidym razem uklad punk-
6w mozliwie réwnomiernie rozstawiony po calym przedziale calkowania.
Tablice reszt {na} nazwal H. Steinhaus tablica liczb zlotych [53], 1956.

Analogiczne wlasnosei, jak liczby zlote na odeinku jednostkowym,
majg tzw. punkty zlote w kwadracie jednostkowym. Sg one zdefiniowane
jako obrazy reszt {na} przez dziewiatkowa krzyws Peano, odwzorowujgca
odcinek jednostkowy na kwadrat jednostkowy w sposéb eiagly i z zacho-
waniem miary. Tablice 248 takich punktow zlotyeh z objanieniem ich
uzycia do przyblizonego calkowania funkeji okre§lonych na obszarach
plagkich podaje L. Zubrzycka [54], 1960.

Niektére z opisanych tu tablic zostaly spopularyzowane w zbiorze
[65], 1957, tablic statystycznych, a takze w podreczniku [56], 1958-1963.

§ 6. Badanie zespolu cech. W badaniach przyrodniezych, a w szeze-
g6lnogci w psychologii, bardzo istotng role gra statystyczna analiza zespolu
cech. Zwlaszeza w psychologii popularne s3 badania zwane analizg czyn-
nikowa. Hotelling, Spearman, Thurstone s3 tu najbardziej znahymi
nazwigkami., Jednak ze znanymi metodami Spearmana, ezy Thurstone’a
zwigzane sa duze trudnofei zaréwno rachunkowe jak i interpretacyjne.
J. Perkal ([57], 1953, [58], 1960) zaproponowat pewien rachunkowo
Prostszy sposéb okreflania faktor6w. Metode t¢ mozna z grubsza strefcié
tak: niech @y, 1 =1,2,...,k j=1,2,...,n, oznacza wartodé i-tej
cechy u j-tego indywiduum i niech przy tym cechy beds unormowane
na frednig zero i wariancje jeden. Jegli wszystkie eechy sg skorelowane

n

Meujemnie, to m; = — > @y jest z definicji wartodcia wspblnego cz a
1= 7 g
i

U j-tego indywiduum a reszty wy = ;—my;, zwane wskaznikami, zawie-
Tajy reszte informacji o j-tym indywiduum. Jefli cechy nie sg skorelo-
Wane nieujemnie, dzieli si¢ je uprzednio na podgrupy cech nieujemnie
8korelowanych, a sumaryeczny wspélny faktor okreila si¢ osobno dla tak
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wyréznionych grup cech. Wektor k-wymiarowy, ktoérego wszystkie skia-
dowe s3 m; w pierwszym przypadku, a ktéry ma jednakowe skladowe
dla wyréznionych grup cech w drugim przypadku, reprezentuje z defi-
nicji gtéwny wspélny czynnik. To postepowanie nazywa autor metods
pojedynczego wektora. Przez iterowanie powyzszego postepowania w sto-
sunku do wskaznikéw, ktére po mnormowaniu traktuje sie jako nowe
cechy, uzyskuje si¢ mozliwo§é okreflania dalszych faktoré6w. Metoda ta,
choé nie prowadzi do wyrdznienia faktoréw nieskorelowanych ze sobg
i z pojawiajacymi si¢ resztami, jak to ma miejsce u metod wezesnie]
znanych, znalazla uznanie u przyrodnikéw, ktorzy ceniy ja za prostote
rachunkéw i latwosé interpretacji.

Pewne kwestie zwigzane z wydzielaniem zgodnych, to znaczy nie-
ujemnie skorelowanych, zespoléw cech, byly rozpatrywane w pracach
Szwarca [60], 1960, oraz Kopocinskiego i Zubrzyckiej [61], 1964.

Z analizg zespoléw cech zwigzana jest blisko zaproponowana przez
J. Perkala definicja podobienistwa indywiduéw na tle populacji (zobacz
[67], 1953, i [59], 1960), wedlug ktérej dwa indywidua uwaza si¢ za po-
dobne wtedy i tylko wtedy, gdy wektory réznic migdzy wartodciami cech
tych indywiduéw i §rednimi wartogciami'cech w populacji sg proporcjo-
nalne.

§ 7. Taksonomia wroclawska, podzial zbioru na czesci. Nawigzujge
do badai przyrodniczych zwigzanych z porzgdkowaniem indywiduéw
ogloszono w 1951 roku (zobacz [62], 1951, i [63], 1951) metode¢ przed-
stawiania podobienstw miedzy indywiduami scharakteryzowanymi wie-
loma cechami przy pomocy dendrytu. Przede wszystkim na podstawie
warto§ci cech u indywiduéw oblicza si¢ w jeden z wielu mozliwych spo-
sobéw odleglodei miedzy indywiduami. Wybér sposobu obliczania odle-
glodei jest wazny i determinuje w znacznej mierze wynik. Proponowana
metoda dotyczy sytuacji, kiedy odlegtosci miedzy indywiduami sg juz
ustalone. Pokazuje ona, jak znaleZé najkrétszy spéjny zbiér odcinkéw
lyczacy wszystkie indywidua. Spéjny znaczy tu tyle, ze miedzy dowol-
nymi dwoma indywiduami istnieje droga zlozona z odcinkéw nalezgcych
do zbioru i lgczgca te indywidua; najkrotszy znaczy tyle, ze wyznacza
gie spéjny zbiér odcinkéw o najmniejszej sumie diugosei nalezgeych do
niego odecinkéw. Taki najkrétszy spéjny- zbiér odeinkéw nie moze
zawiera¢ lamanej zamknigtej i dlatego jest dendrytem.

Okazalo sie potem, ze zadanie wyznaczania najkrétszego dendrytu
bylo rozpatrywane w literaturze zar6wno przed rokiem 1951, jak pézZniej,
w zwigzku z wyznaczaniem najkrotszej sieci polaczen elektroenerge-
tyeznych lub komunikacyjnych (zobacz [64], 1926, [65], 1956, i [66],
1957). Metoda taksonomii wroclawskiej byla stosowana wielokrotnie.
Prace od [67], 1953, do [71], 1961, sg kilkoma przykladami. Zagadnieniami
statystycznymi, zwigzanymi z identyfikacjg najkrétszego dendrytu miedzy
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populacjami statystycznymi, gdy odleglodci miedzy nimi wyznacza sie na
podstawie probek, zajat sie ostatnio J. Mikiewicz w pracy [74], 1963.
Podstawg dla taksonomii wroctawskiej jest definicja odleglosci mie-
dzy indywiduami. Pewne kwestie zwigzane z definicja odleglodci miedzy
zespotami ekologicznymi, uzywang przez przyrodnikéw, byly rozpatrywa-
ne przez Marczewskiego i Steinhausa w praecach [72], 1958 i [73], 1959.
Poza pogladowym przedstawieniem podobienstw miedzy indywi-
duami przy pomocy dendrytu rozpatrywane bylo réwniez zadanie wy-
rézniania grup indywiduéw na podstawie ich wzajemnych odleglogei.
Blisko z tym zwigzane jest zadanie podzialu na czedci obszaru plaskiego
lub bryly przestrzennej, oblozonych masa o pewnej gestoéei, tak, aby
spelniony byl pewien warunek optymalnoéci, np. aby suma momentéw
bezwladnosei czefci wzgledem ich §rodkéw ciezkosci osiagnela minimum.
Zagadnienie to rozpatrzy! z punktu widzenia istnienia rozwigzania i jego
jednoznacznogci H. Steinhaus [75], 1956, a podziat Polski na czesci w opar-
ciu o gestodé zaludnienia zademonstrowal B. Kopocinski [76], 1960.
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C.3VBHHIOKYT (Bponaas)

O HEROTOPBIX PESYJ/IBTATAX CEMUHAPA
10 IPH/IOJKEHHAM MATEMATHRH

PESIOME

ABTOop madT 0CMOTP HEKOTODHIX ROCTIIKEHMY CeMHHADA 1O DPUIIOKEHWAM Ma-
TEeMAaTHKH, BBeJeHHOro ¢ 1948 roma Bo Bpommasckom Ornemenum MarTeMaTHYeCKOTO
Uncraryra IToxbcko#t Axamemun Hayk. Hacrosmas pabora saBisercA pacmupeHHeM
AOKJIANA YATAHHOr0 apropoMm 11 dempans 1964 roma ma 500-oM 3acefanmu ceMmHADA.
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8. ZUBRZYCKI (Wroclaw)

ON SOME RESEARCH WORK OF THE SEMINAR
FOR APPLICATIONS OF MATHEMATICS

SUMMARY

The author gives a review of some results obtained and discussed on the
Seminar for Applications of Mathematics held since 1948 at the Mathematical
Institute of the Polish Academy of Sciences in Wroclaw., The paper is an extended
version of the authors address presented to the 500-th meeting of the seminar on
February 11, 1964.



