ZASTOSOWANTA MATEMATYKI
VI (1963)

J. WOJTOWICZ (Warszawa)

O SPROWADZANIU ROWNANIA g(v) = F(u,w) DO POSTACI
EANONICZNEJ CAUCHY’EGO

Zagadnienie to zostalo juz rozstrzygniete przez autora [1]. W niniej-
szej pracy podaje inny dowdd i nowe warunki, wygodniejsze w zastoso-
waniu.

Problem ten jest réwnowazny zbudowaniu dla tego réwnania nomo-
gramu siatkowego o rodzinach linii:

Rodzina linii : = @.=f(u),
Rodzina linii v: y = ®[¢(v)],
Rodzina linii w: o = f(u), y = O[F(u, w)],

przy ezym rodzina linii w powinna byé takze rodzing linii prostych. Latwo
zauwazyé, ze jezeli rodzina linii w jest pekiem prostych (o grodku wia-
Seiwym lub niewlaéciwym), to réwnanie nie jest réwnaniem Cauchy’ego
w fcistym sensie, lecz jedng z postaci réwnania trzeciego rzedu. Oczy-
 wifcie w takim przypadkun réwnanie rzedu trzeciego bedziemy uwazaé
za zdegenerowang postaé réwnania Cauchy’ego, z réwnania Cauchy’ego
P (v) = r(u)g(w)-+s(w) wynika bowiem, zé jezeli g(w) = const, to ro-
dzina linii w moze byé przedstawiona jako rodzina prostych réwnole-:
glych, a jezeli s(w) = const, to moze byé przedstawiona jako pek pro-
stych,

- Zauwazmy dalej, ze na to, by rodzina linii byla rodzing prostych
potrzeba i wystarcza, Zeby w kazdym punkcie krzywizna byla r6Wna.
zero, a zatem zeby spelmiona byla tozsamodé

(1)‘ TuYuu — Cyulu = 0.

Udowodnimy teraz

TWIERDZENIE. Jesels:

-1° funkeja F = F(u, w) jest okreslona i ciqgla w prosiokqeie D okre-
élonym neréwnofoiami uw, < 4 < Uy, Wy KW < Wy,

~2° funkeja F mae w tym prosiokqeié. eiqgle pochodne ozqstkowe a2 do
rzedu ‘piglego wlqoznie,
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3° w prostokqoie spelnione sq nierdwnosos

F,
Fu=0, F,#0 i A,#0, giic A_m—\

to ma to, 4eby istnialy funkeje:

1. f(u) — okreSlona i ciagla w preedziale u, < u < u, majeea tam
oiagle pochodne az do reedu trzeciego wlacznie, przy czym f'(u) + 0,

2. O(t) — okredlona i oiqgla w przedziale I, kiory wypelniajq wartosei
funkoyz F(u,w) w prostokacie D, majqca ciggle pochodne ai do reedu dru-
giego wlqoznie, przy oy D' (t) # 0, takie, se rodeina lingi x = f(u), y =
= O[F(u,w)] jest rodzing prosvych,
potrzeba § wystarcza, seby spelnione byly foisamosoi:

(2a) AumAw+2Afv*AuwAww =0,
(2b) AuuwAw"'-Au-Aazn"'Ang““ -A-zAfv = 0.
Dowéd. Tozsamoéé (1) napisana dla rodziny linii w ma postaé
01 4 B hFu—Fw o __m.f”
{3) r 7 , ,gd.zni | h =%

Zakladamy, ze tonamoééA (3) jest spelmiona. Poniewas lewa. strona
tozsamosel (3) jest funkejg F, to takze pra.wa. strona jest funkc]a! F,
a zatem spelniona jest tona.moéé

9 [ hF,—F,, ] 9 [ kFu—Fu; ]

dul P wl
(4) =40.
' F, F,
Tozsamo§é ta po uporzgdkowaniu przyjmuje postad
(5) | W+ Ah+A,+A47 =0,

Rézniozkujae tozsamoéé (5) wagledem zmiennej w i obliczajge &
otrzymuje i@

(6) ' ha_w

4,

Lewa strona tej tozsamogei nie zalety od zmenne] w, & zatem speiniona

jost tozsamosé
d +24A4
7 —_ UW w ]
) | 2ot
' Tozsamodd ta jest réwnowazna tozsamodei (2a). _

Z tozsamodci (6) obliczamy A’. Funkeje b’ i h obliczone z tozsamosei
(6) wstawiamy w tozsamosé (5). Stad; po przeksztaleeniach, otrzymuje
sig tozsamosé (2b). Widaé wige, e warunki (2a) i (2b) sg konieczne,

—]
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Udowodnimy teraz dostateczno$é warunkéw (2a) i (2b). Ze speknie-
nia tozsamogei (2a) wynika tozsamofé (7), a nastepnie istnienie funkeji
k(%) spelmiajgcej tozsamo$é (6). Z tozsamofei (2b) wynika, Ze funkcja
h(%), speliajgca (6), spelnia tozsamosé (B). Z tozsamosei (5) wynika toz-
samofé (4). Z tozsamofei (4) wynika istnienie funkeji @ spelniajgcej toz-
samofé (3). Widaé wiee, ze istniejg funkeje D(1) i f(u), dla ktérych rodzina
linfi: & = f(u), y = O[F(u,w)] ma zerows krzywizne.

Z tozsamofci (2a) i definicji funkeji b wynika, ze

gdzie f(u) = ¢, B(u)+ o,

_ Aupt 244, |
B(u) =fexp[~f————z;m—-—du] du,

% 6; i ¢, 83 liczbami. .
Z tozsamofei (2a), (2b) i (3) wynika tozsamosé dla funkeji D (?):

D(1) = 6;G(t) + 44,
gdzie
G Efexp[—fP(t)dt] at,

hFuu -F'wu
T’

a 63 i ¢y 89 liczbami, Widad stad, ze mozna dowolnie wybraé wielkosé
jednostek na osiach ukladu (zaleznie od wyboru liczb -¢, i ¢,) oraz poloze-
nie poczgtku ukiadu, co przy ustalonych wielkosciach o, i ¢; zalezy ad

wielkofel ¢, i ¢,.
Zauwazmy jeszeze, ze latwo mozemy znalezé Wszysthe funkcje 33&-

hej zmiennej wystepujgce w postaci kanonicznej
p(v) = Plg(v)],

P() = t = F(u,w),

r(u) = f(w),
- Q' [F(u, w)]Fy(u, w)
g(w) = 7 () ’
3 (10) = BLF(u, 0)]— %——sb' LF (w4, 0) ] F o, 10).

Praca cytowana
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f. BORTOBHY (Bapuass)

O NPUBEJEHHH YPABHEHHA ¢(v) = F(u,w)
K KAHOHHYECKOI ®OPME KOIIH

PESBIOME

B paboTe mpencTaBIeMH HeOOXOIMMEE M OCTATOYHELE YCTQBUA OPUBEAEHUA
ypasHerus g¢(v) = F(u,w) x KaBoHHYeckoit ¢Qopme Homm.

McXOARKM MOMERTOM JJIA 3TOIO ABIACTCA BOBMOMKHOCTH IIOCTPOCRMA JJIA BTOTO
YPABHEHNA CETYATHX HOMOTPAMM, COCTOAMMX U3 TPeX ceMeHcTB NPAMHX, JB2 W3
KOTOPHIX COCTOAT U3 NAPaJIeNBHHX, 8 TPeThe W3 NPOASBOILHHX IPAMEX.

Hatiger Tawxe sdexTuBHHN MeTox mcuuciaeHMA Beex (QYEKUmE OxHOU mepe-
MeHEO}, BXONAIUX B COCTAB YDaBREHUA.

J. WOJTOWICZ (Warszawa)

ON REDUCING THE EQUATION g(v) = F(u, w)
TO THE OANONICAL CAUCHY FORM

SUMMARY

This paper gives the conditions, necessary and sufficient, that the equation
g(v) = F(u, w) could be expressed in the canonical Cauchy form.

The starting point is the possibility of constructing for this équation a set no-
mogram. composed of three families of straight lines, two of which are composed -of
parallel straight lines, and the third — of any straight lines.

An effective method of computmg all one variable functions that are found in
the equation is also given.



